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VEKTORIANALYYSI
Luento 12

8. Gaussin lause eli divergenssilause® Al6.4

Kurssin jaljella olevassa osassa kaymme lapi joukon fysiikan
kannalta tarkeitd vektorikenttien integrointia koskevia tuloksia,
nimittdin Gaussin, Stokesin ja Greenin lauseita ja niiden
sovelluksia. Lauseissa tai kaavoissa on kyse jonkin alueen yli
otetun integraalin ja tdman alueen reunan yli otetun integraalin
valisestd yhteydesta.

Vuointegraaleja kasitellessamme totesimme, ettd vektorikentén
vuo yli suljetun pinnan kertoo jotain vektorikentésta pinnan
rajoittaman alueen sisélla, nimittdin onko kentélla sielld nieluja
tai lahteitd. Gaussin lause ilmaisee asian tarkemmin:
vektorikentén vuo yli suljetun pinnan S on sama kuin
vektorikentén divergenssin tilavuusintegraali pinnan rajoittaman
alueen D yli eli

gﬁﬁlf-N“ ds =jj V-E dV.
S D

Tassa N on pinnasta ulospain osoittava yksikkénormaali.
Matemaattisina oletuksina vaaditaan, etta pinta S on siled tai
koostuu sileista osapinnoista, kenttd F on jatkuva suljetussa
alueessa D eli siis my0s rajoitettu ja kentan derivaatat ovat
jatkuvia alueen D sisalla.

Todistus: Oletetaan, ettd alue D on koordinaattiakseleiden
suunnassa saanndéllinen eli akseleiden suuntaiset suorat

! Venalaisissa oppikirjoissa tata kutsutaan Ostrogradskyn lauseeksi.
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leikkaavat alueen reunan korkeintaan kahdesti. (Jos néin ei ole,
pilkotaan alue s&anndllisiin osiin.)

Divergenssi on

V-F :(f£+ ]Q+I2gj-(inA+ F i+ FZIZ)

Tarkastellaan aluksi viimeisen termin tilavuusintegraalia

oF, ., 2 oF,
Iﬂ po dv —J;_[dxdym_xfly)gdz (*)

= [[(F.06 v, (%, y) = F, (%, ¥4 (x,¥)) dxay,

jossa R on alueen D projektio xy-
tasossaja z=¢ (X, y) ja z=¢,(X,y) 2 4
ovat z:n yla- ja alarajat.
Ensimmaéinen termi voidaan tulkita
pintaintegraaliksi pinnan z =¢,(X,y)
ylapuolen yli (normaalivektori
osoittaa yl0s eli kasvavan z:n

suuntaan) / - ’

[[F.(xy.0,(x. ) dxdy = [[ Fk-Nds

R ylépinta

missa pinta-alkio dS on projisioitu xy-tasoon,
dxdy =k - NdS = cos(k, N)dS. Jalkimmainen termi puolestaan on
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pintaintegraali yli pinnan z = ¢,(x, y) alapuolen yli
(normaalivektori osoittaa alas eli pienenevan z:n suuntaan):

—”F(xygzﬁl(x y)) dxdy = j Fk - NdS,

alapinta

koska nyt dxdy = —k - NdS = —cos(k, N)dS, silla cos(k,N) <0.
Olemme siis osoittaneet, etta
fip o -
) 0z

Vastaavalla tavalla voimme kasitella F :n kahdesta muusta
komponenteista F, ja F, riippuvia termeja. Esimerkiksi

K- NdS. 1)

S

tilavuusintegraalin F, -osa

M1 av - ”dydz‘”“f”_dx
7 OX OX

w1(Y,2)

= [[(Fw2(0.2).,2)~ Fu(wi(y.2).y.2)) dydlz,

jossa R on nyt alueen D yz-tasossa oleva projektio. Kun

pintaintegraali
pF.i-Nds
S

esitetdén pintojen x =y, (y,z) jax=w,(y, z) yli otettujen
pintaintegraalien summana, saadaan sama tulos eli

@5 %ix dv = <j;f> F.i - NdS. (2)
S

D

Vastaavasti
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oF A A
—2dV =qpF, j- NdS. (3)
jy o Cj} y
Yhdistamalla tulokset (1)-(3) saamme

Sijﬁ.N“ ds =” V-F dv
S D

eli Gaussin lause on tullut todistetuksi. u

Todistuksemme ei ole yleispatevéd, koska se perustui oletukseen
alueen sdannollisesta muodosta. Tulos patee kuitenkin kaikille
suljetuille pinnoille. Tata voi vakuutella itselleen fysikaalisen

esimerkin avulla: Sahkdkentan E divergenssi V-E on
varaustiheys ja sen tilavuusintegraali on alueessa D oleva
kokonaisvaraus. Pintaintegraali on s&hkdkentan vuo alueen
pinnan lapi, ja on helppo uskoa, ettei vuo riipu pinnan muodosta:
kenttaviivat tulevat pinnan lapi oli se mink& muotoinen tahansa.

Huom. Gaussin lause on yhden muuttujan funktiota koskevan
tuloksen J.ab f'(x)dx = f(b)— f(a) yleistys kolmeen

ulottuvuuteen.

Esimerkki: Lasketaan kentan
F =bxy® +bx2yj] + (x + y?) 2%k

pintaintegraali sylinterin x* + y*> <a®, 0<z<b pinnan yli.
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Gaussin lain mukaan pintaintegraali voidaan esittaa tilavuus-
integraalina, ja sen voimme laskea helposti sylinterikoor-
dinaatteja kayttaen:

{pF-ds =[[v-Fav
S

= m[byz +bx? +2z2(x* + yz)] dv

=[[[o¢+y*)0+22) dv,

"R ﬁf_‘:pz =pd pd gdz

[ 0+22)02 | dg p* (o p)

a

~[bz+ 227 o177 | 2| = ra’pv?.
o Tl | 2

0

*k*k

Esimerkki: Méaéritetaan integraalin

| = {p(3xi +2yj)-dS
S

arvo, kun S on pallon x* + y* + z° =9 pinta. Pintaintegrointi ei
ndyta suoraviivaiselta, joten kannattaa yrittaa hyodynt&4 Gaussin
teoreemaa. Integroitavan vektorin F =3xi +2yj divergenssi on

V-F=0,(3x)+9,(2y)+0,(0) =5,
joten

| =j£j(v-ﬁ)dv =jﬂSdV =5 ”JdV

=pallon tilavuus
=5. gﬂ'(\/§)3 =180-.

*k*k
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Esimerkki: Tarkastellaan vektorikenttaa
r

F=m
r3

T
=m—.

r

Se on méaritelty kaikkialla muualla paitsi origossa. Lasketaan
tdméan kentan vuo yli mielivaltaisen sddnndllisen pinnan S, joka
ymparoi origoa.

Koska pinnasta S ei tiedeté juuri mitaan, pitaa ottaa Gaussin
kaava kayttoon. Siihen tarvitaan divergenssi V- F . Koska (r = 0)

F(x,y,2) =5 (xi +yj + 2K)
r
on divergenssi
reenli(E) 5220
ox\ r oy\ r oz\ r

Lasketaan ensimmainen derivaatta:

i(ij_i X
ox\r®) ox (x*+y?+1z%)%?

32

(x> +y* +17%) x-:23-2x(x2+y2+22)1’2

B (x> +y* +12%)°
P =3xr

r6

Muut termit voi paéatelld symmetrian avulla. Divergenssi on
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- re r
V-F=m 3F—3gx2+312+222r—6

:r2

=0.

Seuraavaksi meidéan on hoidettava origo, joka on pinnan S
rajoittaman alueen D sisélla, mutta jossa divergenssi ei ole
maéaritelty. Asiaa hoituu seuraavalla tempulla: Piirretddn origon
ympérille pallopinta S*, joka jaa kokonaan alueen D sisélle.

Kentan F ulospain suuntautuva vuo tdman pinnan Iapi on
- = mr : .
F.dS = (—j r’sin@dédg f
fe o5~ ananasen
2 V4
= mJ. d¢fsin 0do = 4zm.
0 0

Tarkastellaan nyt pintojen S ja S* valiin
jaavaa aluetta D* ja sovelletaan Gaussin
kaavaa siihen. Vuo ulos alueesta D* koostuu
kahdesta osasta: vuo pinnan S 1api ulospdin ja
vuo pallon S* pinnan l&pi sisaanpain.
Jalkimmainen on ylla olevan kaavan
perusteella —4zm (eri merkki johtuu siit4, ettd pinta-alavektori
osoittaa nyt pallon sisélle, ei ulos siitd). Gaussin kaavan mukaan
saamme siis

ozjgjv-ﬁdvzgzﬁﬁ-ds*—mm

eli

#If-d§=47zm.
S

Tama on se pintaintegraali, jota alun perin kysyttiin.

*k*k
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Esimerkki: Origoon asetetun pistevarauksen g aiheuttama
sdhkokenttd on

=1L
Are, 1

Miké on sdhkokentan vuo minké tahansa origoa ympéaroivan
pinnan 1&pi?

Edellisen esimerkin tuloksen mukaan se on

@E-d§=47{ 4 j:&
Argy ) &,

Taté kutsutaan séhkodopissa Gaussin laiksi.

***k

Esimerkki: Jatkuvuusyhtalo.

Tarkastellaan jossakin juoksevassa aineessa olevaa kuvitteelista
pintaa S ja sen rajoittamaa aluetta D. Oletetaan, ett4 ainetta ei
synny eikd havia tassa alueessa, aineen haviamattomyyden lain
mukaan alueessa D olevan aineen massan muutos voi johtua vain
siitd, ettd ainetta virtaa sama mé&ara pinnan S lapi.

Pisteessé (X, Y, z) olevassa tilavuusalkiossa dV hetkelld t olevan
aineen massa on

dm(x,y,z,t) = p(x,y,z,t)dV,

jossa p(x,Y,z,t) on aineen tiheys. Koko alueessa oleva massa
on silloinM (t) = ”jpdv . Massan maara muuttuu nopeudella
D

dM 0 _(frop
2 llToov = [[[ Zav.
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Olkoon V(X, Y, z,t) aineen nopeuskenttd. Aikaisemmin
totesimme (vrt. s. 69), etté pisteessa (X, Y, z) olevan pinta-alkion
lapi aikavalilla (t,t + dt) virtaavan aineen massa on

dm' = pv - NdSdt
eli koko pinnan S lapi ulospéin virtaavan aineen massa
aikayksikdssa on
dMm’

— —{ppv-Nds.
dt CEJSPV

Gaussin kaavan mukaan tama voidaan esittaa tilavuus-
integraalina

S f[[v-mav

Koska ulosvirtaava aine pienentdd massan maaraa alueen sisallg,
on

dM dM

dt dt
eli

j!j(%ﬁv@@} dv =0.

Tama patee kaikille aineessa oleville alueille D, epsilonin
kokoisillekin. Se tarkoittaa, ettd integrandin pitda havita
kaikkialla aineessa (kun oletamme, etté fysikaaliset suureet
o jaVv ovat jatkuvia) eli voimassa on jatkuvuusyhtalo

op _
L4V (pV)=0.
p (pV)

Jos aine on kokoonpuristumatonta, silloin p(x,y,z,t) = vakioja
jatkuvuusyhtaldlla on yksinkertainen muoto:



Gaussin teoreemasta voidaan johtaa seuraavat kaksi muuta
teoreemaa:

jj VdeV-—(ﬁ)F x NdS,

mwﬁdv <ﬂ>¢Nds

jossa F on vektorikenttd ja ¢ skalaarikenttd, molemmat tietenkin
hyvatapaisia. Nama voidaan johtaa soveltamalla Gaussin

teoreemaa vektoreihin F x¢ ja ¢c, joissa ¢ on mika tahansa
vakiovektori.

Esimerkiksi ensimmaisen kaava voidaan todistaa kayttamalla
identiteetteja (ks. s. 37)

V. (Exg)=(VxF)-¢—F-(Vx¢)=(VxF)-G,
%r_/

(FxG)-N=(NxF)-¢=—(FxN)-¢.

Todistus: Olkoon ¢ mika tahansa vektori. YIl4 annettuja
identitteettejd kayttden saamme
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Uﬂvxﬁdw@ﬁxﬁds].@
D :jsjj(vxﬁ).edv—@;(ﬁxe)-l\l“ds
:j})jwﬁ x€)dV —q’jj(lf x€) - NdS
D S
=0 Gaussin lain perusteella.

Koska C on mielivaltainen vektori, yht&lo pitaa paikkansa vain,
jos ensimmaisen rivin sulkulauseke on nolla. =

Jalkimmaisen kaavan johto jatetd&n harjoitustehtavaksi.



