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VEKTORIANALYYSI
Luento 13

9. Stokesin lause A 16.5

Stokesin lause on kuin Gaussin lause, mutta yhtd dimensiota
alempana: se liittaa toisiinsa kentén derivaatasta pinnan yli
otetun integraalin ja pinnan reunakéyraa pitkin otetun kentén
viivaintegraalin.

Stokesin lause:

Olkoon N pinnan S positiivinen
normaali, C pinnan positiivisesti
suunnistettu reunakayra ja F
vektorikentta (riittdvasti derivoituva).
Silloin

Todistus: Johdetaan tulos ensin tapauksessa, jossa alueen
rajakdyra on tasokayra, ja yleistetdan sitten. Pinta itse ei ole
valttamatta tasopinta.

Oletetaan, ettd alueen S reunakayra C
on séannollinen y-suunnassa. Kayrén
yldosan (ks. kuva) yhtéal6 olkoon
y=¢,(x) jaalaosan yhtalo y =¢ (X).
Jaetaan alue dx:n levyisiin kaistoihin ja

namaé edelleen pinta-alkioihin
dS = dxdy.

Kéayralla C oleva viiva-alkio dr on
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komponenttimuodossa
dF =dx i +dy].

Kayraintegraali on silloin

Lasketaan ensin ensimmainen termi:

paxi-F = j dx 1 - F (X, &, (X)) + f dx i - F (X, ¢,(x))
B

(24
ylakayré alakdyra

B
=[x T {F(u) - F o)

Jalkimmaéinen termi voidaan laskea
samaan tapaan, mutta koska

reunakdyra on suunnistettu maaratylla X= 9o SRACE
tavalla, tilanne ei ole xy-symmetrinen.
Ylakayraa x =y, (y) pitkin ¢

integroitaessa muuttuja (y) nyt kasvaa,

kun se edell& pieneni. TAman

seurauksena lopputuloksen 2
miinusmerkki vaihtuu nyt plusmerkiksi:

ZX
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v

dy J-Flr,(. )+ [ dyi-Fa(y).y)

o
ylakayra alakayré

= +Idy I Fn (0. y) - Fwa(y).y) |

O
o
>
—
L
Il

N — 0,

) If 2% R alf
:+} ijldxa—_qLiJ;dxdyJ "

=+ Ids(]i) F.
"S OX
Saamme siis yhteensa

= . ~ 0 2~ 0 —
JF :jsjds[—ua—y+ ,&]F

Stokesin teoreema seuraa tasta (tdssa yksinkertaisessa
tapauksessa), kun toteamme etta

KxV = kx[li+ JQHZQJ

oXx ~oy oz
]k ]
=0 0 1 =]a——i‘3.
X
ERR ~
oXx oy oz

Saamme nimittain



= de(kxv)-Fzﬂ(@g)xv-ﬁ
S =dS

jossa pinta-alkiovektorin dS suunta (:IZ ) maadraytyy
reunakayrdn suunnistuksesta.

Y leistetddn nyt tarkastelu. Oletetaan, ettd C on mielivaltainen
sulkeutuva kéyra — ei siis valttamaétta tasokédyra — ja S sen
jostakin kayrasta pinnasta rajaama osa. Jaetaan pinta alkioihin,
jotka ovat niin pienié, ettd niita voi pitaa tasopintoina (raja-
arvomielessd). Lasketaan F :n
viivaintegraali kunkin pienen alueen
reunaa pitkin. Kahden vierekkaisen
alkioalueen yhteisella rajakayralla
integraalit ovat yhta suuret, mutta ne
ovat vastakkaismerkkiset, koska
Kiertosuunnat ovat vastakkaiset. Jos
siis lasketaan yhteen kaikkien
pikkualueiden reunojen yli otetut
viivaintegraali, jaljelle j4& vain koko
alueen reunakayréan yli otettu viivaintegraali (ks. kuva). Siis

gSF dr+<ﬁ|: dF +.. gﬁﬁ-dr.
C

C;

Sovelletaan kuhunkin alkioon edella saatua tulosta (i=1,2,...)

@ﬁ.dr=”d§.(wﬁ),
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joten

O oy
'I'Il
w

e
=[[ds-

S

(V><F)+jjds (VxF)+..

Pienten alueiden yli otettujen pintaintegraalien summa on tietenkin sama }

Oon
'I'Il
ql
Il

° S
'I'Il

S A

j s-(vXF)+Hds-(vx|f)+...

jjds (VxF).

S
Huomaa, ettd sama reunakadyré C voi rajoittaa monia eri pintoja
S. Kaikilla ndiden pintojen yli otetuilla integraaleilla
” dS-(VxF) on Stokesin teoreeman mukaan sama arvo,

<j>|f-dr.
C

Esimerkki: Olkoon F =zi + x] + yk ja pinta S on
yksikkdpallon x* + y? +z* =1 ylapuolikas (z > 0).
Alueen reunakayrd C on xy-tasossa oleva
yksikkdympyréa. Osoitetaan, ettd Stokesin ”Y

teoreema pétee, laskemalla pintaintegraali etta v c
ké&yraintegraali erikseen.

=%

Ensin pintaintegraali. Suunnistetaan pinta niin, etta
yksikkénormaali on paikkavektorin suuntainen yksikkovektori
(paikkavektori on kohtisuorassa pallon pintaa vastaan)



Koska

Saamme

Huomataan, ettd intergoimisalue on symmetrinen origon suhteen
ja integrandin osa x + y on pariton funktio, joten integraalista
vain z-osa voi antaa nollasta poikkeavan tuloksen. Lasketaan se
pallokoordinaatteja kdyttéen

S

j dSz= f d@sing
6=0 ¢
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X+ yj + K

X+ y?+72°

=1
pallon pinnalla

=X+ Y]+ K.

=

= |-

[[ds-(vxF)=[[ds - (VxF)
= [[ds(xi + yi +2K)- (i + ] +K)

:”dS(x+ Y+ 2).

(huom. r =1):
7zl2 2

d¢(L-cosd)
0 —

—7
l2 1
—or d@Sin9C089=27Z'-—|:Sin29:|
6=0 2

=T7.
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Sitten kayraintegraali. Reunakayra on xy-tasossa, joten kayréalla
dF =dx i +dy].
Niinpa
G F -dr =¢p(zi +xj + yK) - (dx 1 +dy])
c c

:(f(:_z6 dx+Xdy)=<£>Xdy g 41

:+1d — —1d - — -1 ,
_Ily(+\/1 y )++j1 y(—y1-y?) /SKX
+1 ; -

=2fdy\/1— y? :2.% X= -\ -y?
-1

=7T.

Huomaa, ettd pinnan suunnistus vastaa sita, ettd reunakayraa
Kierretddn xy-tasossa vastapdivaan. Tama on huomioitu ylla y-
integrointien integroimissuunnissa.

Tulos on sama kuin integraali Hd§ -(VxF), joten Stokesin
S

teoreema toimii.

Huom. Jos haluat varmistaa itsellesi y-integroinnin tuloksen, voit
tehdé& sen vaikka napakoordinaattien avulla (r =1,y =cosé):
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| = Tdy\/l— y* = 'T(—sin 6do)sing
-1 V4

=dy _ ll_yz

=[cosOsin ]’

T
J

}d@cosze

- @d:?j[desinz 9] =-[6], -1

=7 —|
eli

*k*k

Greenin teoreema

Kun todistimme Stokesin teoreemaa, oletimme aluksi, etta
reunakadyra C on xy-tason tasokayra, jolloin saimme (ks. s. 93)

= c0 20 | =
?F-dr:gds{—la—y+15]F.

Silloin emme olettaneet pinnasta S mitaan, se oli jokin
kolmiulotteisessa avaruudessa oleva pinta. Oletetaan nyt, etta
pinta on tasopinta eli kdyrén C rajoittama alue xy-tasossa. Silloin
F=Fi+F,]jaF-dr =Fdx+F,dy, joten Stokesin lause saa
muodon

§(F.ax Fydy) = ﬁ(%— i ]ds.

C

Tama on Greenin teoreema.
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Vektorikentan konservatiivisuus ja pyorteettomyys

Tarkastellaan seuraavaa joukkoa vektorikentan F
ominaisuuksia.

(a) Kenttd F on pyorteetdn, jos
VxF =0.

(b) Stokesin teoreeman perusteella paattelemme, etté
pyorteettdman kentén kayraintegraali suljetun kayréan yli on
nolla:

gﬁﬁ-drzjjds?-wﬁzo
C S

(c) Tasta puolestaan seuraa konservatiivisia kenttia koskeva tuttu
tulos, ettd konservatiivisen kentan kayréintegraali kahden
pisteen valilla on sama kaikkia reitteja pitkin. (ks. s. 17)

(d) Edelleen pitaa paikkansa, ettd F -dF voidaan esittaa
skalaarifunktion differentiaalina. Jos nimittdin maaritell&én
skalaarifunktio ¢(Xx, Yy, z) seuraavasti,

(x,y,2)
¢(X1 y1 Z) = J‘ If : dr,

0

voimme Kirjoittaa F -dr = d¢, silla silloin

(x,y,2) (x,y,2)
[ do=[¢] =4(xy.2)-4(0)=4(xy.2)

o

(e) Tastd puolestaan seuraa, ettd F voidaan esittad gradienttina
skalaarifunktiosta. Nimittain
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d¢:%dx+%dy+%dz
OX oy 0z

=V¢-dF.

Toisaalta oli F-dr =dg, joten F = V¢. Téllaista vektorikenttaa
sanotaan konservatiiviseksi.

Jos kentdlla F on ominaisuus (€), silla on myds ominaisuus (a),
silla konservatiivinen kenttd on valttamatta pyorteeton:

A A ~

I ]k
VxF=VxV¢=|0, o, 0,|=0
o9 0, 0,0

derivointijarjestyksen vaihdannaisuuden perusteella.

Ominaisuudet (a),...,(e) seuraavat toinen toisistaan eli jos
oletamme vektorikentallda olevan mika tahansa naista
ominaisuuksista, silla on ne kaikki.

Huom. Ylldolevat tulokset patevét sill4 oletuksella, etta alue,
jossa tarkastelut suoritetaan, on yhtendinen. Alue on (yhdesti)
yhtendinen, jos mika tahansa alueen suljettu kéyré voidaan
kutistaa jatkuvin muodonmuutoksin pisteeksi. Esimerkiksi
tasoalueen keskell& oleva reika tekee alueesta epayhtenaisen:
reikaa kiertavaa suljettua kayraa ei voi kutistaa pisteeksi, koska
reiké j&a aina kayran sisélle. Samoin on tooruksen eli rinkelin
muotinen alue epayhtendinen.Onton pallon kuori on sen sijaan
yhtenéinen.
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Lahteetdn kentta ja vektoripotentiaali

Ilman johtoa toteamme seuraavat vektorikentén yhtépitavét
ominaisuudet jossakin alueessa G:

(a) Vektorikentan vuo kaikkien redusoituvien (jatkuvalla
muutoksella pisteeksi kutistuvien) umpinaisten pintojen haviéa:

<ﬁ'>|f.d§=o.
S

(b) Vektorikentén divergessi haviaa kaikkialla G:ssa:

—

V-F=0.
Tallaisen kentan sanotaan olevan lahteeton.

(c) Vektorikentalld on vektoripotentiaali A siten, ettd

F=VxA



