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Kurssin tavoitteet

Kurssilla kasitellaan paikka-avaruudessa maariteltyjen
funktioiden eli kenttien differentiaali- ja integraalilaskentaan,
keskittyen vektoriarvoisiin kenttiin. Esimerkkeja fysiikassa
kaytetyista vektorikentista ovat sahkokenttd, gravitaatiokentta
ja virtaavan nesteen nopeuskentta.

Opittavilla menetelmilla selvitaan fysiikan aineopintokursseilla
ja useimmilla syventavilla kursseilla. Asioita ei kasitella
matemaatikon pedanttisuudella (vrt. matematiikan
aineopintokurssit) vaan fyysikon pragmaattisempaa otetta
soveltaen. Jotkut kurssilla kdsiteltavista asioista kdydaan
perusteellisemmin lapi elektrodynamiikan erikoiskurssilla.

Adamsin kirja on luennoitsijalle uusi tuttavuus, josta voi
aiheutua joitain merkinnallisia konflikteja ja my0s eroja
asioiden esittamisjarjestyksessa. Itse asia tietenkin pysyy
samana.



1. Kertausta
A10.2&10.3

Jos vektorin A alkupii on origossa, sen loppupiin
koordinaatit A, A, A, kertovat vektorista kaiken. Voidaan siis

samaistaa AE(AA,AWAZ).

Koordinaattiakseleiden suuntaisten
yksikkovektoreiden i, j,k avulla vektori A L2
voidaan esittaa muodossa

A=Ai+AJ+Ak

Kahden vektorin summa on

A+B=(A +B A +B, A +B)
= (A +B,)i +(A +B)]j+(A +B)k

Vektoreiden pistetulo eli skalaaritulo maaritellaan
A-B=AB,+AB,+AB,.

Vektorin pituus on

‘A‘z\/ﬂ-,&:\/ﬂ&2+Ay2+Af.

Jos vektoreiden A ja B vilinen kulma on 6, on
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—

A-E:‘AHlﬂcosH.

Jos vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, niiden
pistetulo havidaeli A-B=0.

Vektoreiden ristitulo Ax B on vektori, jolle pitee

i) (AxB)-A=0ja(AxB)-B=0 eliseon
kohtisuorassa molempia osiaan vastaan,

ii) ‘Ax E?‘z‘,&“ﬁ‘sin@.

iii) Vektorit A, B ja Ax B muodostavat
oikeakatisen systeemin.

Ristitulo voidaan esittia determinanttina:

~
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k
B, B,

BZ BX
= (AB,—AB,)i +(AB,~AB,)j+(AB,—AB )k

—

Tasti ndkee, ettd Ax B=-BxA,
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Origosta pisteeseen P =(X,Y,2) piirrettya vektoria sanotaan
paikkavektoriksi ¥. Komponenttimuodossa se on

F=Xi+Yyj+zk.

Paikkavektorin pituus on |F| = \/xz +y2+7°.

Avaruuden piste voidaan esittdad myos muiden kuin
suorakulmaisten koordinaattien x, y, z avulla.
Sylinterikoordinaatistossa koordinaatteina ovat r (sylinterin
sade, merkitdan joskus p), ¢ (napakulma) ja z:

X =TrC0S¢, z

y =rsing, r
7=1. \P

(r=yx+y*)

X ’ 'SP
Pallokoordinaatistossa koordinaatteina ovat r (pisteen etdisyys
origosta), ¢ (atsimuuttikulma) ja 6 (polaarikulma):
X =rsinécosg,
y =rsingsing, z -
Z=rcosé.
(r=+x2+y%+72%) >y | s
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2. Vektorin derivaatta
A11.1

Vektorin derivoiminen ajan suhteen on mekaniikasta tuttu
asia. Vektori voi olla esimerkiksi nopeusvektori V(t),

V(t) = v, (OF +v, () ] +V, (k.

Nopeus on yhden muuttujan (aika) vektoriarvoinen (kolme
komponenttia) funktio. Huomaa, ettd karteesisen

koordinaatiston kantavektorit i, ] k eivat riipu ajasta, ne ovat
aina samaan suuntaan osoittavia vakiovektoreita. Ainoastaan
vektorin komponentit ovat ajasta riippuvia. Vektorin V(t)

derivaatta on siten

v ~ dv () - .
dv(t) _dv,(t) - , () L dv, () ;
=V, (O +V', () ]+ V', (D).
Tama on hiukkasen kiihtyvyys, d(t) = V'(t). Koska yleensa
% # V., kithtyvyys &(t) ei tavallisesti ole nopeuden V(t)

suuntainen eika pituinen.

Nopeus V(t) puolestaan saadaan derivoimalla liikkuvan
kappaleen ajasta riippuva paikkavektori 7 (t):



= X'()F +y'(t)] +z' (D)K.

Toinen esimerkki. Sahkostatiikassa sahkokentta

E(F) = E(x,V,z) on vektorimuuttujasta (paikasta) riippuva
vektoriarvoinen funktio (vektorikenttd, kolme lukua). Siihen
liittyva sahkoinen potentiaali V (F) =V (X, Y, z) on puolestaan
vektorimuuttujasta riippuva skalaarifunktio (skalaarikentta,
yksi luku). Sahkoopista tiedamme, ettd sahkokentta saadaan
potentiaalista seuraavalla tavalla derivoimalla:

oV(xy,2)s 0V(XY.2) Je_c’?V(x,y,Z)lg
OX oy oz '

Tassa derivaatat ovat osittaisderivaattoja (d:n sijasta kaytetaan
O:ta eli "doota”), joissa derivointi kohdistuu vain yhteen
funktion useasta muuttujasta. Dynaamisessa tapauksessa
sahkokentta riippuu paikan lisaksi ajasta eli se on neljan
muuttujan funktio, E(X, Yy, Z,1). Yhden pistevarauksen
tapauksessa potentiaali riippuu symmetrian takia vain yhdesta
muuttujasta, paikkavektorin pituudesta |F| =r.

E(x,y,z)=—

Tavalliset summan ja tulon derivoimissadnnot patevat
vektoreille:



d dad dv
L) =

—U+V)=—+—,

dt( ) dt dt

d, . dc_ dU
—(ct)=—U+c—,

dt dt dt

d,. . dd _ _ dv
—({U-V)=— -V+U-—,
dt dt dt
d,. . di _ _ dv
— (U xV)=—xV+lUx—
dt dt dt

Ristitulon derivoinnissa pitida kuitenkin vektoreiden U ja Vv

keskindinen jarjestys sailyttaa, koska ristitulo vaihtaa
merkkidan kertomisjarjestyksen vaihtuessa.

3. Parametrisoitu kdyra ja kayraintegraali
AB82&104

3.1. Kayran parametrisointi

Olkoon C kolmiavaruuden vektori, jonka komponentit
riippuvat parametrista ¢,

c(t) =c, ()i +c,(t) ] +c, (k.

Parametri t ei ole valttamatta aika tai mikdan muukaan
fysikaalinen suure vaan jokin reaaliluku. Oletetaan, etta
komponentit ¢, (t) ovat jatkuvia, kun ¢ saa

arvoja R1:n jollakin valilla [a,b]. Kun t:n

annetaan vaihdella talla valilla, vektorin C(t) C (k)
karki piirtaa R3-avaruuteen kdyrdn. Kayran /
pisteiden koordinaatit ovat

)

/ 2(a)
J




(%,,2) = (,(t).c,®),c,(t), a<t<b.

Tata sanotaan kyseisen kdyran parametriesitykseksi. Sama
kayra voidaan esittda muutenkin, esimerkiksi antamalla
koordinaatteja toisiinsa sitovat yhtalot, tai se voi olla vaikka
kahden annetun pinnan leikkaus.

Parametriesityksessa kayraan liitetaan suunta: voidaan sanoa,
ettd kdyran alkupiste on C(a) ja loppupiste €(b). Kayran
sanotaan olevan suunnistettu.

Kayra on umpinainen, jos sen alkupiste ja loppupiste ovat
samat: C(a) =C(b). Voi olla, etta tilloin sama lenkki on voitu

kiertdd moneen kertaan ympari parametrin kaydessa lapi
arvoalueensa.

kKK

Esimerkki: Tutki (x,y)-tason kayraa
C(t)=2costi +2sintj, 0<t<3z/2.

Alkupiste on ¢(0) =2cos0i +2sin0j =21 eli piste (2,0).
Loppupiste on €(37/2) =2cos(37/2) i +2sin(3z/2)j=-2] eli
piste (0,-2). Koska

X* +y° =4cos’t +4sin’t = 4,

kayran pisteet ovat ympyran

t.! ¢
kaarella, jonka sdde on 4. Kdyra iz g st
muodostaa kolme neljasosaa (252}
ympyran kehasta. 4=T 7

Parametrilla ¢t on tassa
geometrinen merkitys: se on

dh
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kulma, jonka verran vektori C(t) on kdantynyt alkuasemastaan
c(0).

Ratkaisemalla y saadaan Yy = ++/4 — x*. Kdyra saadaan siis my®és
yhdistamalla kahden funktion y =v4—-x* (-2<x<2)ja
y=—4-x° (-2<x<0) kuvaajat.

Esimerkki: Yksikkoympyrian yhtild on x* +y® =1. On
lukemattomia eri tapoja esittaa tama kayra
parametrimuodossa. Tassa muutamia:

Xx=cost, y=sint (0<t<2x),
x =sin(a®), y=cos(a’) (0<a<+27),
x=1-12, y=tJ2-t> (—/2<t<+2).

Esimerkiksi viimeisessa tapauksessa
X+ Y2 =(1-t°) +(tV2-t?)? =1-2t" +t* + 2t* —t* =1.

Piste (x,y) liikkuu arvosta (-1,0) pisteeseen (0,-1) ja siita
edelleen pisteeseen (1,0), kun ¢ muuttuu arvosta —/2 arvon -1
kautta arvoon 0. Kun t muuttuu arvosta 0 arvon 1 kautta

arvoon /2 , piste (x,y) liikkuu (0,1):n kautta takaisin arvoon
(-1,0).

k%%

Kun kdyran parametriesityksesta eliminoidaan parametri,
saadaan kayran karteesinen yhtdlé. Edellisissa esimerkeissa
parametri t eliminoitui, kun laskettiin komponenttien neliot
yhteen. Yleisesti eliminointi voidaan tehda niin, etta
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esimerkiksi x:n parametriesityksestad ratkaistaan t x:n
funktiona ja sijoitetaan se y:n parametriesitykseen. Tuloksena
on yhtalo, joka sitoo x:n ja y:n toisiinsa, eli karteesinen yhtalo.

)%k

Esimerkki: Kayran parametriesitys on
X=t+3, y=t"-t+2 (-o<t<o)
Mista kayrasta on kyse?

Ensimmaisesta yhtalosta saadaan t = x — 3. Sijoitetaan tama
jalkimmaiseen yhtdloon: y = (x—3)° —(x=3)+2=x* - 7x+14.
Tama on kdayran karteesinen yhtilo, ylos aukeavan paraabelin
yhtdlo (pohja pisteessa (7/2,7/4)).

*3kk

Suoran esittdminen parametrimuodossa: Oletetaan, etta suora
kulkee pisteen P, =(X,,Y,,2,) (paikkavektori f}) kautta ja on

yhdensuuntainen vektorin V =v,i +v, j+V,k kanssa. Silloin

suoran mielivaltaisen pisteen P =(X, Y, z) paikkavektori r
saadaan lisdamalla vektoriin rj vektori V

sopivalla reaaliluvulla t kerrottuna (ks. kuva).
Nain saadaan suoralle parametriesitys

r=n+tv (-oo<t<oo)

—

eli komponenttimuodossa /

X=X, +1V,, Y=Y, +1lv, Z=2,+1v,. X
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Ratkaisemalla kustakin yhtalosta t, saadaan suoralle
karteesinen esitys

3.2. Kayran pituus

Jos siirrymme tasossa pisteesta (x,y) pisteeseen

A%
(x+dx, y+dy), kuljemme (Pythagoraan lauseen
mukaan ) matkan ds = \/(dx)? + (dy)?. Jos g j"*"{"ﬂ* ‘)
kuljemme funktion y(x) kuvaajaa pitkin, on [
dy=(dy/dx)dx = y’(x)dx. Jos lahdemme pisteesta (gy) d*
(., Y(x)) ja pdddymme pisteeseen (X,, y(X,)), on Y %

kulkemamme kokonaismatka

S = j ds = j J(dx)? + (dy)? = j 1+(%j dx = j:\/1+(y'(x))2 dx.

Tdaman mallin mukaan on helppo kirjoittaa parametrisoidun
kayran pituus (a<t<b):

5= ds=[ J(0)? +(ay)* + (d2)* = [ X (O +y'(©)F + 2(1)" dt

_b|dr
_J‘aa

silla esimerkiksi dx(t) = %dt = x'(t)dt.

dt,

)%k
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Esimerkki: Lasketaan ruuviviivan

A
X = acost, z

L~

y = asint,
Z =Dt

kayranpituus yhta kierrosta (0<t<2x) ’)
kohti. < T Y

[

e

A

=]

Ylla olevaa kaavaa soveltaen saadaan

[ +y'F + 207 dt = " \(-asint)? + (acost)? +b? dt
= ["Va® +bidt
=2z\a’ +b’.

)%k

3.3. Viivaintegraali
A 153

Kayran pituuden laskeminen on yksi esimerkKki viiva-
integraalista. Sita yleisempi tilanne on funktion viivaintegraali.
Jos funktiona on skalaarikentta f(x,y,z), tehtavana on laskea

[ f(xy.2)ds = jb f(F (1) % dt,

missa C on jokin parametrisoitu kayra. Integraalin arvo ei
riipu siitd, miten kdyra on parametrisoitu.

)%k
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Esimerkki: (A, s. 876) Lasketaan viivaintegraali
| = J.C (x* + y*)ds, kun kdyra C on suora viiva origosta
pisteeseen (2,1).
Parametrisoidaan C seuraavasti: x=2t, y=t, 0<t<],
toisin sanoen

rit)=2ti+tj, 0<t<l.
Silloin

ds = dr
dt

dt =|27 + J|dt = /5.

Integraalista saadaan

(Y2 42 _ 1o _5\/g
| = | (4t +t*)J5 dt =55 t dt ==~

Jos T*(U) (a<u<p) onjokintoinen C:n parametrisaatio,
on

[t du.

% dt = [ £ (F*(u)

ar~*
du




