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VEKTORIANALYYSI

Luento 2

Vektorikentin kiyriintegraali

Al15.4

Voiman tekema tyo on matka (d) kertaa voiman (F) projektio
litkkkeen suunnassa, yksinkertaisimmillaan W = Fd . Jos liike
tapahtuu kdyraa C pitkin ja voima riippuu paikasta,
F(F)=F(x,y,z), tiytyy integroida:

W = deW = jcﬁ-d? = jC(Fxh F, ]+ F.k)-(dxi +dyj +dzk)

= jc (Fdx+ F,dy+ F,dz).

ny

¢ ds T

dW = -I;(FJ--F‘J.S = Fery. 47
-A[-: Li\ﬁran '\umjeu\\{h Suugi—w ne
\/\-s;Ll«'éveLL\sru' plS'|. .

Tama on esimerkki vektorikentdn viivaintegraalista. Tdssa
integroinnissa parametrina on matka s ja kdyrand r , kdyrdan C
pisteiden paikkavektori.

Olkoon F(F) yleisemmin jokin vektorikentté ja 7 jonkin kédyrdn
C pisteiden paikkavektori. Integraalia

jci-df

kutsutaan vekrorin F kéyrdintegraaliksi yli kayran C. [Ei1 ole
paras mahdollinen nimitys, silld oikeastaan tdssd lasketaan

vektorin F kayran C tangentin suuntaisen komponentin
F,. = F cos@ kiyrdintegraali, ICF“ -dr = IC F.dr . Perimmaéltiin

siis tdssdkin on kyse skalaarikentdn kayraintegraalista. ]
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Kun kéyrd C esitetddn parametrimuodossa eli ¥ =7(¢), on
integraali saatettava sellaiseen muotoon, jossa integroiminen
tapahtuu parametrin ¢ suhteen jonkin vilin a <t <b yli.
Kéytetddn ketjusddntod, esim.

dxzﬂdt,
dt
jolloin saadaan
- b — dr
F(r)-dr =| F(r)-—dt
J F@)-di=[ F()-—

_ f{a(x(r),y(n,za»%+Fy (030200

+F (x(2), y(t), z(1)) %} dt.

Lyhyemmin kirjoitettuna:

jﬁ(f)-df:jb Fx@w‘ Q+FZ% dt.
c a dt 7 dt dt

%k %k %

Esimerkki: Lasketaan vektorikentan
F(x,y,2)=xi + y}'+zl€

kayraintegraali yli kiyran
r(t) = (x(t), y(t),z(t)) = (sint,cost,t), 0<r<2rx.

Sovelletaan dskeistd kaavaa. Koska x'(f) = cost, y'(#) = —sint ja
z(t) =1, saadaan
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[ F)-dr :jjﬁ-‘;—’;dz

e A n A . oA
=J.0 [smtz+cost]+tk][costl—s1nt]+k}

2r , . 27 1 227
=I (smtcost—smtcost+t)dt:I tdt =—1|;
0 0 2
=27,
3.3 Kiyriintegraali ja vektorikentin konservatiivisuus
Tarkastellaan vektorikentdn kdyrdintegraalia pitkin A15.28154

suljettua kdyrdd C eli integroinnin alku- ja loppupiste ovat
samat, r(a) =r(b). Merkitdan titi integraalia

b . F(F)-dr.

On helppo uskoa, ettéd integraali voi olla nolla, jos vaan kdyra
sattuu olemaan sopivanlainen. On kuitenkin olemassa sellaisia
vektorikenttid, joille taima integraali on nolla kaikille suljetuille
kayrille,

p . F(F)-dF =0 kaikille suljetuille C

Niitd sanotaan konservatiivisiksi kentiksi. Mekaniikasta ovat
tuttuja konservatiiviset voimat; ne ovat konservatiivisia
vektorikenttia.

On helppo ndhdi, ettd konservatiivisen kentdn
kayrédintegraali kahden pisteen vililldi on reitistd
riippumaton. Olkoon C; ja C: kaksi eri kidyrdd P
pisteestd Py pisteeseen P. Ne voidaan yhdistaa C
suljetuksi kayrdksi C, jossa ensin menndin Py
pisteeseen P kidyrdd C; pitkin ja palataan takaisin
kayraa C; vairaan suuntaan eli kayrad —C,. Silloin P
(huomaa, ettd reiteilld C; ja -C; kdyradifferentiaalilla —° ~Zg&

)]
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dr on vastakkainen merkki, koska ne osoittavat vastakkaiseen
suuntaan)

joten

Konservatiivinen vektorikenttd F () voidaan aina esitti4 jonkin
skalaarikentdn ¢(r) avulla seuraavasti:

5¢(’”) L 99(7) G+ op(r)
Oy 0z

:F _ =F
X _Fy Z

F(F)=

Tama on konservatiivisen kentan maaritelma. Kaava voidaan

kirjoittaa lyhyemmin médrittelemalld derivointioperaattori V eli
nabla:

Silloin F =V ¢. Nabla hyvin tulee tutuksi jatkossa. [Huom.
Fysukassa usein valitaan potentiaalin etumerkki niin, etta
= —V¢ mutta se on ihan sama.]

Integrandi saadaan skalaarikentdn avulla muotoon
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F-di = 8¢{+8¢},+8¢]€ -(dxf+dy}'+dzl€)
ox Oy 0z

¢dx+ ¢dy+—¢dz dg.
8x Oy 07
Jos reitilld C on parametriesitys r(¢) (a <t <b), on
kayraintegraali

d¢(r ®)

[ Fdi=[ dp@ @)= [ D = g7 (b)) - 47 (a).

eli kdyrédintegraalin arvon maardavat potentiaalifunktion arvot
kayran paitepisteissd. Kun kdyra on suljettu, r(a) =r(b) ja
kdyrédintegraali hdviaa.

Seuraavat kolme ehtoa ovat yhtépitdvia eli seuraavat toinen
toisistaan (ks. Adams puutuvien todistusten osalta):

(1) F on konservatiivinen eli on muotoa F = V.

(i1) b F(F)-drF =0 kaikille suljetuille kiyrille C.

(111) Kéyraintegraali pisteestd Py pisteeseen P el riipu
kayrasta, jota pitkin integrointi suoritetaan eli

r(P) 1
_[ F-dr 5 ei riipu kayrasta C.

F(R)

dokok

Esimerkki: Tarkastellaan vektorikenttad
F = (F,F,,F.)=(x+y,x+2,y).

Onko kentta konservatiivinen? Mika on kentén kdyrdintegraali

Icﬁ -dr origosta (0,0,0) pisteeseen (0,1,1)?

Yksi tapa osoittaa kenttd konservatiiviseksi on etsid sellainen
skalaarifunktio ¢, josta se saadaan nablaamalla eli F = ?¢.
Hetken pohtimisella nidkee, ettd sellainen on
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2

¢(x,y,Z):%x + Xy + yzZ.

Esimerkiksi 0¢/0x = x + y = F_. Kenttd on siis konservatiivinen.

Kéyriintegraalin arvoksi saadaan
jc F -dF = ¢(0,1,1)— ¢(0,0,0)
=(4(0)* +0-1+1-1)(£(0)* +0-0+0-0) = 1.
ek k
Esimerkki: Laske integraali ﬁ c F -dr , kun C on ympyri

x>+ y* =1 kierrettyni vastapiiviin alku- ja loppupisteeni (1,0)

ja F on vektorikentti

F=(F,F)=(- : .
(x y) ( x2+y2 x2+y2

Onko kentta konservatiivinen?

9
Laskua yksinkertaistava huomio: koska
integroimiskdyrilld x> + y* =1, on kentti 3/ Sind
~ 8 |
silli F' =(—y,x). Parametrisoidaan kayra ==

kiertokulman avulla:
r(0)=(cosf,sinfh), 0 <O <2x. Silloin
F =(—sin®,cos0) ja kiyriintegraaliksi
saadaan

ﬁc F-di = jz”ﬁ-f'(e)de :j:”(—sine,cose).(—sine,cose)de

0
_ 2r 2 2 . 2z
—L (sin” @ +cos H)dﬁ—fo do

=27.
Koska tdma integraali yli suljetun kdyrén ei hivia, kentta ei ole
konservatiivinen.

dkokook
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Pyorteettomyysehto. Riittdva ja valttimiton ehto vektorikentin
F=F (x,y,z) konservatiivisuudelle ja siten skalaaripotentiaalin
olemassaololle on my0s seuraava:

oF, OF, OF, ¢oF, 0F, OF,
oy ox oz oy ox o7

Tama ehto voidaan kirjoittaa edelld annetun V -operaattorin
avulla yksinkertaisesti

9

VxF(x,y,2)=0,

silld Vx F(x,y,z) tarkoittaa vektoria

_ oF ). ~ [ OF .
VxF(x,y,2) = oF % i+(ai—@jj+ o 9 k.
oy 0z 0z Ox ox Oy

Vektorikenttdd F, jolle Vx F(x,y,z) =0, sanotaan

pyorteettomaksi (asiaan palataan myohemmin).
Kaksiulotteisessa tapauksessa pyorteettomyysehto on

oF, _OF,

dy ox

dokook

Esimerkki: Edelld olleessa tehtdavassa kysyttiin, onko kentta
F= (F.,F,,F,)=(x+y,x+z,y) konservatiivinen.

Y1la annetut ehdot toteutuvat,

X

ox 0z

oF, _OF, _ OF _OF _, OF _OF

oy ox = 0z Oy

joten kenttd on konservatiivinen.

b 2

kokok
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Esimerkki: Fysiikassa potentiaalia merkitdan usein kirjaimella U
ja konservatiivinen voima F esitetidan muodossa

oU. oU , 0U -

F=-VU=—""{1{-——j-——k.
ox Oy 07
Yhdessa ulottuvuudessa jousivoiman potentiaali(energia) on
U(x)=1kx*, josta jousivoimaksi saadaan F = —(Z—Uf = —kxi.
X

Hokok



