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VEKTORIANALYYSI

Luento 4

4. Derivointi useammassa ulottuvuudessa

Osittaisderivaatta. Kerrataan aluksi osittaisderivaatan
késite. Funktio f = f ()= f(X,y,z) on kolmen muuttujan
funktio, jonka arvo yleensd muuttuu, kun mika tahansa
muuttujista muuttuu. Osittaisderivaatta kuvaa sitd, miten
yhden muuttujan muuttaminen vaikuttaa funktioon, kun
muut muuttujat pysyvat muuttumattomina:

oA _fim tX+hy,2) - f(x,y,2)1

& h—0 h
izlim f(x,y+h,z)- f(x,y,z)1
ay h—0 h
oA _imfyz+h) - fxy,z)
0z h—0 h

Néille kaytetdan usein merkintéé

LI NP B
OX oy 0z

(Adamsin merkint& of /ox = f, jne. on sikali huono, ettd sen
saattaa sekoittaa vektorin komponenttiin.)

***

Esimerkki: Lasketaan skalaarikentan
f(x,y,z)=xy* +x*y+vy*
osittaisderivaatat.

0, f =3x*y* +4x’y, 0, f =2x°y+x"+4y’, 0,f =0.

Al123
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***k

Esimerkki: Ketjusaantd patee myaos osittaisderivointiin.
Olkoon f = f(g(x,Yy)), missa

f(g)=sing ja g(x,y)=x’y. Toisin sanoen, f =sin(x’y).
Osittaisderivaatat ovat

o,f(gxy) == d(g) B0YY) _ (cos g)(2xy) = 2xy cos(x2y),

g OX
2, 1000y =55 DL = (c0sg)(x°) = x* cost’y),
Gradientti Vf A16.1

Skalaarikentélle f = f(x,y,z) voidaan maaritell4
“derivaatta”, joka kuvaa sen muuttumista, kun piste (x,y,z)

muuttuu. Tata kutsutaan gradientiksi ja maaritelldéan

of -~ of

of ~ A
VIi(x,y,z2)=—I + +—K.
(%) OX aJ 0z

Gradientti Vf on siis vektori, jonka komponentteina ovat
funktion f osittaisderivaatat eli Vf =(0,f,0,f,0,f).

SymboliV eli nabla tarkoittaa derivaattaoperaattoria

Joskus gradientista kaytetdan myos merkintdad Vf =gradf.
Jotkut lisddvat nablan paalle nuolen, ettei sen vektoriluonne
unohtuisi, siis Vf .
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Kaksiulotteisessa tapauksessa ((X, y)-taso) gradientti on

*k*k

Esimerkki: Funktion f (X, y,z) = xy + z gradientti on

Vi =i(xy+ z)iA+£(xy+ z)]+i(xy+ 2)k
OX oy 0z
= yi +xj +k.

*k*k

Gradientti Vf on vektori. Mika merkitys sen suunnalla on?
Origosta l&dhteva puolisuora S méaérittaa
jonkin (x,y,z) -avaruuden suunnan.

Olkoon dF = dx i +dy]+dzk tihan
suuntaan osoittava paikkavektorin muutos.
Silloin

— af" 8f 2 (3f ~ o 2 -~
Vf-dr=£8X|+ j+asz~(dXI+dyj+de)
:ﬂdx+idy+ﬂdz

OX oy 0z
= df

= f :n kokonaisdifferentiaali.

Tama tulos eli
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df =Vf.dr -

kertoo, ettd funktio f kasvaa nopeiten
gradienttinsa suunnassa. Silloin nimittain 6

vt - dF = |Vf||dF|cos6 = |V ||dF].

Kun piste 7 =(x,Y,z) liikkuu
avaruudessa niin, etta sen muutos dr
on aina kohtisuorassa gradienttia Vf
vastaan, funktion f arvo ei muutu eli
df =0. Piste piirtda avaruuteen
pinnan, jossa f(Xx,y,z)= vakio, niin
sanotun tasa-arvopinnan (kaksiulotteisessa tapauksessa
tasa-arvokayrén). Gradientti Vf on tasa-arvopinnan
normaali, joten normaalin suuntainen yksikkdvektori A on

vf

i=e
Vi

Matemaattinen valisoitto:

Yhden muuttujan funktiota f (x) sanotaan
differentioituvaksi pisteessa x, jos on olemassa luku f '(x)
ja funktio g(dx) siten, etté

f(x+dx)— f(x)=f'(x)dx+ g(dx),
missé g(dx)/dx — 0, kun dx — 0.

Useamman muuttujan funktion f = f(x,y,z) tapauksessa f
on differentioituva pisteessa r, jos osittaisderivaatat
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o.f,0,f,0,f ovatolemassa ja on olemassa funktio
g(dr) siten, ettd
f(r+dr)— f(r)=Vf(r) -dr + g(dr),
missa g(dr)/|dF| — 0, kundF — 0.

Esimerkki (Adamsista): Lasketaan funktion
f(x,y)=x*+y* gradientti pisteessa (1,2).

~0 =20
VE(X,Y) =] 1 —+ |— |[(X* + V2
(X, y) (ax Jayj( y?)
:\(9 2 2 '.‘a 2 2
=1 —(2+y)+ | —(X* +
ax( y°) Jay( y®)
= 2Xi +2Vj,
joten Vf (1,2) = 2i +4]. Pisteessa (1,2) f(1,2) =5, joten

vektori Vf (1,2) = 2i +4] on funktion f tasa-arvokayran

f (x,y) =5 normaali pisteessa (1,2). Tasa-arvokayré on J5
-sateinen ympyra.

***k

Esimerkki: R-séteisen pallon yht&lo on

x*+y*+12° =R%
Merkitaan

f(x,y,2)=x+y" +17°
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Taman gradientti on

\%i :g(x2 +y2+ zZ)iA+i(x2 +y2+129)]
OX oy

+i(x2 +y2+22)k
0z
= 2Xi +2y] + 22k
=2r.
Pinnan yksikkonormaali ulospain pisteessa
r on

f

ﬁ:—:

Vil |

|~

I’,‘

=l

eli paikkavektorin suuntainen
yksikkovektori. Pallon pinta on tasa-arvopinta. Siella

f =R? = vakio, ja gradientti Vf on kohtisuorassa pintaa
vastaan.

***k

Tangenttitason yhtélo. Olkoon f (x,y,z) jokin funktio ja

f (x,y,z) =vakio erds sen méarittelema pinta. Olkoon

I =(X Yy, 2,) JOKin piste talla pinnalla. Etsitaén gradienttia
hyvaksi kdyttden tdhan pisteeseen
piirretyn pinnan tangenttitason yhtalo.

Gradientti V£ (X, ¥,,Z,) on pinnan

normaalin suuntainen vektori, joten
kaikki tangenttitasossa olevat vektorit
I — I, ovat kohtisuorassa sita vastaan:

VE (7)-(F~1) =0,
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Tama on tangenttitason yhtald (saadaan laskettua tasta).

***k

Esimerkki: Olkoon f(x,Yy,z)=3xy+ z°. Johdetaan
pisteeseen 1y = (1,1,1) piirretyn tangenttitason yhtald. Pinta
on f(x,y,z)=3-1-1+1* = 4. Gradientti on

Vf (X, Y,2) =3yi +3x] + 22k, joten
VE(R)-(F=T,) = (31 +3]+2K) - ((x=Di +(y-1) ]+ (z - 1)k)
=3(x-1)+3(y-1)+2(z-1)=3x+3y+2z-8.

Tangettitason yhtalo on siten

3X+3y+2z=8.

***k

Suunnattu derivaatta. Joskus on tarpeen tietdd, miten
funktion f(x,y,z) arvot muuttuvat, kun siirrytdén pisteesta

I jonkin tietyn vektorin G suuntaan. Tall6in

A

=dr u,

E

dr

]

<

missa U on U :n suuntainen yksikkdvektori. Merkitaan
dr = du. Funktion kokonaisdifferentiaaliksi pisteessa r
saamme

df =Vf .dr =Vf -(du 0).
Tasta seuraa

ﬂ=G-Vf =cosé |Vf|,
du

jossa @ on gradientin Vf ja vektorin U

Al127

vf

Sa
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vélinen kulma. Tama on funktion f suunnattu derivaatta
suuntaan U,. Suunnattua derivaattaa merkitd&n usein myos

D,f =0-Vf.

Koska cos@ on valilla -1 ... +1, ovat suunnatun derivaatan
arvot valilla —|vf| < D, f <|Vf|. Suunnatulla derivaatalla

on suurin positiivinen arvo gradientin suunnassa ja suurin
negatiivinen arvo vastakkaisessa suunnassa. Kun G L Vf,

suunnattu derivaatta on nolla.

Suunnattu derivaatta koordinaattiakselin suunnassa on sama
kuin osittaisderivaatta, esimerkiksi suunnassa U =i

p.f =i [ Li g )
! ox oy oz OX

*k*k

suunnattu

Esimerkki: Lasketaan funktion f(x,y)= >

~

derivaatta vektorin =1 + j suuntaan pisteessa (1,1).

Ensin pitaa laskea f:n gradientti:

vi=|iZ it oo [ 2 |+ o, [ 22
ox oy 1+y \1+y

. 2 i\+ —4xy ]
1+y? (L+y*)? "

Suunnattu derivaatta on
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i+ ] 2 ~ —4.11 -

D f(11)=—- Vf = : i+

L) [ ¢FIP’&+f a+ffj)
211,

2o 2

Voimme paatella tasta, ettd vektori G on pisteessa (1,1)
funktion tasa-arvopinnan f =1 (funktion arvo pisteessa

(1,1) on 1) suuntainen.

***k

Esimerkki: Lasketaan funktion
f(x,y,z)=xz+y®z* —xyz

suunnattu derivaatta suuntaan u = (-1,0,3). Mihin suuntaan

funktio kasvaa voimakkaimmin ja pienenee
voimakkaimmin pisteessa (1,1,1)?

Lasketaan ensin f:n gradientti:
VE(xY,2) = (10, + jo, +kd,)(X*z + y*z* — xyz)
= (2xz — y2)i + (3Y?2% = x2) | + (X% + 2y37 — xy)k

Suunnattu derivaatta on
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D, f(x,y,2)=

cl|c1

C(-Di+0-j+3-k
JED? 0% +32

[ (2xz-yz)i
+(By*22 —x2) ]+ (x* +2y°2 - xy)k ]

= —%)(ZXZ—yZ)-l—O-(?:yZZ —XZ)+(\/—)(X +2y°z - xy)

—)(3x° +6Y°z —3xy — 2xzZ + yz).

“(i5

On tarkedd muistaa, ettd suunnatun derivaatan lausekkeessa
suuntavektori on yksikkdvektori. Tassa esimerkissa suunta
oli annettu vektorilla U, joka ei ole yksikkdvektori. Se piti
”normittaa” yksikkovektoriksi eli jakaa pituudellaan.

Funktio kasvaa voimakkaimmin gradientin suuntaan ja
pienenee voimakkaimmin tat4 vastakkaiseen suuntaan.
Pisteessi (1,1,1) gradientti on Vf (L,1,1) =1 +2] + 2K eli
funktio kasvaa voimakkaimmin vektorin G =1 + 2] + 2k
suuntaan ja pienenee voimakkaimmin vektorin

V=i —2] -2k suuntaan.

***k
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Tarkastellaan lopuksi suunnatun derivaatan geometrista
merkitystd kuvan avulla. Kuvassa pystyakseli kuvaa
funktion f(x,y) arvoja. Kuvaan on piirretty erds funktion
tasa-arvopinta (vihred). (X, Yy)-tasoon on piirretty suoran
(punainen) muodossa suunta, johon suunnattu derivaatta
halutaan laskea. Tdméan suoran kautta kulkevan pystysuoran
tason ja pinnan leikkaus on em. tasossa oleva kayréa
(keltainen). Funktion f (X, y)suunnattu derivaatta (x,y)-
tason pisteessa A on
vastaavaan kohtaan em.
kayrélle piirretyn tangentin
(sininen) kulmakerroin,

A

Se siis kertoo, miten ”jyrkka”
pinta siind kohtaa on
annettuun suuntaan
edettdessa.




