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VEKTORIANALYYSI

Luento 5

—

Divergenssi V- F

Vektorikentan F(x,y,z) divergenssi maaritellaan

_ oF
v.g-5 Dy R
ox oy

Divergenssista kdytetddn usein my6s merkintaa div,
V-F =divF.

Divergenssi V - F voidaan ymmartaa kahden vektorin
pistetulona,

mutta pitdd muistaa, ettd paitsi vektoriluonteinen olio,V on

my0&s derivaattaoperaattori. Niinpd tavallisten vektoreiden

pistetulon ominaisuus A-B =B- A ei pade tulolle V- F

silla F-V=F, §+ F, 9, ang ei ole divergenssi, koska
X z

siind ei derivoida F :44 vaan jotain perassa tulevaa
funktiota.

Jos vektori on skalaarin f (F) ja vektorin V() tulo, sen
divergenssi on

V- (fV)=(VE)-V+ f(V-V).



32

*k*k

Esimerkki: Paikkavektorin F = xi + yj + zk divergenssi on

V-F=—x+£y+§z:3.
ox oy oz

Huomataan, ettd paikkavektorin divergessi on kaikkialla
sama.

*k*

Esimerkki: Lasketaan vektorin F = x2yi + xzj + xyzk
divergenssi:

V-F

0, 5 0 0
—(X°y) +—(X2) + —(xyz
ax( y) ay( ) az(y)
= 2Xy + 0+ xy = 3xy.

**k*k

Esimerkki: Edellisen esimerkin vektori voidaan Kirjoittaa
skalaarin ja vektorin tulona:

E = x2yi + xz] + xyzK = X(xyl + Z] + yzK) = xG.
Silloin tulon divergenssin kaavasta saamme

V(xG) = (VX)-G + x(V -G)

o 8 2 5‘ "a ) 2 n
=|1—X+ |]—X+k—X -(xyl +Zj+ka)
OX oy 0z

'

:
0 0 0
+ X(&(XY) + 5(2) + E(yz)]
= Xy + (Xy + 0+ xy) = 3xy. OK.

*k*k



33

Divergenssi liittyy fysiikassa mm. vuon laskemiseen. Jos
vektori on esimerkiksi nesteen virtaustiheys (tiheys X
nopeus = p(F)V(r)) jossakin tilavuusalkiossa, kuvaa
divergenssi V- (oV) nesteen nettovirtausta ulos tuosta
tilavuusalkiosta aikayksikdssé eli se on vuontiheys. Jos
V- (pV) > 0, tilavuusalkion sisalla on lahde, jossa syntyy
lisda nestettd, ja jos V- (pV) <0, tilavuusalkion sisélla on
nielu, johon nestetta katoaa. Téhan liittyy divergenssista
suomenkielessa kaytetty nimitys lahteisyys. Jos

V- (pV) =0, virtauksen sanotaan olevan
kokoonpuristumatonta. (Tahan asiaan palataan
my6hemmin pintaintegraalien yhteydessa.)

Esimerkkeja erilaisista divergensseista:
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Esimerkki: Sahkoopin mukaan siahkokentan E divergenssi
jossakin pisteessd on sama kuin varaustiheys p tdssa
pisteessa,

V. E(X, Y,Z) :M_
2

Positiivinen sdhkdvaraus (p > 0) on siis sahkokentan lahde
ja negatiivinen sdhkdvaraus on sahkokentéan nielu (p <0).
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Séhkokentéan kenttaviivat, joiden tangentteja séhkokentat
ovat, lahtevat positiivisista sdhkodvarauksista ja paatyvat
negatiivisiin sdhkdvarauksiin,

*k*

Kun gradientista ottaa divergenssin, saa

V- (VE(xy,2))=0,(0,f)+0,(0,f)+0,(0,)
o°f o*f o*f o° 0% 07
=ttt = sttt |
ox~ oy- oz ox~ oy° oz

Kahden nablan pistetuloa sanotaan Laplace-operaattoriksi
%

+ + :
ox> oy* oz’

Laplace-operaattorista kdytetddn joskus myods merkintaa A.

***%

Esimerkki: Staattisessa tapauksessa séhkokenttd saadaan

potentiaalista, E =—VV. Siten V-E = —V?/. Alueessa, jossa ei
ole sahkoOvarausta (ks. edellinen esim.), on siten voimassa Laplacen

yhtalo V3 =0.

*k*k



35

Roottori Vx F

Toinen yleinen vektoreihin kohdistuva kolmiulotteinen
derivointioperointi on roottori, joka maaritellaan

]k
VxF = g 0 g
oX oy oz
F F, F

Roottorille kaytetddn myds merkintéa curl,

VxF =curlF.

Roottori on ’kahden vektorin ristitulona” - B
vektori. /"':_ N

Huomaa, etta jos vektori on (X, y)-tasossa eli ; ,.flw.,s?” N .m'”"
= a 2 . : i::ll\l!l.\l';'\._;\\k\"\:f:fé / / ,;; l;';':
F(x,y)=F (Y +F (xY)], on roottori z- .u\g\;:}fgf%
. . ) NN
akselin suuntainen vektori: '-;\_&*ﬂ“——---' -f/f_" !
_ 8Fy oF |- Oikean kaden saannon
VxF = o - oy K. mukaisesti roottori

VxF osoittaa

' i i - katsojaa kohti.
Roottori on maéritelty vain kolmiulotteisen aisojaa kontl

avaruuden vektoreille (ja kaksiulotteisen
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avaruuden vektoreille, jolloin tulos on aina kolmannessa
ulottuvuudessa), toisin kuin gradientti ja divergenssi, joita
voidaan kayttaa kaiken dimensioisissa avaruuksissa.

Karkeasti sanottuna roottori V x F (F) ilmaisee, kuinka

voimakkaasti vektorikenttd F(F) on “kiertynyt” pisteen F
ympari. Suomenkielessé roottorista kaytetddn myos
nimitysta pyorteisyys (V x F (F)on pyorretiheys). Mita
suurempi roottori on, sitd ’tiukempaa’ on pyorteisyys.

**k*k

Esimerkki: Lasketaan vektorin F(F) = xI + xyj

roottori: N I 7
V0
A \ s
| ] Kk -
0
-~ |0 0 O E :
VxF=l—- — — NN
oX oy oz RS
—I 5-10-0500 05 1.0 I=\
X X .
y 0 (Sain tdméan kuvan

- . A kirjoittamall
=[0,0-8, ()i +[0,x=8,01} +[0,00) —8,XIK i dam Aghan
_ ykA. ruutuun (x,xy).)
Tassa kenttaviivat ovat kiertyneet z-akselin ympari.

Ylatasossa (y >0) V x F osoittaa katsojaa pain, alatasossa

(y <0) poispdain oikena kaden saannon mukaan.

***
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Lopuksi vield joukko nablailutuloksia:

V-(AxB)=B-(VxA)-A-(VxB),
V-(AxB)=B-(VxA)-A-(VxB),
Vx(FxG)=(V-G)F +(G-V)F —(V-F)G - (F -V)G,

V x (¢A) =(V¢)x A+ d(V x A),

V- (VxF)=0, (roottori on lahteetdn)
Vx(Vg) =0, (gradientti on py6rteeton)
Vx(VxF)=V(V-F)-V?F.

**k*k

Esimerkki: Johdetaan malliksi alin kaava. Merkitdan
0.0,=0,, jne

i ] K
VxF=o, 8, 8,=(0,F,-0,F)i+(0,F,-0,F,)i+(o,F,—0,F)
F, F, F
Téasta edelleen
] j k
Vx(VxF)= 0, 0, 0,
(6,F,-8,F,) (8,F-o,F.) (8,F,-0,F,)

2

=[0,,F,~ 0, F, ~0,F, +0,F, |i +[0,F,~0,F,~0,F, +0,F,]]

X'z Xy ' X

+|0,,F —0,F, -0, F, +0,,F, |k.

yz©y
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Lisataan ja vahennetaan nyt jokaiseen hakasulkeiseen sielta
“puuttuva” 0, F -tyyppinen termi, esim. ensimmaiseen

0. F, . Silloin miinusmerkkisista timén tyyppisista

XX© X"

termeista saadaan
o 2 ~ 2=
(0 +0,,+0,)(FI+F J+Fk)=-V°F.

Ensimmaiseen hakasulkeiseen jaa
[0, F, +0,F, +0,F, [ =0,[0,F, +,F +0,F, I =4,[V-FT,

jossa on kéytetty derivointijarjestyksen vaihdannaisuutta
0,0, =0,0, jne. Muista hakasulkeista saadaan vastaavat

lausekkeet eli kaikkiaan
O, [V-FIi +0,[V-F]j+0,[V-Flk =V(V-F).

Ja niin onkin kaava tullut ndytetyksi toteen.

*k*k



