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VEKTORIANALYYSI

Luento 6

5. Pinnat ja pintaintegraalit

Pintojen parametriesitys. Aikaisemmin kasittelimme kayran | a1s.s

esittamista parametrimuodossa. Siihen riitti yksi reaalinen
parametri (t), joka sai arvoja jollakin reaaliakselin vélilla
a<t<b. Pinta on kaksiulotteinen olio, joten sen
parametrisointiin tarvitaan kaksi parametria, esim. reaaliluvat
u ja v. Pinnan parametriesitys on

F=F(u,Vv)=xUV)i +y(Uu,v) ]+ z(u,v)k,

jossa a<u<bh, c<v<d.Pinnan
sanotaan olevan sileg, jos sen
jokaiseen pisteeseen voidaan
mé&arittaa yksikasitteisesti ¢
tangenttitaso. T&ssé on asioiden
helpottamiseksi otettu parametri-
alueeksi uv-tason suorakaide; voisi

se olla jokin muukin yhtendinen suljettu ja rajoitettu uv-tason
alue (ympyrékiekko, kolmio jne), jolla on hyvin méaritelty
pinta-ala.

**k*k

Esimerkki. Pinta, jonka mé&aréé yhtalo z = f (x,y), (x,y) € A,
voidaan esitt44 parametrimuodossa seuraavasti:

F(u,v)=ui +vj + f(u,V)K,

jossa (u,v) € A. Tallaisessa tapauksessa on usein luontevaa

samaistaa (u,v)-taso (x,y)-tason kanssa, jolloin tason
parametriesitys on

F=xi+y]+ f(xyK  (Xy)eA

***
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Pintaintegraalit. Olkoon S &arellinen pinta
R3:ssaja f(X,Y,2) pinnan pisteissa
maaritelty aarellinen funktio.

Jaetaan pinta osa-alueisiin Sy, S, ..., Sy,

joiden pinta-alat ovat AS;. Olkoon (x;,Y;,Z)

jokin piste alueessa S;. Muodostetaan summa 5
(Riemannin summa) Pinta S.

R, = Z F (%, Y, 2)AS;.
i=1

Jos talld summalla on yksikéasitteinen raja-arvo, pisteiden
(x.,V;,z,) valinnasta rilppumatta, kun osa-alueiden S; pinta-

alojen annetaan lahestya nollaa (eli tihennetédén pinnan jakoa
rajattomasti), sanotaan funktion f olevan integroituva pinnalla

S. Summan raja-arvon sanotaan olevan funktion f

pintaintegraali pinnan & yli. Sitd merkitaan néin,

_”f(x, y,2)dS.

Kun funktio f ja pinta S on annettu, tehtavaksi jaa

parametrisoida pinta sopivasti ja suorittaa integraali
molempien parametrien suhteen.

Pintaintegraali tasopinnan yli. Aloitetaan yksinkertaisesta
2-ulotteisesta tapauksesta, jossa alue on jokin (x,y)-tason
suorakaide (siis tasopinta) a<x<b, c<y<d eli
suorakulmio [a,b]x[c,d]. Tall6in

jj f(x,y)dS :jdedy f(X, y)}

S a
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Pintaintegraali siis muuttuu kahdeksi perakkaiseksi yhden

muuttuja integroinniksi: ensin f(x,y) integroidaan y:n suhteen,
josta tuloksena on jokin x:n funktio, ja tdimé integroidaan
sitten x:n suhteen,

(Jos pinta S ei ole suorakaide, voimme ajatella sen jonkin

suorakaiteen sisdlle ja asettaa funktiolle arvon f=0 S:n
ulkopuolelle jadvassa osassa suorakaidetta.)

On monia tapoja Kirjoittaa edellé oleva pintaintegraali:

a c

jdx“dy f(x, y)} = [ax[dy f (xy)

DJ'—;CT

j dxdy f (x, ) = j j f(x,y) dxdy.

Tassa on sopimuksena, ettd integroinnit suoritetaan oikealta
vasemmalle eli ensin y ja sitten x ja etta integraalimerkit
rajoineen kirjoitetaan samaan jarjestykseen kuin vastaavat
differentiaalit. Joskus on hyddyllisté kirjoittaa
integraalimerkkiin muuttuja nakyviin:

I _[ dxdy f (x,y).

x=a y=C

**k*

Esimerkki: Olkoon & suorakulmio [0,1]%[0,1] ja
f(x,y)=x*+y. Silloin

ﬂde —jdxjdy(x +Yy)= jdx[x y+3 y]

1
1 o1y 21,1
E.)'x(x+) x+2x]0—3+2—

oo



42

Esimerkki: Jos integroidaan funktio f (x,y) =1 yli tasopinnan
S, saadaan tulokseksi pinnan ala:

dedy-lz_”ds = S :n pinta-ala.

S S

*k*

Integraalilla yli tasopinnan on seuraava
geometrinen tulkinta: Jos f > 0 pinnalla 2:fuy)

S, niin pintaintegraali on sen lierio-

kappaleen tilavuus, jonka kantena on
pinta z= f(X,y), pohjanatasoz =0 ja

poikkileikkauksena S.

Tason alue on sdanndllinen, jos koordinaattiakselien
suuntaiset suorat leikkaavat alueen reunaa korkeintaan
kahdessa pisteessa.

(= AN

Saannollinen X-suunnassa y-suunnassa
alue saanndllinen alue sdannollinen alue

Jos integroimisalue on saanndllinen y-
suunnassa, voidaan integrointi suorittaa d
viipaleittain” eli ottamalla x- <-'

g-éf:."

>

Y= %m

o dx b'x‘
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integroinnissa integroimisalkioksi alareunakayrésta ¢ (x)
ylareunakayraan ¢,(x) ulottuvan dx-levyisen pinta-alkion (ks.
kuva):

s a [ &

b $,(x)
jjf(x,y)ds =Idx{ j dyf(x,y)}

Jos taas integroimisalue on saanndllinen x-
suunnassa, voidaan integrointi suorittaa ’

painvastaisessa jarjestyksessa “‘%mx “%(y)
"viipaleittain” eli ottamalla x-integroinnissa
integroimisalkioksi alareunakayrastd y,(x)  «| ——

ylareunakayraan y,(x) ulottuvan dy-
levyisen pinta-alkion (ks. kuva):

d wo(X)
jjf(x,y)ds :J‘dy{ j dxf(x,y)}.

S c w1 (X)

:_)(

***

Esimerkki: Lasketaan funktion f(x,y) =y pintaintegraali yli
alueen, jota rajoittavat x- ja y-akselit ja suora x + y =1. Alue

on sdanndllinen molemmissa suunnissa, joten lasketaan se
harjoituksen vuoksi molemmin suuntaisin viipalein.

Ensin y-suuntaisesti viipaloiden. Kutakin x kohti y
integroidaan alakayraltay = ¢, (x) = 0 ylakayralle
y =¢,(X) =1-x. Saadaan
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[ f o yyds =jdxﬁ dy y} _ on

(o,1)
) . . g 1-x
dx[$y* ] =[dx 1 (1-x)°
0 0
_ 3t _ 1 = Sl )(
- [_%(1_ X) }o 6
Kun viipaloidaan x-suuntaisesti, saadaan vastaavasti
. 1 1-y ,
[ f(xyyds =jdy{j dx y} 4l
s 0 0 o Xely
¢ 1-y p dy
Jdyy[x],” =[dyy@-y)
0 0 o 7

=[%y2—%y3]2:%‘%:%'

Kuvassa on esitetty kappale, jonka integroimisalue ja funktio f
virittavat. Se tayttda yhden kuudesosan yksikkdkuutiosta,
kuten laskemastamme sen tilavuudesta voi paatella.

Muuttujien vaihto pintaintegraalissa. Y1l& k&sittelimme
tilanteita, joissa integroitava funktio ja pinta, jonka yli
integroidaan, olivat esitetty karteesisten koordinaattien avulla.
Usein kannattaa kuitenkin kaytt&4 niiden sijasta toisia
muuttujia integroinnin helpottamiseksi.
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Oletetaan nyt, ettd kaytetddn uusia muuttujia u ja v, joiden
avulla lausuttuna karteesisilla koordinaateilla on lausekkeet

X=x(u,v)=g(u,v), y=y(u,v)=nh(u,v).
Alkuperainen xy-avaruuden integroimisalue S korvautuu uv-

avaruuden alueella 7. Kun integraalia laskee uusien
muuttujien avulla, tulee huomata, etté pinta-alkion koko
muuttuu eli ettéd yleensd dS = dT eli dxdy = dudv. Tdma tulee

ottaa huomioon Riemannin summassa ja sitd myoten
pintaintegraalissa. Selvitetdan seuraavaksi tuo muutos.

Infinitesimaalinen pinta-alkio dxdy on 3 -
paikkavektorin ¥ muutoksen dr 2 Al

“virittdman” suunnikkaan ala. Tdma pinta-

ala on sama kuin uusien koordinaattikayrien > X

suuntaan otettujen dr :n komponenttien
dr, jadr, xy-tasoon virittdman alueen pinta- ¢

ala |dF, xdF,|. Nyt on

ar a o 2 a o~ ~
df =—du=—(xi du=—/(g(u,v)i +h(u,v)j|du
= du=—-0d + yi)du = —~(g(u,v)i + h(u,v) )
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~ ~

L]

O O X

dS =|df, xdf,|=| |6,9 o,h dudv
0,9 0,h
0 0.h
_|%9 < dudv.
0,9 o,h

Itseisarvomerkkien sisalla olevaa determinanttia kutsutaan
Jacobin determinantiksi, ja sille on kaytdssa monia
merkintojé:

0,9 0o,h
0,9 0o,h

o,X 0,y
o,X 0,Y

_o(xy) _
=) J(u,v).

Pinta-alkio dS = dxdy voidaan siis Kirjoittaa uusissa
muuttujissa nain:

dS = dxdy = |J (u,v)|dudv =|J (u,v)|dT.

Pintaintegraalille patee siis

f(u,v),

j j dxdy f (x,y) = j j dudv |J (u,v)

missa f(u,v) = f(x(u,v), y(u,v)).

**k*k

Esimerkki: Lasketaan pintaintegraali

I :Ljdxdy x+X2y ,
—

=f(xy)

jossa S on suorien
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2X—-y=0,2x-y =2,
X+2y=1,x+2y=2
rajoittama suunnikas. Suunnikas on

Ikévassa asennossa integrointia ajatellen,
joten muuttujien vaihto on paikallaan.
Ilmeinen valinta uusiksi muuttujiksi on

Uu=2Xx-Y, v=X+2Y,
josta ratkaistuina
X=2(2u+vVv), y=12(-u+2v).

Jacobin determinantti on silloin

o,x 0 £ 4
Ju,v)=|" Yl L -1
avX avy 5 5 S
Integraali voidaan nyt suorittaa:
| = [[ dudv 1 (@u+v)/5 1 jjdudv(1+2—“)
f 5 \ 25+ v
—M =f(u,v)
1 2u, 1 ¢
du dv(l+—)=— | du|v+2ulog|v
25 J_. d+ v ZSUJZ.O [ 9 H
1 2 2+4log2
u+u’log2| =
25[ : ] 25

***




