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VEKTORIANALYYSI

Luento 7

Kayran pinnan yli otettu pintaintegraali.

Edella laskimme pintaintegraaleja tasopintojen yli. Nyt
oletamme, ettd pinnat ovat kolmessa ulottuvuudessa olevia
kayria pintoja.

Olkoon & pinta, jonka karteesinen yhtalo on
F(x,y,2)=0.
Oletetaan, etta tasta yhtalosta voidaan ratkaista z,
z=9(x,y).
Silloin voimme esittda pinnan yhtalon muodossa
g(x,y)—-z=f(x,y,2)=0.
Taman pinnan yksikkdnormaali pisteessa (x,y,z) on

_ Vi(x,y,2)
VE(x,y,2)|

(0, 5)+(@, )]+, f)k|

n(x,Y,2)
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_(0.9)+@,9)i-k

J(0,9) +(2,9)* +1

Pintaintegraalissa k&yrén pinnan pinta-alkio dS pisteessa
(X,Y,2) kerrotaan integroitavan funktion arvolla tuossa

pisteessa. Integrointi helpottuu, jos pinta-alkio dS
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projisioidaan xy-tasoon, jossa sitd vastaa pinta-alkio dA (ks.
kuva)
-k

dA= dS =cos ydS.

Edellisen sivun kaavasta seuraa

1

fi-k|= _ ,
J(0,9) +(2,0)* +1

joten

dS =/(0,9)* +(2,9)* +1dA.

Kun tdmé pinta-alkion korjaus otetaan huomioon, voidaan
funktion U (X, y,z) pintaintegraali yli kaarevan pinnan

S korvata integraalilla yli projektiopinnan A seuraavasti:

[Jds U y.2)=[[dA (0,9 +(8,9) +1 U(xy,9(xy))

S

Tama onnistuu silloin, kun mikéaan pinnan S ei ole
kohtisuorassa (x,y)-tasoa vastaan, jolloin olisi dA =0.
Taytyy etsid sopiva projektiosuunta, ettei nain péése
kéymaan.

Huomaa, etté vektorifunktion pintaintegraali palautuu
skalaarifunktioiden integraaleiksi, kun vektori esitetdaan
komponenttimuodossa:

[[ds U(xy,z)=i[[ds U, +j[[ds uy+12jjds u,
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Esimerkki: Lasketaan pyorahdysparaabelin z = x* + y* ala,

kun x*+ y* <1 (kuvassa pinta S).

Pinta projisoituu (X, y) -tason yksikkdympyraksi.

Pinnan yhtélosta z = x> + y* = g(X, y) saadaan
0,9 =2xjad,g =2y, joten pinnan ala on
(integroitava funktio on 1)

Ala=[[ds=[[ dA (%) +(2y)*+1.

g =dxdy
Kannattaa siirtya napakoordinaatteihin:
X=rcosé, y=rsind.
Pinta tulee kaytyé lapi, kun 6 =0...2z, r=0...1.

Lasketaan Jacobin determinantti:

3_0x%y) _
o(r,0)

cosé sin@
—rsind rcoséd

o0,X 0,y
0,X 0,y

é‘t

Alaksi saadaan

2 rds JA=rdedB
=rcos’@+rsin“f=r. /% o
dr
Tama tarkoittaa, ettd dxdy = rdrdé. v X

i
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Ala :J.J.drde r\/1+ A(X* +y?) = 2fd@j.dr rv1+4r?
A 0 0

2z| 2 1 23/2 1 _T _
=[6]; [§-§(1+4r) l _6(5\/3 ).
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