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VEKTORIANALYYSI

Luento 9

Ortogonaaliset kayraviivaiset koordinaatistot. Olemme
Jo monta kertaa esittédneet karteesiset x, y ja z koordinaatit
uusia koordinaatteja kayttaen:

X =x(u,v,w), y=y(u,v,w), z=z(u,v,w).

Jos tama kuvaus uvw-avaruuden ja xyz-avaruuden vélilla on
yksi-yhteen eli pistettd (x, Y, z) vastaa yksikasitteinen uvw-

avaruuden piste (u,v,w), sanotaan muunnoksen
maarittelevan (X, y, z)-avaruuteen kayraviivaisen
koordinaattijarjestelman. Silloin u,v jaw ovat
kayraviivaiset koordinaatit.

Kaytanndssa yksi-yhteen vaatimuksesta usein livetaan ja
pidetadn riittdvand, ettd kuvaus on lokaalisti yksi-yhteen eli
pisteen (u,v,w) valittbmassa laheisyydessa ei ole toista
pistettd, joka kuvautuisi samaan pisteeseen(Xx, Y, z).
Esimerkiksi napakoordinaatiston pisteet (1,0) ja (1,27)
kuvautuvat samaan (X, y)-tason pisteeseen, mutta ne ovat
kaukana toisistaan (r,d)-tasossa. Tamankin jalkeen

kuvaukseen voi liittya ns. singulaarisia pisteita, joissa
kuvaus ei ole yksi-yhteen, esimerkiksi napakoordi-
naatistossa kaikki (r,8)-avaruuden pisteet (0,0)- oli 6

mika tahansa - kuvautuvat (x, y)-avaruuden origoon.

Tarkastellaan (X, y, z)-avaruuden ei-singulaarista pistetta
Po. Olkoon sen kayréviivaiset koordinaatit (u,,v,,w,). Ne
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avaruuden pisteet, joissa u = u,, muodostavat (X, Y, z)-
avaruudessa pinnan, u-pinnan, jota parametrisoivat v ja w:

X =X(Uy,V,W), Y =Y(U,,V,W), z=1z(U,,V,w).

Pinta kulkee pisteen P, kautta, samoin vastaavat v-pinta
V=V, jaw-pinta w=w,.

Jos kukin néistd kolmesta pinnasta on pisteessa P,
kohtisuorassa kahta muuta pintaa vastaan, sanotaan etta
[u,v,w] muodostaa xyz-avaruudessa ortogonaalisen

kayraviivaisen koordinaatiston.

Tasoparit leikkaavat koordinaattikayria pitkin. Esimerkiksi
tasot v =V, jaw=w, leikkaavat u-kayraa pitkin, jonka
parametriesitys on

X =X(U,Vy,W,), Y=Y(U,V,,W,), W=Ww(U,V,,W,).

Koska u-kayré on v- ja w-tasoissa, on sen
tangentin suuntainen yksikkovektori U
pisteessd Py kohtisuorassa u-tasoa vastaan.
Samalla tavalla voidaan maaritella v- ja w-
tasoja vastaan kohtisuorassa olevat
yksikkovektorit V ja w. Nama kolme

yksikkovektoria U,V jaw muodostavat

pisteessa paikallisen suorakulmaisen
kantavektorijarjestelman.

***

Esimerkki: Sylinterikoordinaatiston koordinaattipinnat ja
koordinaattikdyrat ovat (ks. kuva)
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- Sylinteripinnat, joiden akselina on z-
akseli. Nailla pinnoilla r on vakio. r-
koordinaattikdyrat ovat vaakatasoaa
olevia puolisuoria, jotka lahtevét z-
akselista.

- Pystysuorat puolitasot, jotka rajoittuvat
z-akseliin. Niilla pinnoilla ¢ on vakio. ¢-
koordinaattikdyrat ovat vaakatasossa olevia
ympyroité, joiden keskipiste on z-akselilla.

- Vaakatasot, jotka ovat kohtisuorassa z-
akselia vastaan. Nailla pinnoilla on z vakio.
z-koordinaattikdyrat ovat z-akselin suuntaisia

suoria. C_—_D/f’““““‘

***

= Lralz{r_'n

Pisteen paikkavektori xyz-avaruudessa on kéyraviivaisten
koordinaattien avulla kirjoitettuna

F = x(u,v,w) i+ y(U,v,w) ]+ z(u,v, w)k.

Sen osittaisderivaatta u:n suhteen jossain pisteessa P

or oOX= 2 7 ~
=—1I+ 2 j+ g k
ou ou ou- ou
on u-koordinaattikdyran tangentin suuntainen tassa
pisteessd, koska se kertoo, mihin suuntaan siirrytaan, kun

u:ta muutetaan. Vastaavasti or / ov ja or / ow ovat v- ja w-
koordinaattikdyrien tangenttien suuntaisia vektoreita.
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Merkitdan derivaattavektorien pituuksia
or

or ar
ou

ov

4
ow

=h

o ==

W

Niité kutsutaan skaalaustekijoiksi. Vektoreiden suunnat
pisteessa P ilmaistaan yksikkdvektoreilla

u, jad, tai &, € jaé,

u’ \' w u

u
tai kaikista lyhyimmin yksikkovektoreilla
U, v ja w.
N&ma vektorit muodostavat lokaalin oikeaké&tisen

kantavektorijarjestelman, olettaen ettd koordinaatit u, v jaw
on valittu sopivassa jarjestyksessa.

Voimme siis Kirjoittaa

or |or|. ~ OF |OF|. , .~ OF |OFf. .
—=|—|U=hU, —=|—V=hV, —=|—|W=hW
ou |ou ov |ov oW

***k

Esimerkki: Paikkavektori on sylinterikoordinaateissa
esitettyné

F=xi+Yj+2zk

PCOSH + psing] + zk.

Saamme
ar ~ . ~ ar . o N ar
— =CO0S¢l +SIN@), —=—pSINPYI + pCOSQ |, —
” ¢ ) 2 ;=P P+ peosgl, —

Il
ol
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Skaalaustekijat ovat

h :6—r:1’ h¢:6—r:p’ hZ:a—rzl,
7 1op ol 0z
ja lokaalit kantavektorit ovat
5 =Ccosdl +sing], d=-singi +cosgj, 7=k

***k

Gradientti, divergenssi ja roottori kdyraviivaisissa
koordinaateissa.

Olkoon f jokin funktio ja C kayr4, jolla on parametriesitys
r =r(s). Funktion suunnattu derivaatta kayraa pitkin

of / 0s voidaan ketjusdadnnon mukaan Kirjoittaa

of _otou of ov o ow

E (*)
0S OoudosS ovVoS Ow Os
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Toisaalta suunnatun derivaatan maaritelméan mukaan (ks. s
36)

jossa T on kayran C tangentin suuntainen yksikkovektori,
dr_arau+ar@+a_r@
ds ouods ovos ow os
~ OU ~ OV ~\ OW
= (h,u)—+ (h,v)—+ (h, w)—.
(h, )63 (hv)as (h, )(38

T =

Tasta seuraa suunnatulle derivaatalle lauseke

T _t.vi
oS

2 0y iy | (9 e (9.5 (V).
= [(huu) ~ +(h,v) P + (h,w) P } [(Vf ) U+ (V) v+ (Vf )WW]

du dv dw
= (h, E)(Vf )y +(h, E)(Vf ), +(h, E)(Vf )

Vertaamalla kaavaan (*) saamme gradientille
ortogonaalisten kayréviivaisten koordinaattien avulla
esityksen

VE = (VF), G+ (VF), 0+ (V)W

18fA 1 of afA
— (0 +——V+—

hau h, ov haw'

W
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Skalaarikentan f(r,¢,z) gradientti sylinterikoordinaateissa
on tdman kaavan perusteella

of . 1of ~ of ~
Vi(p,¢,2)=—p+———¢+—K
(p.¢,2) pp p8¢¢ po

Pallokoordinaateissa saadaan puolestaan

viop=2peid gL A3
or roe rsiné o¢

= r“‘i+éla+¢? 1 g f.
or rogd rsind o¢

***k

Esimerkki: Skalaarikentélla u on sylinterikoordinaatistossa
lauseke u(p, @, z) = psing. Lasketaan u:n gradientti:

Vu = ﬁi+¢?li+ Izg (rsing)
op po¢p Oz
= sin ¢p + COS P,
Koska p=cosgdi +singj, ¢=—singi +cosg] (Ks.s 62
kaavat) huomataan ettd gradientti on ijk-jarjestelméassa

yksinkertaisesti Vu = (sin’ ¢+ cos?¢) j = j. Tulos ei
hammastytd, kun huomaa, ettd u = psing =y.

*k*k
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llman johtoa annamme vektorikentan F(u,v,w)

divergenssin ja roottori lausekkeet ortogonaalisissa
kayraviivaisissa koordinaateissa (ks. Adams 16.7):

= 1 0 0 0
VB | ShF)+ZL(hhE)+-L(hhF)|,
| SRR+ SR+
hi hi hw
VxF=|8, o, @,
Fuhu FVh/ FWhW

Fysiikassa tulee usein vastaan divergenssi ja roottori
pallokoordinaateissa. Pallokoordinaateissa
skaalaustekijoilla on lausekkeet (harj. teht.)

—

o
06

8_F
or

h = =1 h, = =, ¢——:rsin6?.

Y1l& annetuista kaavoista voidaan silloin johtaa
divergenssin ja roottorin lausekkeet pallokoordinaateissa.

Esimerkiksi vektorin F = F.F + F99A+ F¢¢3 divergenssi on

1 oF,
rsin@ o¢

V-F :iﬁ(rzﬁn : %(sinHF9)+

r or rsind o

Divergenssin ja roottorin lausekkeet voi annetussa
kéayraviivaisessa koordinaatistossa johtaa myds
ketjusd&dnnon avulla. Esimerkiksi divergenssin johto
pallokoordinaatistossa l&htee liikkeelle muodosta

V-F=(0,+]0,+ kd,)-(F.f+F,0+ F,9).



66

Sitten kirjoitetaan pallokoordinaatiston yksikkodvektorit
yksikkovektoreiden 1, ] jak avulla, kehitetaan pistetulot ja
suoritetaan derivoinnit ketjusdant0d noudattaen, esim.
_i_q3+808+8¢8
" OX oOxor oOx 060 oxog

jne. Saatte tehda tata harjoituksissa. Menetelmé on
suoraviivainen, mutta saattaa koetella jonkin verran
karsivallisyytta. (Ks. harj.)



