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VEKTORIANALYYSI

Luento 3

4. Kayran lokaaleja ominaisuuksia

Kayran tangentti. A114

Tarkastellaan parametrisoitua kdyraa r (t). Parametrilla t ei

tarvitse olla mitdan fysikaalista merkitystd, mutta seuraavassa
kannattaa ajatella, ettd se on aika ja kdyra on jonkin kappaleen
rata 3-ulotteisessa avaruudessa. Tieddmme, ettd vektori (nopeus)

dr (t)
dt

v(t) =

on kussakin radan pisteessé r (t) radan tangentin suuntainen,

joten tangentin suuntainen yksikkovektori T (t) saadaan
jakamalla v (t) pituudellaan:

v(t)
_ﬂn_ga)_wo_duo/duo_ Tte)
v vy dt dt
o . F(t)
Vektorin T (t) suunta vastaa kayran suun- t
nistusta.

Pisteen r (t) kohdalla kéyraa pitkin edetadn ajassa dt matka

ds = v(t)dt. Tama patee kaikille radan parametrisaatioille, myos
sille, jossa parametrina kaytetaan kayran kaarenpituutta s.
Tassa parametrisaatiossa nopeus on Vv(S) ja parametrin muutos on
ds, joten saadaan yhtalo ds = v(s)ds eli kun kaarenpituutta
kéaytetddn kaaren parametrisointiin, kaarella edet&én
’nopeudella” 1.
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Kaarenpituusparametrisoinnin tapauksessa

A

kayran tangentin suuntainen yksikkdvektori on T($)
. dr
T =" T

(Katso oppikirjan esimerkki 1 kappaleessa 11.4.)

Kayran kaarevuus ja yksikkonormaali
Kéytetadan kayralle kaarenpituusparametrisaatiota
r=r(s).
Koska tangenttivektori T (s) = dr /ds on yksikkévektori, on
T(s)-T(s)=1.
Derivoidaan tdama yhtélo puolittain, jolloin saadaan

T (s)

2T (s) d
ds

= 0.

T4ma osoittaa, ettd dT (s)/ds ja T (s) ovat kohtisuorassa toisiaan

vastaan. Derivaatta dT (s) / ds mittaa sitd, miten voimakkaasti
kéyran tangentin suunta muuttuu pisteessa r (s) . Maaritellaan
kayran kaarevuus «(s) (kappa) pisteessa r(s) seuraavasti
(“kiihtyvyys™):

Taman kaanteislukua p(s) = 1/x(s)
sanotaan kaarevuussateeksi.

Kaarevuus(sade) tulee fysiikassa c
vastaan mm. optiikassa (esim. kayrat

= >

Rl
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peilipinnat) ja mekaniikassa (esim. teiden kaarteiden
suunnittelu).

Kayran tangenttia vastaan kohtisuoraa yksikkovektoria

. dT
N -
(s) ds/

kutsutaan kayran yksikkonormaaliksi pisteessé r (s).

a7
ds

Kayran torsio eli kiertyma

Kaareutumisen liséksi kayra voi 3-ulotteisessa tapauksessa myos
vaantya eli se ei pysy valttdmattd kaiken aikaa samassa tasossa.
Taman kayttdytymisen kuvaamiseen tarvitaan kolmas vektori,

joka on kohtisuorassa T :n ja N :n maaraamaa tasoa vastaan;
sellainen vektori on

o>
Il
=,
X
=z

Koska B on yksikkovektori, on dB/ds L B . Edelleen (huom.
NxN = 0)

A

dB d . - dT . . dN . dN
—=—(TxN)= — xN+Tx—=Tx—,
ds ds ds ds ds

= xN

joten on myds dB/ds L T . Naemme siis, etta
dé/ds on yhdensuuntainen vektorin N kanssa:

—>

A

B ()N (s) i
d = T . /

S

Lukua 7 (s) sanotaan kayran kiertymaksi eli torsioksi.
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Vektoria N kutsutaan kayran paanormaaliksi ja vektoria B

sivunormaaliksi. Yhdessa tangenttivektorin T kanssa ne
muodostavat kolmiulotteisen avaruuden oikeakétisen kannan

(T,N,B), samaan tapaan kuin (i, j,k). Ne maérittelevat
jokaisessa kayran pisteessa r (t) ns. Frenet’n koordinaatiston.

Huom. Parametrisoidun kdyran muoto on taysin mééaratty, kun
tunnetaan sen kaarevuus «(s) ja kiertyma r(s) kussakin
pisteessa.

Kaarevuus ja kiertyma yleisessa parametrisaatiossa

Johdetaan edelliset tulokset yleisen kéyrén parametrisaation
r = r(t) tapauksessa (t on “aika”). Esitetddn tulokset k&yttaen
“nopeutta” v ja “kiihtyvyytti” a:

dr dr ds -
T

dt ds dt ’
- odv d - dv.. dT dv . A
a=—=—WT)=—T+v — =—T+V'kN
t dt dt dt dt
~dT ds
ds dt
Lisaksi
- = dv - 3 o N 3 A
vxa=V—T xT +v T xN =vkB.
dt R
=0 B
Naista seuraa
.V . vxa Nxé
T=— B=r==, «=—j
\Y |v><a| \

Koska
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dT  dT ds .
22 BN,
dt  ds dt

=xkN=V

voidaan N esittada muodossa
. dT
N = —
dt

IIman johtoa annamme viel& kiertyman kaavan yleisessa
parametrisaatiossa (jos johto kiinnostaa, ks. Adams):

dar
dt

(v x a)-(da/dt)
T = .

- |2
v xal
**k*k

Esimerkki: Kaavapyorityksen jalkeen on esimerkki paikallaan.
Lasketaan r -sdteisen ympyran kaarevuus ja kaarevuussade seka

tangentti- ja normaalivektorit T ja N .

Kéytetddn tavanomaista parametrisaatiota, jossa parametrina on
kiertokulma 4 :

r(@)=rcoséi +rsinéj.

Silloin
V=-rsin@i+rcos@j, a=-rcosdi-rsindj
ja
i j K
vxa=|-rsind rcosd 0|=(r’sin®@+r?cosd)k.
—-rcos¢ -rsingd O

Téasta saamme kaarevuudeksi
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[l
| -
[l

w

V x a ‘rzsin29+r2c0529 2
3/2 r

-

: (r’sin®@ +r’cos’9)

Ympyran keh&n kaarevuus on vakio, kuten arvata saattaa,
samoin kaarevuusséde, joka on sama kuin ympyrén sade.

Tangenttivektori on
—rsinéi + rcoséj . .
= —sin @i + cosd j,

\/rzsin26+ r’cos’ @

T =

< | <\

normaalivektori
—cosfi —sindj

n n d-lc d-I: S . ~
N=N= = = —C0Sfi —sind j.
dt / |dt| sin?0 + cos?o
Tt leB
Nz
.-’r; '?' :_f
- Ey |I W
II|I ﬂid

**k*

Esimerkki: Lasketaan kayran y = 3x* + 1 kaarevuus.
Voimme parametrisoida kdyran kayttden parametrina
koordinaattia x, jolloin
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r(x)=xi+(3x>+1)].
Lasketaan tésta vektorit v = dr /dx ja a = dv /dx:
v(x) =1 +6X],
a(x)=6].

Kaarevuus on silloin

vxal |6k 6
Vo @+ (6 @+ (6x)H)Y?

K(x) =

Kéyra on paraabeli. Kaarevuus on suurimmillaan, kun x = 0, eli
paraabelin pohjalla, ja pienenee kohti nollaa, kun x kasvaa kohti
+00,

***x



