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1. Olkoon f parillinen funktio. Osoita, että∫
a

−a

f(x) dx = 2

∫
a

0

f(x) dx.

2. Laske sykloidin (moniste s. 41) ja x−akselin väliin jäävän alueen pinta-ala.

3. Laske sykloidin kaarenpituus.

4. Miltä näyttää paraabelin y = x2 yhtälö napakoordinaateissa? Laske paraabelin
kaarenpituus välillä 0 ≤ x ≤ 1.

5. Logaritmisen spiraalin yhtälö napakoordinaateissa on r = e−ϕ. Laske logaritmisen
spiraalin pituus välillä 0 ≤ ϕ < ∞. Hahmottele kuva!

6. Olkoon annettu käyrän Γ esitys napakoordinaateissa: r = r(ϕ). Miten käyrän tan-
gentin kulmakerroin pisteessä (x, y) lausutaan napakoordinaattiesityksen avulla? Mää-
rää logaritmisen spiraalin r = e−ϕ tangentti pisteessä (x, y) = (1, 0). Hahmottele ku-
va.

7. Tarkastellaan napakoordinaateissa annettua käyrää r = sin 2ϕ (r ≥ 0). Hahmot-
tele kuva! Laske käyrän rajoittaman alueen pinta-ala. Millainen on käyrän yhtälö
xy−koordinaateissa?

8. Johda ympyräpohjaisen kartion tilavuuden kaava V = 1

3
Ap h, missä Ap on kartion

pohjan pinta-ala ja h on kartion korkeus.

9. Laske epäoleellinen integraali ∫
∞

−∞

ex dx

e2x + 1

10. Osoita, että epäoleellinen integraali (gammafunktio)

Γ(s) =

∫
∞

0

xs−1e−x dx

suppenee kaikilla s > 0 ja että Γ(s + 1) = sΓ(s). Laske Γ(n), kun n > 0 on
luonnollinen luku.

11. Esitä epäoleellinen integraali ∫
∞

0

xpe−a x
2

dx

gammafunktion avulla.


