Matematiikan propedeuttinen kurssi

Tommi Brander

Jyviaskyldn yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Tiivistelma

Luentomuistiinpanot matematiikan propedeuttiselle kurssille syksylle 2016. Kurssi
késittelee analyyttistd geometriaa, derivointia ja integrointia, yhtéloéryhmiéa ja

epayhtéloitd. Muistiinpanoja on péivitetty viimeksi 17. marraskuuta 2016.

Sisalto
(1 Luku, joukko ja funktiof. . . . . . . .. ... ... ... ... 2
(.1 Laskusaannot! . . . . . .. . ... . L Lo 3
(1.2 Jarjestys| . . . . . . . .. 4
M3 Potenssil . . . . . . . . . 5
MA_VAL . . . . o 7
M5 Tausekel . . . . . . . . ... 7
M6 TFunktid . .. . .. .. 8
(.7  Summamerkintal . . . . . . ... L 9
(.8 Itseisarvol . . . . . . . . . .. ... 10
[2 Yhtalot ja epayhtalot| . . . . .. ... ... 10
2.1 Yhtalon ratkaiseminenl . . . . . . ... 11
[2.2  Epayhtalon ratkaiseminen . . . . ... ... 000000 15
[2.3  Yhtaloryhman ratkaiseminen|. . . . . . . . .. ... ... ... 17
[2.4  Epayhtaloryhman ratkaiseminen|f. . . . . . . . ... ... ... 19
[3 Analyyttinen geometriaf. . . . . . . .. ..o 20
Bl Suoral. . . ... ... 20
3.2 YmpPyra] . ... 24
4 Reaalifunktiot| . . . . . . ... ... o oo 26
[4.1  Polynomit ja potenssitunktiot| . . . . . . ... ... ... ... 27
(4.2 Eksponentti ja logaritmi| . . . . . ... ... 37
[4.3  Trigonometriset funktiot| . . . . . . ... ... 41
(5 Raja-arvo, jatkuvuus ja derivaattal. . . . . . . ... ... ... 47




1 Luku, joukko ja funktio 2

5.1 Raja-arvo| . . . . . . ... 47
6.2 Jatkuvuud . . . . ... 55
b3 Derivaattal . . . . . ... 60
(§ Integraalil . . . ... ... ... 67
6.1 Maaraamaton integraalif . . . . .. ... ... ... ... ... 67
6.2  Maaratty integraali| . . . . . . ... ... 73
A Kirjallisuutta ja muuta hyodyllista] . . . .. .. .. ... ... 78
IA.1 Miten ratkaista matematiikan tehtavial . . . .. ... ... .. 78
A.2 'Todistus ja sen lukeminen| . . . . . . .. ... ... ... ... 79
IA.3 Tehtavan tarkistaminen| . . . . . .. .. .. ... ... .. .. 80
B Kurssin yleisia asioital . . . . . . .. ..o 81
Bl Tenttdl . . .. ... ... 81

Yleisia opiskeluohjeita ja tiedonldhteita 1oytyy liitteestd [A] kun taas
kurssin yleiset kiytannot 1oytyvéat liitteesté [B]

Tama luentomoniste on ‘Creative commons nimeé 4.0 kansainvalinen’-
lisenssin https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ alainen.

1 Luku, joukko ja funktio

Ensimmaisessa osassa kiymme ldpi tai kertaamme matematiikan peruskasitteita.

Syvempad tietoa joukoista, funktiosta ja muustakin saa Johdatus mate-
matiikkaan -kurssilta ja sen luentomonisteesta [2].

Joukko on kokoelma alkioita. Joukko voidaan ilmaista luettelemalla
kaikki sen alkiot aaltosulkeiden sisalld; esimerkiksi joukko {kuutti, siili, sika}
siséltédéd kolme alkiota. Viitettd ‘alkio x kuuluu joukkoon A’ merkitdén x € A;
esimerkiksi siili € {kuutti, siili, sika}, mutta 5 ¢ {kuutti, siili, sika}.

Joukkojen erotusta merkitain A\ B. Erotusjoukkoon kuuluvat kaikki
joukon A alkiot, jotka eivéat ole joukossa B.

Kokonaisluvut Z = {..., —3,—2,—1,0,1,2,3,...]

Rationaaliluvut Q = {%, m,n € Z jan # 0}. Rationaaliluvut ovat siis koko-
naislukujen osaméarat, joissa jakajana ei ole nolla. Murtoluku on yksi
tapa esittda rationaaliluku.

Reaaliluvut R on kaikkien ‘tavallisten’ lukujen joukko, joka siséltda rationaa-
lilukujen liséiksi irrationaaliluvut, kuten 7 ja v/2.

Irrationaaliluvut R\ Q on niiden reaalilukujen joukko, jotka eivét ole ratio-
naalisia.

Rationaalilukujen joukon maéaritelméssé esiintyi joukko-opillinen mer-
kintd {jokin asia; ehto}. Joukkoon kuuluvat ennen puolipistettd (tai kaksois-

! Kirjain Z tulee saksankielisestd sanasta Zahl, luku.


https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

1 Luku, joukko ja funktio 3

pistettd tai pystyviivaa) esiintyvit asiat, jotka toteuttavat puolipisteen jalkeen
mainitun ehdon tai ehdot.

Lukujoukoille pétee Z C Q C R, missd merkintd C (joskus C) tarkoittaa
osajoukkoa. Koska jokainen luonnollisten lukujen joukon Z alkio on myos
kokonaislukujen joukon R alkio, on vaite Z C R tosi.

Lisatietoa lukujoukoista ja reaalilukujen maaritelma loytyy kurssin ‘Lu-
kualueet’ luentomonisteesta [4].

Merkkid oo (joskus +o0), luetaan ddreton, kiaytetdan tarkoittamaan
kaikkia reaalilukuja suurempaa arvoa. Kyseessa ei ole luku; déretén ei kuulu
mihinkéan lukujoukkoon eiké silla voi laskea kuin reaaliluvuilla. Vastaavasti
merkintd —oo tarkoittaa kaikkia lukuja pienempaé arvoa, joka ei myoskaan
ole luku.

1.1 Laskusaannot
Reaaliluvut toteuttavat seuraavat laskusaannot:

Laskusaanto 1.1.1. Olkoon a,b,c € R. Talloin
1. a+b=>b+ajaab = ba (vaihdannaisuus).
2. a+ (b+c¢)=(a+0b)+cjaalbe) = (ab)c (liitdnndisyys). Sulut jatetddn
usein kirjoittamatta.
a(b+ ¢) = ab + ac (osittelu).
a+ (—a) =a —a =0 (vastaluku).
kun péatee a # 0, niin a - % = 1 (kaanteisluku).
kun pétee ab = 0, niin silloin ¢ = 0 tai b = 0. (tulon nollasaanto)

o Ot W

Lause 1.1.2 (Murtolukujen laskusdannét). Olkoot a, b, ¢ ja d reaalilukuja ja
b#0 jad+#0. Talloin lausekkeet a/b ja c/d on mdadritelty ja niilld pdtevdt
seuraavat laskusddnndt:

%Jrg: adbzbc (1.1.1)

% _ 2 _ “db;l be (1.1.2)
%.gz%d:% (1.1.3)
(Z)/<2>:Z~i:a:i:(l§fkunmyé’sc#() (1.1.4)
(1.1.5)

Yhteen- ja vihennyslaskun laskusaéntoja ei kannata opetella ulkoa, vaan
johtaa tarvittaessa kiyttamalla tietoa, ettd samaninimisid murtolukuja (eli
niitd, joilla on sama nimittdja eli alakerta) voi laskea yhteen ja vdhentéa.
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Yhteenlaskukaavan perustelu, joka kayttia kertolaskun kaavaa.

a C

a C
vTay Tt
_ad b
b d db
_ad, cb
Cb-d d-b
_ad, be
b-d b-d
_ad  be
©bd - bd
_ad+bc
bd

Matemaattisten todistusten lukemisesta voi lukea liitteesté [A.2

Esimerkki 1.1.3.
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Laskuista voi jattaa vélivaiheita pois sitda mukaa, kun ne alkavat suju-
maan, mutta jos joutuu ajattelemaan tai epailee jonkin vaiheen totuutta, niin
lisavalivaiheiden kirjoittaminen on hyva ratkaisu.

1.2 Jarjestys

Merkitsemme a < b, kun luku a on aidosti lukua b pienempi. Talloin myos b >
a, eli luku b on aidosti lukua a suurempi.
Merkinté a < b tarkoittaa, etta joko a < b tai a = b. Vastaavasti b > a.

Laskusdanto 1.2.1. Olkoot a, b ja ¢ reaalilukuja. Télloin:
1. Josa > 0ja b >0, niin ab > 0.
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2. Jos a>0jab <0, niin ab < 0.
3. Jos a <0 jab<0,niin ab > 0.
4. Jos a > b ja ¢ > 0, niin ac > bc.
5. Jos a > bjac<0,niin ac < be.

1.3 Potenssi

Reaaliluvun a potenssia merkitdéan a”. Jos p on positiivinen kokonaisluku,
niin a? = a - a - - - a, missé lukuja a on p kappaletta. Muut rationaalipotenssit
palautetaan yksinkertaiseen tapaukseen laskusaannéilla [1.3.1] Reaalipotenssit
palautetaan rationaalipotensseihin raja-arvoja kayttamalld; emme kasittele
asiaa enempédd tassd luentomonisteessa.

Merkinté a” on maéritelty, kun

l.a>0,peR

2.a#0,pe’Z

3.a=0,p>0

4. a € R, p on muotoa 1/m, missd m on pariton kokonaisluku.

Laskusdanto 1.3.1. Olkoot a,b,m,n € R. Seuraavat laskusdannot patevat,
kun potenssimerkinnat on maéritelty.
I.a™=1/a™
a™t" = a™ - q"
(a™)" = a™
(ab)™ =a™ - b™
a®=1kuna #0
0P =0kunp>0

SRRl

Olkoon a > 0 ja m positiivinen kokonaisluku. Saédnnon kohdan
perusteella
(al/m> =a' =a, (1.3.1)
joten

at/™ = ¥/a. (1.3.2)

Erikoistapauksena tistd \/a = a'/2, kun a > 0.
Emme todista seuraavaa vaitetta talla kurssilla.

Lause 1.3.2 (Potenssi ja jarjestys). Olkoot a ja b reaalilukuja ja p positiivinen
reaaliluku.

1. Aina a®> > 0.

2. Jos 0 <a<b, nitn0<al <.

Muistikaavat auttavat niin matematiikassa kuin péadssilaskussa:
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Lause 1.3.3 (Muistikaavat). Olkoot a ja b mitd tahansa reaalilukuja. Tdlloin
seuraavat yhtdldt ovat tosia:

(a+b)* = a®+ 2ab+ b? (1.3.3)
(a—b)? = a® —2ab+ b* (1.3.4)
(a+0b)(a—b) = a® — b (1.3.5)

Seuraava todistus noudattaa hyvin 16yhésti Leslie Lamportin ohjeistus-
ta [3].

Ensimmdisen muistikaavan todistus. 1. (a +b)> = (a +b) (a + b) potens-
sin maaritelmén nojalla.
2. (a+b)(a+b)=(a+b)a+ (a+0b)b osittelulain nojalla.
3. (a+0b)a+(a+b)b= aa+ba+ab+0bb osittelulain (ja vaihdannaisuuden)
nojalla.
4. aa + ba + ab + bb = a* + ba + ab + b* potenssin médritelméin nojalla.
. a?+ba+ab+ b = a® + 2ab + b* vaihdannaisuuden nojalla.
6. Aiempien kohtien yhtasuuruuksien perusteella (a + b)2 = a® + 2ab + b.
[

ot

Esimerkki 1.3.4. Jotkut pédassilaskut helpottuvat muistikaavoilla:
101% = (100 4 1)*> = 100* +2-100- 1+ 12 = 100004200+ 1 = 10201 (1.3.6)

Onko vastauksessa jarked? Ainoa tapa olla varma on todistaa vastaus oikeaksi,
mutta usein on olemassa tarkistuskeinoja, joilla voi helposti havaita joitakin
laskuvirheité. Jos laskemme 1002, niin vastauksen pitéisi olla vihin pienempi;
ja 100? = 10000, joka on vihan pienempi kuin 10201. Liséksi, koska 101 on
pariton luku, ja kahden parittoman luvun tulo on pariton, pitdisi vastauksen
olla pariton. 10201 on pariton.

Esimerkki 1.3.5. Osoita, ettd 22 — 6z + 12 > 0 kaikilla reaaliluvuilla z.

1. 22 — 62 +12 = 22 — 2 -2 - 3 + 12 laskemalla kertolasku 2 - 3 = 6, seka
vaihdannaisuudella.

2. 12 =9+ 3 = 3% + 3 yhteenlaskulla ja potenssin médritelmalla.

3.2 — 62+ 12 = (2> —2-2 -3+ 3%) + 3 edeltavien kohtien perusteel-
la. Sulut on lisatty selvyyden vuoksi ja liitdnnéisyys oikeuttaa niiden
lisaamisen.

4. (22 —2-2-3+32) +3 = (z — 3)* 4+ 3 muistikaavan nojalla .

2 Muistikaavaa kiytetdin “oikealta vasemmalle”, missi ei ole mitdin vadras —
yhtédsuuruusmerkki toimii molempiin suuntiin, koska se kertoo lausekkeiden saavan saman
arvon.
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5. Kaikilla reaaliluvuilla x patee (z — 3)2 > (0 potenssin ominaisuuksien
perusteella.

6. 2 — 62 + 12 > 0 + 3 kolmen edellisen kohdan perusteella.

7. 0+ 3 =3 > 0, mista vaite seuraa edellisen kohdan perusteella.

1.4 Vali

Maisritelma 1.4.1 (Valit). Avoin véli Ja,b[= {x € R;a < < b} on niiden
lukujen joukko, jotka ovat lukujen a ja b vélissé, poislukien paédtepisteet
a ja b. Myo6s merkintaa (a,b) kidytetadn, erityisesti englanninkielisissé
maissa.

Suljettu vali [a,b] = {z € R;a <z < b} on niiden lukujen joukko, jotka ovat
lukujen a ja b valissd, mukaanlukien pédatepisteet a ja b.

Puoliavoimet valit [a,b]= {z € R;a < z < b} on niiden lukujen joukko, jotka
ovat lukujen a ja b valissa, mukaanlukien paatepiste a ja poislukien
péétepiste b. Vastaavasti |a,b] = {z € R;a < x < b}. Puoliavoin vili ei
ole avoin eiké suljettu.

Rajoittamattomat valit [a,00[= {z € R;a < 2} on niiden lukujen joukko, jotka
ovat suurempia tai yhta suuria kuin luku a; véli on suljattu. Vastaavasti
Ja,00[={z € R;a < z} on avoin vili, | — co,b[= {z € R;x < b} on avoin
vili ja | — 00,b] = {z € R;z < b} on suljettu vili.

Reaaliakseli | — co,00[= {z € R} = R on kaikkien reaalilukujen joukko, ja
seké avoin etta suljettu véli.

Tyhja joukko 0 on tyhja joukko, johon ei kuulu mikaan luku. Tyhja joukko
on seké avoin ettéd suljettu vali.

Huomaa, ettd merkintoja kuten [a,00] ei ole méaéritelty; koska dareton
ei ole luku, ei voida mielekkéésti kirjoittaa sen kuulumisesta reaalilukujen
muodostamalle valillaF]

1.5 Lauseke

Lauseke koostuu luvuista ja muuttujista, jotka on yhdistetty laskutoimituksilla
niin, ettd kun muuttujille antaa arvot, lausekkeella on jokin reaaliluku arvona.
Sulkeita kdytetadn laskujérjestyksen méarittamiseksi.

Lauseke on hyvin maéritelty, jos sen arvon voi laskea. Esimerkiksi nollalla
jakamisesta tai negatiivisen luvun neliGjuuren ottamisesta seuraa, etta lauseke
ei ole hyvin méaritelty, eikd sen arvoa voi laskea.

3 “Misté ei voi puhua, siité on vaiettava.” [5]
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Esimerkki 1.5.1 (Lausekkeita). Seuraavat lausekkeet ovat hyvin méériteltyja:

(2-4—m)-e (1.5.1)
11z
- 1.5.2
y* + 5w ( )
Seuraava lausekke on médritelty hyvin, kunhan x # 2:
666
016 —— 1.5.3
e (1.5.3)

Seuraava lausekke on maéritelty hyvin, kunhan x < 5:

V5 —z. (1.5.4)

Tehtava 1.5.2. Etsi nelja virhettéd (jotka estévit lauseketta olemasta hyvin
méaritelty):

(6 —r i F+) 0, (1.5.5)

1.6 Funktio

Funktio eli kuvaus f: A — B on sidinto, joka liittda jokaiseen joukon A
alkioon tésmélleen yhden joukon B alkion; merkintd télle on f(a) = b,
kun a € A ja b € B. Joukkoa A kutsutaan funktion f maérittelyjoukoksi
ja joukkoa B maalijoukoksi. Kaksi funktiota ovat samat, jos niilla on sa-
ma madarittelyjoukko, sama maalijoukko, ja sama sadnto. Talla kurssilla
madrittelyjoukkona on yleensé kaikkien reaalilukujen joukko R, joku sen vili,
tai useamman valin yhdiste. Maalijoukkona on reaalilukujen joukko R. Funk-
tion sdanto ilmaistaan usein lausekkeena, jonka on oltava hyvin maéritelty
funktion méaarittelyjoukossa.

Reaalifunktio tulkitaan usein sen kuvaajan eli graafin kautta. Talloin
funktion méaarittelyjoukko on koordinaatiston vaaka-akselin suuntainen (usein
x-akseli) ja maalijoukko on pysty- eli usein y-akselin suuntainen. Funktion
arvo jossain pisteesséd kertoo, kuinka korkealle funktion kuvaaja piirretaan
kyseisen pisteen kohdalla.

Esimerkki 1.6.1. Maéaritelladn kuvaus v: L — {vihre, keltainen, punainen, ei toimi}
asettamalla L olemaan liikennevalojen joukko ja madrittamaélla kuvauksen
arvo liikennevalon ndyttdméan varin mukaan (tietylld ajanhetkelld, esimerkiksi
taméan tekstin kirjoitushetkelld).

Madritelladn kuvaus j: E — Z seuraavasti: F on selkdrankaisten eldinlajien
joukkd!] Z on kokonaislukujen joukko, ja funktio j kertoo, kuinka monta

4 Jatdmme téssd huomiotta, ettd eldinlaji on varsin hankala kisite mééritelld tarkasti.



1 Luku, joukko ja funktio 9

jalkaa terveelld ja aikuisella kyseisen eldinlajin edustajalla on. Esimerkik-
si j(koira) = 4, mutta j(limasieni) ei ole méaéritelty, koska limasieni ei ole
selkdrankainen. Millekdan elainlajille z ei péde, etta j(z) = 7, mutta 7 € Z;
tdma ei ole ongelma, vaan kuvauksen maéritelméa sallii tamén.

Esimerkki 1.6.2 (Lausekkeiden avulla méaéariteltyja funktioita). Funktio g: R —
R,

1
g(c) = 5c2 —4c — 11, (1.6.1)
on hyvin méaritelty — lauseke saa reaalilukuarvon kun muuttujan ¢ paikalle

laitetaan mika tahansa reaaliluku.
Funktio f: R\ {0} — R,

flu) =u, (1.6.2)

on hyvin maéritelty, koska —1 € Z. Funktio ei olisi maéritelty kaikilla reaalilu-
vuilla, koska f(0) ei ole mééritelty; siksi nolla on poistettu méadrittelyjoukosta.
Funktio h: [-2,11 4+ 7] — [0,00],

h(a) = Va + 5, (1.6.3)

on hyvin maééritelty. Sen voisi méaritelld suuremmassa joukossa [—5,00[
samalla lausekkeella, mutta néin ei tarvitse tehda.

1.7 Summamerkinta

Kreikkalainen kirjain sigma, kirjoitetaan isona kirjaimena 33, vastaa aak-
kostomme S-kirjainta. Symbolia kiytetdin lyhentiméadn pitkd yhteenlaskull
lyhyemmaksi. Merkinta

> 10) (171)

tarkoittaa lauseketta f(a)+ f(a+1)+ f(a+2)+... f(b—1)+ f(b). Merkinta
olettaa, ettd a ja b ovat kokonaislukuja ja a < b. Kirjaimen j paikalle siis
sijoitetaan ensin a, sitten a + 1, ja jatketaan kunnes vastaan tulee luku b.
Kaikki nain saadut luvut lasketaan yhteen.

Indeksiné voi olla jokin muu kirjain kuin j; ¢ ja k& ovat suosittuja.

5 Summa, eli S, eli . Vastaavasti tulo product voidaan lyhentdid p-kirjainta vastaavalla
kirjaimella pii, eli II.
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Esimerkki 1.7.1.

4
S2=2.042-142-242.34+2.4=20 (1.7.2)
=0
3 er 62-2 62-3 14 6
_ _ Ll 1.7.3
kz:;k;—zl 2-4 3-4 2°°° (1.73)
n 1
Zj:1—|—2+3—|—...+(n—1)+n:§n(n+1) (1.7.4)
j=1

1.8 Itseisarvo

Reaaliluvun a itseisarvo, merkitaan a, méaritelladn lausekkeella

a, kun a > 0
la] = = (1.8.1)
—a, kuna<0.
Itseisarvo on myo6s funktio || : R — [0,00[, jonka sdannén maarad lause-

ke (L5).

Esimerkki 1.8.1. e [11| =11, koska 11 > 0.
e |—11| = —(—11) = 11, koska —11 < 0.
e Kaikille reaaliluvuille y pitee |y* + 4] = y? + 4, koska y* +4 > 4 > 0.
e |x| =4 jos ja vain jos x = 4 tai x = —4.

Lause 1.8.2 (Itseisarvon ominaisuuksia). Kaikille reaaliluvuille x ja y pdtee

o [z|>0

e |z| = 0 vain ja ainoastaan kun x =0
o |zy| = |z||y]

o |x| + |y| > |z +y| (kolmioepdyhtdls)

I[tseisarvo tulkitaan luvun etaisyydeksi nollasta, tai luvun ja nollan valisen
janan pituudeksi.

2 Yhtilot ja epiyhtalot

Matematiikassa yhtialo koostuu kahdesta lausekkeesta, joiden vélilla on
yhtédsuuruusmerkki =.

Yhtaloa ratkaistessa pyritdan etsiméan se tai ne muuttujan tai muuttujien
arvot, jotka toteuttavat annetun kaavan. Muuttujien arvoja kutsutaan yhtalon
ratkaisuiksi, ja niiden muodostamaa joukkoa yhtalon ratkaisujoukoksi.

Epiayhtalosséi on kaksi lauseketta, joiden valilld on joku suuruussuhteesta
kertova merkki: <, >, < tai >. Epayhtélolla on harvoin vain yksi ratkaisu;
yleensa niité on useita tai ei yhtaan.
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2.1 Yhtalon ratkaiseminen

Esimerkki 2.1.1. e Yhtalolld 2x = 14x — 6 on ainakin yksi ratkaisu,
x = 1/2. Yhtéloa ratkaistessa selvitetdan, ettd ratkaisuja on vain yksi.
Palaamme asiaan myohemmin.

e Yhtélolla y = y on ddrettomén monta ratkaisua; jokainen reaaliluku y €
R toteuttaa sen.

e Yhtalolla z = |z| on myos ddrettoman monta ratkaisua; kaikki ei-
negatiiviset reaaliluvut z € [0,00[ toteuttavat yhtdlon. Taméa on helppo
todeta itseisarvon maaritelmésta.

e Yhtélolla z = x + 1 ei ole ratkaisuja. Perustelemme taméan my6hemmin.

Jos yhtélossé olevilla vapaille muuttujille kiinnitetddn lukuarvot, niin
yhtélo on viite, jolla on totuusarvo; yhtasuuruus joko patee tai ei pade. Kun
ratkaisee yhtalod, on tarkedad olla muuttamatta yhtéalon totuusarvoa. Kaksi
operaatiota ovat turvallisia, eli eivat muuta yhtalon totuusarvoa:

1. Sieventdminen. Tarkemmin yhtélon jommalla kummalla puolella olevan
lausekkeen sieventdminen. Sieventdminen ainoastaan muuttaa lausek-
keen ulkoasua, ei arvoa, joten se on turvallista.

2. Saman laskutoimituksen tekeminen yhtélon molemmille puolille. Jos
yhtélon molemmilla puolilla on sama arvo ja niille tehdaén sama asia,
on myos tulos yhta suuri. Téten tosi yhtalo siilyy totena. Myos epéatosi
yvhtalé voi muuttua todeksi; esimerkiksi jos epatoden yhtalon 1 = 2
molemmat puolet kertoo luvulla nolla, tuloksena on tosi yhtalo 0 = 0.
Epatoden muuttuminen todeksi voi tapahtua vain silloin, jos yhtéalon
molemmille puolille tehdyllé operaatiolle ei ole kidanteisoperaatiota, joka
palauttaa tilanteen entiselleen. Nollalla kertomiselle kdéanteisoperaatiota
ei ole.

Sieventamisen ja operaatioiden tekemisen tavoitteena on selvittad, mitké
muuttujan arvot (jos mitkaan) toteuttavat yhtalon. Yleensa tdméa onnistuu
(jos onnistuu) siirtdmalla tuntemattomat tekijat yhdelle puolelle yhtdloa ja
tunnetut termit toiselle, joskin muitakin tapoja 16ytyy, eikd tdméa aina toimi.
Yleisessa tilanteessa yhtdlon ratkaisemiseksi ei ole mitddn varmaa ja
aina toimivaa keinoa, vaan se vaatii kokemusta ja pelisilmaé.

Esimerkki 2.1.2. Tutkimme yhtéloéd

2z = 14z — 6. (2.1.1)

Yhtélon molemmat puolet ovat melko yksinkertaisia, joten emme sievenna
niitd pitemmaélle. Haluamme siirtdd kaikki tuntemattoman muuttujan x
sisaltavat termit yhdelle puolelle ja muut toiselle. Ensin vahenndmme yhtalon
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molemmilta puolilta 14x, eli lisidmme yhtdalon molemmille puolille —14x,
jolloin saamme
20 — 14z = 142 — 6 — 14x. (2.1.2)

Sieventamalld saamme
— 12z = —6. (2.1.3)

Muuttuja x esiintyy ainoastaan yhtalon vasemmalla puolella, mutta silla on
vield kiusallinen kertoja —12. Jakamalla yhtalén molemmat puolet luvulla —12
saamime

—12 —6
—— (2.1.4)
—12 —12
josta sieventamallé tulee
1
=—. 2.1.5
= (2.15)

Kaikki suorittamamme laskutoimitukset voi kaantaa eli niille on olemas-
sa kdanteisoperaatio: kertominen luvulla —12 tai vidhentamalla molemmilta
puolilta —14z (joka on yhtépitavaa luvun 14z lisdamisen kanssa). Nailla toi-
milla ja sieventaméalla padsemme lopullisesta yhtélosta x = 1/2 alkuperdiseen
yhtdloon 2z = 14x—6. Osoitimme siis, ettd z = 1/2 jos ja vain jos 2z = 14x—6,
eli ettd yhtalolla 2o = 14x — 6 on vain yksi reaalilukuratkaisu, z = 1/2.

Yleensd matematiikassa yhtélo ratkaistaan lyhyemmalla merkitatavalla,
jossa mukana on kaksi symbolia:

Yhtapitavyys eli ekvivalenssi <=, luetaan ‘jos ja vain jos’, ‘aina ja vain kun’,
‘vain ja ainoastaan kun’ tai ‘tdsmélleen kun’

Seuraus eli implikaatio =, luetaan ‘jos [edeltavé viite], niin [seuraava vaite]’,
tai ‘[edeltdvista véitteestd] seuraa [seuraava véite]’. Joskus kdytossd on
myo6s <=, joka tekee saman toiseen suuntaan.

Yhtéapitavyys vastaa tarkalleen seurausta molempiin suuntiin.

Kun ratkaisee tai muokkaa yhtaloa, yhtapitavyysmerkkia voi kayttaa
seuraavissa tilanteissa:
e Yhtdlon toista tai molempia puolia sievennetaén.
e Yhtdlon molemmille puolille tehddédn sama operaatio, jolle on olemassa
kaanteisoperaatio.
Seurausnuolta = voi kayttaéd, kun
e Yhtépitavyysmerkkia voi kayttaa.
e Yhtalon molemmille puolille tehdddn sama operaatio, vaikka sille ei
olisi kadnteisoperaatiota.

Esimerkki 2.1.3. Ratkaisemme yhtalon

20 = 142 — 6
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ja kdytamme yhtépitavyys- ja seurausmerkitoja:

20 =142 -6 | — 14z
& 2¢ — 14z = 140 — 6 — 14 (sievennys)
& 12 6 [ ( ! >
— xr = — . _—
12
s e(g)mo (o) e
x 5) = D sievennys
- 1
r=—.
2

Siis luku x on alkuperéisen yhtalon ratkaisu jos ja vain jos x = 1/2. Yhtéapitavyyden
voi péatella, koska yhtaloa ratkaistessa jokainen vaihe oli joko sievennys tai
yhtélon molemmille puolille suoritettu kdantyva operaatio.

Tarkastus Sijoita arvo x = 1/2 alkuperiiseen yhtdloon ja saat sieventdmisen
jalkeen 1 = 1, eli yht4lo on tosi kun x = 1/2. Kaikkien mahdollisten arvojen
saavuttamista ei voi tarkistaa milladn muulla yleispatevalld keinolla kuin
yhtalon ratkaisemalla.

Esimerkki 2.1.4.

r=x+1 | — =z
& r—r=cs+1—2x (sievennys)
& 0=1,

joten yhtalo x = x + 1 ratkeaa jos ja vain jos 0 = 1. Koska 0 # 1 riippumatta
muuttujan x arvosta, ei yhtalolld ole ratkaisuja.

Kokemuksen karttuessa vélivaiheita voi vahentda, mutta aina jos yhtélo
vaikuttaa vaikealta, vélivaiheiden liséaminen on hyvé ensimmaéinen etenemis-

yritys.

Esimerkki 2.1.5. Metsapalsta on suorakulmion muotoinen ja sen pitempien
sivujen pituus on kolminkertainen verrattuna lyhempien sivujen pituuteen.
Palstan pinta-ala on 30 hehtaaria. Kuinka pitkét sivut palstalla on?

Haluamme tietdd sivujen pituudet. Annamme nimen toiselle; koska kol-
mella kertominen on mukavampaa kuin kolmella jakaminen, annamme nimen
lyhyemmélle sivulle; olkoot se [ (niin kuin lyhyt tai length). Téll6in pitkan
sivun pituus on 3/. Saamme yhtalén

30 -1 =30 ha, (2.1.6)
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missa palstan lyhyemmaén sivun pituus [ on positiivinen reaaliluku pituuden
yksikon kera. Ratkaisemme yhtélon:

31 -1 =30 ha (sievennys)
1
& 31* = 30 ha I3
& 1> =10 ha v

I 4/10 ha tai (si )
= sievennys
—+v10 ha Y
N - v/10 hm tai 1> 0
—v/10 hm
& [ = /10 hm.

Hehtometrin sijaan voisimme kirjoittaa myos, ettd [ = 4/10 - 100 metria tai
[ = v/10/10 kilometria. Likiarvona lyhyen sivun pituus [ &~ 300 metria ja
pitkdn sivun pituus 3/ = /10 - 300 m ~ 900 metria.

Esimerkki 2.1.6. Ratkaisemme toisen asteen yhtalon nelioksi tdydentamall&
eli muistikaavan avulla. Tavoitteena on saada yhtéalon yhdelle puolelle lause-
ke (az + b)2 (missa a, b ovat reaalilukuja ja z on muuttuja) ja toiselle puolelle
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pelkka luku.

22 =572 | — 5z
& 22 —5r=5:—-2—"5z (sievennys)
) 5\2
2
—9.2,—_9 b
& 2 5 |+ <2>
) 5\2 5\2
& 2 -2 g%t (2> =2+ (2> (muistikaava)
5\2 5\2
& (z — 2) =2+ <2> (sievennys)
5\ 2 4 25
& <z - 2) = -2 it (sievennys)
2
— 2
& <z - 5) _8E (sievennys)
2 4
5\* 1
& -] == Vv
<Z 2) 1 ”
b} T tai
& o5 = {\_/:17 (sievennys)
4
5 YT tai 5
5.5 Y43 tai
& s + 5= _2\/?1—7 j_ 5 (sievennys)
VITH5 -
o L { 5 tai
—VIT+5
5.

Siis yhtélon ratkaisujoukko on

{\/1_7+57—\/1_7+5}‘

2 2

2.2 Epayhtalon ratkaiseminen

Epéyhtélon ratkaisujoukko koostuu niista muuttujien arvoista, joilla epayhtélo
on tosi. Epayhtalon ratkaiseminen tarkoittaa tédméan joukon selvittamisté.

Esimerkki 2.2.1. Huomaa, ettd kun epayhtalon molemmat puolet kerrotaan
negatiivisella luvulla, niin epayhtalomerkki vaihtaa suuntaansa. Téma perus-
tuu laskusadntoon [1.2.1] kohta 5. Kohdan 4 perusteella jarjestys ei vaihdu,
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kun epayhtélon molemmat puolet kerrotaan positiivisella luvulla.

FT<T - 7 | —x
2

& AN T—x (sievennys)

3 5
- e
& —?w- (—Z) > —T7- (—2) (sievennys)
= x> 3£

R

Epéayhtalon ratkaisujoukko on laskun perusteella avoin véli ]%,oo[

Tarkistus Sijoitamme epéayhtaloon hyvin negatiivisen luvun, vaikkapa —1000,
suuren positiivisen luvun, vaikkapa 1000, ja rajatapauksen %5 Lisdvarmistuksena
voi viela sijoittaa vahan rajatapausta suuremman luvun, esimerkiksi 15, ja
vahan sitd pienemmén luvun, kuten 10. Talldin epayhtalon pitaisi olla totta

jos ja vain jos sijoitettu luku kuuluu ratkaisujoukkoon.
Esimerkki 2.2.2 (Itseisarvoepéayhtdlo).
|z —2| <3

Itseisarvo on méaaritelty paloittain, erikseen positiivisille ja negatiivisille lu-
vuille, joten tutkimme epayhtélod vastaavasti paloittain.
Olkoot ensin z — 2 > 0, eli yhtapitavasti > 2. Téalloin

lr —2| <3 (x—22>0)
& r—2<3 | +2
& r < 5.

Siis, jos z > 2, niin epayhtald on tosi jos ja vain jos z < 5. Osa ratkaisujoukosta
on siis [2, 5].
Tutkitaan seuraavaksi tapausta x — 2 < 0, eli yhtapitavasti x < 2. Télloin

|lr—2] <3 (x—2<0)
& —(r—2)<3 (sievennys)
& 2-1<3 | -2
& e <1 I (-1)
& r > —1.
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Siis, jos © < 2, niin epdyhtélé on tosi jos ja vain jos x > —1. Osa ratkaisujou-
kosta on siis [—1,2][.

Koska tapaukset x > 2 ja x < 2 kattavat kaikki mahdollisuudet, olemme
loytaneet koko ratkaisujoukon [—1,5].

Tarkistus: Sijoita epayhtaloon rajatapaukset —1 ja 5, jokin selvésti valilla
kuuluva arvo kuten 3, hiukan valin ulkopuolella olevat arvot kuten —2 ja 6,
seka todella suuri ja todella pieni arvo kuten —10000 ja +10000.

2.3 Yhtaloryhman ratkaiseminen

Yhtéloryhmé koostuu joukosta yhtéloitéd, jotka kaikki halutaan ratkaista sa-
malla kertaa. Kahden yhtalon ryhméa kutsutaan yhtéalopariksi. Yhtaloryhmén
ratkaiseminen tarkoittaa ratkaisujoukon etsimista. Yhtaloryhmien ratkaise-
miseksi ei ole yleispatevad menetelméaéd, mutta paremman idean puutteessa
voi yrittdd aina esittdd yksittdisen muuttujan muiden avulla ja jatkaa tata
kunnes jaljella on endd yhden muuttujan yhtélo tai prosessi pysdhtyy.

Esimerkki 2.3.1.

1
8Y =S 2.3.1
{\/ﬁx—7 = 10y + 2 (23.1)

Ratkaistaksemme yhtéloparin tarkastelemme ensin toista yhtaloa yksindén;
paatamme ratkaista muuttujan y ensimmaisesta yhtélostd (koska ndyttaa,
ettd syntyvddn yhtaloon ei tule murtolukuja tai muuta hankalaa).

L3 |3
3
1
& Y 3=383—-x)-3 (sievennys)
& y=9—3x.

Syntynyt yhtalo on yhtéapitdva alkuperéisen kanssa, joten (halutessamme)
voimme Kkirjoittaa yhtaloparin muotoon

Y =9—-3z
2.3.2
{ﬁz—? = 10y + 2. ( )

Sijoitamme ensimméisessa yhtélossé ratkaistun lausekkeen toiseen yhtéloon —
jokainen y toisessa yhtalossa korvautuu lausekkeella 9 — 3x — ja ratkaisemme



2 Yhtalot ja epayhtalot 18

syntyneen yhtalon jiljelle jadvan muuttujan x suhteen:

V3x — 7 =10y + 2 (sijoitus y = 9 — 3x)
= V3r —7=10-(9 — 3z) +2 (sievennys)
& V3x —7 =92 — 30z | + 30z + 7
& V3r—T74+30x+7=92-30z+30x+7 (sievennys)
1

& V3+30) 2 =99 -

( )z TNV

99

=

T 30+43
99

Péattelimme, ettéd jos alkuperdinen yhtélopari toteutuu, on oltava z = 043"
Tamén tiedon voi sijoittaa kumpaan tahansa yhtaloon ja saa yhtédlon, jossa
on ainoastaan yksi tuntematon muuttuja y. Kaytdmme ensimmaista yhtaloa,
koska se nayttaa yksinkertaisemmalta:

99
=9—-3z sijoitus £ = ———
Y ( ! 30 + \/§>

99
= y=9-3- N+ 3 (sievennys)
- 297 (s )
=9 — sievennys
/ 30+ /3 Y
30 3 297
& y=9 V3 (sievennys)

3043 30+4/3
& Yy = 270 +9v3 - 297 (sievennys)
30+v3  30+3
& y = 270 — 297 + 93 (sievennys)
30 +/3
—27+ 93
30 ++/3
—V3+1

10V3 + 1

Saimme siis laskettua, ettd jos yhtalolla on ratkaisu, niin se on pari

& y = (sievennys)

& y=9

r = 99
B 30#_/33“ (2.3.3)
y = 10v/3+1°

Koska osana ratkaisua sijoitimme arvoja yhtaléihin, emme tiedé, onko pari var-
masti ratkaisu. Sen saa selville sijoittamalla arvot alkuperdiseen yhtalopariin.
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Koska arvot toteuttavat yhtalon ja ovat ainoa mahdollinen yhtalon toteuttava
pari, on yhtélopari ratkaistu.

2.4 Epadyhtaloryhman ratkaiseminen

Epayhtaloryhmaé, jossa on useita epayhtaloita ja useita muuttujia, tulee
harvoin vastaan emmeké késittele sitéa talla kurssilla. Myos ratkaisujoukon
kirjoittaminen olisi hankalaa.

Sen sijaan tutkimme tilannetta, jossa on yksi muuttuja ja useita epayhtaloita.
Talloin jokainen epayhtalo antaa rajoitteita muuttujan sallitulle arvolle. Kaik-
kien rajoitteiden huomioiminen samaan aikaan antaa ratkaisujoukon.

Mikéan ei estda asettamasta sekéd yhtaloitd ettd epayhtalditd samaan
ryhméén, jolloin ratkaisuiden tulee toteuttaa kaikki niistd samaan aikaan.

Esimerkki 2.4.1.
4t — 1 <11 -—2¢

(2.4.1)
3+ 14t —2m < 16t + 3.
Ratkaisemme ensin ensimméisen epéayhtélon.
4 —1<11 -2t |+ 142t
& A —1+14+2t<11—-2t4+1+2¢ (sievennys)
& 6t <12 | - 1/6 ja sievennys
& t<2.

Ensimméinen epédyhtilo toteutuu siis vain ja ainoastaan, kun ¢t < 2 eli
t €] —o00,2].
Ratkaisemme seuraavaksi toisen epayhtélon.

34 14t — 27 < 16t + 3 | —3— 14t
& 3414t —27—3— 14t < 16t +3 —3 — 14t (sievennys)
& —2m < 2t | - 1/2 ja sievennys
< —m <t

Toinen epédyhtalo on siis yhtapitavaa ehdon —7 < t kanssa, eli yhtalon ratkai-
sujoukko on | — m,00[. Kun otamme huomioon seké ensimmaisen etté toisen
epayhtalon antaman rajoitteen, saamme ehdon —7 < t < 2, eli epayhtéloparin
ratkaisujoukko on | — 7,2].
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3 Analyyttinen geometria

Analyyttisesséd geometriassa geometrisia ongelmia ratkaistaan algebran (ja jo-
pa analyysin) koneistolla, eli yhtaléiden ja muuttujien avulla, sekd myohemmin
integraali- ja differentiaalilaskennalla.

Peruskasite analyyttisessd geometriassa on koordinaatisto. Koordinaa-
tiston nollapiste on nimeltdan origo. Jokainen kaksiulotteisen avaruuden
piste esitetddan lukuparina (a,b), missé a kertoo kuinka pitkélle origosta liiku-
taan ensimméisen koordinaatin suuntana, ja b kertoo kuinka pitkalle liikutaan
toisen koordinaatin suuntaan. Luvut a ja b voivat olla my0ds negatiivisia tai
nollia. Piste (0,0) on origo.

Usein ensimmaista suuntaa tai koordinaattia merkitaén kirjaimella x ja
toista kirjaimella y, mutta myos esimerkiksi x; ja xo ovat kaytossd, samoin
kuin monet muut merkinnédt. Talla kurssilla kdytamme z- ja y-akseleita
ja koordinaatteja. x-koordinaatti on vaakasuora ja positiivinen suunta on
oikealla; y-koordinaatti on pystysuuntainan ja positiivinen suunta on ylos.

3.1 Suora

Suoran yhtélé on
y=kx+Db, (3.1.1)

missa k ja b ovat reaalilukuja.

Jokainen lukupari (z,y), joka toteuttaa yhtélon [3.1.1] on kyseisen suoran
piste, ja jokainen suoran piste toteuttaa kyseisen yhtalon. Lukua k& sanotaan
suoran kulmakertoimeksi. Kulmakertoimen voi tulkita suoran jyrkkyydeksi;
positiivinen kulmakerroin tarkoittaa nousevaa suoraa ja negatiivinen laskevaa.
Kulmakerroin 0 tarkoittaa vaakasuoraa suoraa. Pystysuoraa suoraa ei voi
esittaa yhtalon avulla, vaan pystysuoran suoran yhtalo on

r =c, (3.1.2)
missé ¢ on reaaliluku.

Esimerkki 3.1.1. Piste (1,2) kuuluu suoralle y = —x + 3, koska yht&lo
toteutuu kun z = 1 ja y = 2. Piste (1,2) ei kuulu suoralle y = x — 1, koska
sijoittamalla arvot x = 1 ja y = 2 yhtéloon saamme epatoden vaitteen 2 = 0.

Pisteen kautta kulkeva suora. Pisteen (z,y0) kautta kulkevan suoran
yhtélo on

Yy —yo = k(z — x), (3.1.3)
missé kulmakerroin k& on sama kuin suoran yhtélossa (3.1.1)).
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Suora yleisessa muodossa Suoraan voidaan myos esittéd yleisessd muodos-

sa
Az + By +C =0, (3.1.4)

missd A, B ja C ovat reaalilukuja ja A tai B ei ole nolla.

Suorien yhdensuuntaisuus ja kohtisuoruus. Suorat ovat yhdensuuntaisia
jos ja vain jos niilld on sama kulmakerroin. Suorat ovat kohtisuoria jos ja vain
jos niiden kulmakerrointen tulo on —1.

Lause 3.1.2. Olkoot | suora ja P piste. Tdlléin on olemassa tdsmdlleen
yksi suoran | kanssa yhdensuuntainen suora, joka kulkee pisteen P kautta,
ja tasmdlleen yksi suoran | kanssa kohtisuora suora, joka kulkee pisteen P
kautta.

Todistuksen idea. Oletetaan, ettd suora on Kkirjoitettu muodossa y = kx +
b tai x = c. Lasketaan suoran kanssa yhdensuuntainen/kohtisuora suo-
ra. Lasku osoittaa, ettd kyseinen suora on ainoa mahdollinen yhdensuun-
tainen /kohtisuora suora. Tarkistetaan, ettd se oikeasti on yhdensuuntai-
nen/kohtisuora ja kulkee annetun pisteen kautta. ]

Esimerkki 3.1.3. Suora kulkee pisteen (—1, —4) kautta ja sen kulmakerroin
on 5. Madritdmme suoran yhtalon.

Sijoitamme arvot k =5, z = —1 ja y = —4 suoran yhtéloon (3.1.1)):
—4=5-(=1)+0b.
Sieventamélla saamme b — 5 = —4, josta b = 1. Suoran yhtélé on siis
y =5x + 1.

Esimerkki 3.1.4. Suora kulkee pisteiden (2, — 1) ja (—+/5,2) kautta. Sel-
vitdmme suoran yhtdlon ja (erityisesti) kulmakertoimen.
Sijoitamme ensimmaéisen pisteen (zo,y0) = (2, — 1) pisteen kautta kulkevan

suoran yhtéaloon (3.1.3):
y—(=1) = k(z - 2),

eli yhtapitavasti
y+1=k(z—2). (3.1.5)

Koska toinen piste on samalla suoralla, on sen toteutettava syntynyt suoran
yhtlé. Sijoitamme toisen pisteen (z,y) = (—+/5,2) yhtiloon (3.1.5):

24+ 1=k(—V5-2). (3.1.6)
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Yhtapitavasti

3 8(5-7
k_—(\/g+2)_—(\/5+2) (\/5_2)—6—3\/5. (3.1.7)

Kun kulmakertoimen arvon ja esimerkiksi pisteen (z,y) = (2, — 1) sijoittaa

suoran yhtaloon (3.1.1)), saa
~1=(6-3V5) -2+, (3.1.8)

josta voi ratkaista termin b arvoksi
b=-1-2(6-3V5) = -13+6V5. (3.1.9)
Siis suoran yhtélé on
y=(6-3V5)z—13+6V5. (3.1.10)

Vaihtoehtoisesti voimme kayttda suoran yhtaloa (3.1.1). Sijoittamalla
ensin yhden ja sitten toisen pisteen yhtaloon saamme yhtaloparin

-1 =2k+0b
- (3.1.11)
2 =—V5k+b.
Ensimmaéinen yhtélé on yhtapitdvé yhtalon b = —2k — 1 kanssa. Kun tdmén
sijoittaa toiseen yhtaloon, saa
2=—(V5+2)k—1 | +1
—1
& 3=—(V5+2)k :
N A s
3
& —— =k
V5 +2
Kulmakertoimen arvon voi sieventdd kuten yhtalossa (3.1.7). Taten
b=—2k—1=-12+6V5—1=—13+6V5. (3.1.12)

Nailla tiedoilla yhtélon voi muodostaa kuten ensimmaisessé vaihtoehdossa.

Lause 3.1.5. Yleisessd muodossa annettu suora
Az + By+ C =0, (3.1.13)

missi A # 0 tai B # 0, toteuttaa suoran yhtdlon
y=kx+0btaiz=ec. (3.1.14)
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Todistus. Suora on annettu yleisessd muodossa
Az + By+ C =0. (3.1.15)

Jos B # 0, niin kirjoitamme suoran yhtdalén muodossa y = kx +b. Jos B =0,
niin kirjoitamme suoran yhtalon muodossa x = c.

Olkoot siis ensin B # (. Télloin

Az +By+C =0 | — Az —C
1
& By=—-Ax—-C ||(B>
YTTBTT B

Siis suoran kulmakerroin k = —A/B ja b= —C/B.
Olkoot sitten B = 0. Télloin, suoran yleisen muodon maéritelmén mukaan,
A#0ja

Ar+ By+C =0 sijoitus B =0

= Az +C =0 | —C

1

Ar = — (=

< v=-C | (A)
g T = —9
=7
joka on halutussa muodossa. O]

Seuraavan lauseen todistus jda harjoitustehtavaksi:

Lause 3.1.6. Suora, joka on esitetty yhtilon y = kx + b tai yhtilon x = ¢
avulla (k,b,c € R), voidaan kirjoittaa myds yleisessd muodossa

Ax+ By +C =0, (3.1.16)
missi A, B ja C' ovat reaalilukuja.

Yhdessad ndmé lauseet kertovat, ettd suoran yleinen muoto ja erityiset
suoran yhtélot sisdltdvat saman tiedon. Se, kumpaa esitystapaa suoralle
haluaa kayttaa, riippuu sitd mihin kysymyksiin haluaa vastauksia tai mihin
suoraa haluaa hyodyntaa.

Esimerkki 3.1.7. Olkoon suoran [ kulmakerroin —4. Mika on sellaisen suoran
yhtélo, joka kulkee pisteen (—1, — 1) kautta ja on kohtisuorassa suoran [
kanssa?
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Suorat ovat kohtisuorassa, kun niiden kulmakerrointen tulo on —1. Téten
pyydetylle suoralle patee k = 1/4. Sijoitamme suoran yhtaloon pisteen (z,y) =
(—1, — 1) ja kulmakertoimen k = 1/4:

1
y=kx+b (sijoituksety:—1,x:—1,k:Z)
1 1
= 1= b -
4 + I+ 4
3
= —— =b.
4

Jos kysytty suora on olemassa, on sen yhtélon siis oltava

1 3

Suora on olemassa lauseen nojalla.

3.2 Ympyra

Ympyraksi kutsutaan niiden pisteiden joukkoa, jotka ovat annetun etéisyyden
eli siteen (usein r eli radius) pidssi annetusta pisteesté eli keskipisteesta.
Analyyttisessd geometriassa ympyra tarkoittaa nimenomaan ympyran kehaé.

Olkoot ympyran keskipiste (z¢,y0) ja side r > 0. Ympyran yhtélo keski-
pistemuodossa on talloin

(x—20)* + (y — y0)* = r°. (3.2.1)

Vain ja ainoastaan ne pisteet (z,y), jotka toteuttavat ympyran yhtalon,
kuuluvat ympyrédén (eli ympyran kehélle).

Esimerkki 3.2.1. Piste (2,1) ei kuulu 4-séteiselle ympyrélle, jonka keskipiste
on (z9,y0) = (—1,3). Ympyréin yhtélé on

(x— (1)) +(y—3)* =4~ (3.2.2)
Pisteen (x,y) = (2,1) sijoittaminen johtaa yhtaloon
(2+1)*+(1—3)* =16, (3.2.3)

joka on yhtéapitavad yhtalon 13 = 16 kanssa. Tama yhtalo on epétosi, joten
tutkittu piste ei kuulu ympyrélle.
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Esimerkki 3.2.2. Maaritdimme ympyran keskipisteen ja sédteen, kun ympyran
maéarittda yhtalo
2? —dx+ (4 +y)° —44 = 0. (3.2.4)

Haluamme muuttaa yhtalon keskipistemuotoon.

B —dr+ (Ad+y)’ —dd=a22—2. 20+ (y — (—4))° — 44
=22 =220 422224 (y—(—4))* —44
= (z—2)" + (y — (—4))” — 48.

Siis alkuperéisen yhtélon kanssa yhtapitdva yhtélo on

(z—2)"+ (y— (—4))* —48 =0 | + 48
& (z—2)" 4 (y — (—4))* = 48
& (x—2)74(y—(-4)*>=16-3
& (e =27+ (y— (—4)° = (4v3)".

Viimeinen yhtélo on keskipistemuodossa. Ympyran keskipiste on (2, — 4) ja
side on 44/3.

Maaritelméa 3.2.3 (Yksikkoympyrd). Ympyré, jonka sidde on yksi, ja keski-
piste on origo, on nimeltdan yksikkéympyra. Sen yhtalé on

4yt =1 (3.2.5)

Esimerkki 3.2.4. Pisteet

(L (L) (28]
vave) Ve Ve VBT B -
kuuluvat yksikkoympyrille. Todistus laskemalla pisteille 22 + y? ja havaitse-
malla, etta tulos on yksi.

Esimerkki 3.2.5 (Suoran ja ympyrén leikkaus). Leikkaako suora y = /3 —
3/2 yksikkoympyrid, ja jos kylla, niin missi pisteessa tai pisteissi?
Ratkaisemme yhtaloparin

{mz—l—gf =1

, _ e/3—3/2. (3.2.7)
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Yhtaloparin ratkaisut toteuttavat sekd suoran ettd ympyran yhtalon eli
yhtapitavasti kuuluvat seka suoralle etta ympyrélle. Kun jéalkimmaéisen yhtalon
sijoittaa ylempédén, saa

v+t = sijoitmsyzf—§
) 3 2
9 r 3
< P (y-g) =1
, T2 r 3 9
& E952—x+g:1 |—9
9 4 4
- W .59
4 10
& - JL .
10 8
o a2 dar (2) - (2) =2 I+
20 20 20 8 400
9\2 9 8l
< (o-%) =5+
- (x_9)2:81—450.
20 400

Mutta nyt yhtdlon vasen puoli on aina vahintadn nolla, kun taas oikea puoli
on negatiivinen. Téaten yhtdsuuruus ei ole ikiné tosi, eikd mikéan suoran piste
voi sijaita ympyralld. Siis suora ja ympyra eivét leikkaa toisiaan.

4 Reaalifunktiot

Reaalifunktio on kuvaus, jonka maéarittelyjoukko ja maalijoukko ovat re-
aalilukujen joukon osajoukkoja. Kasittelemme seuraavassa joitakin yleisié
reaalifunktioita.

Reaalifunktion f: R — R nollakohta on sellainen muuttujan arvo, jolla
funktion arvo on nolla. Yhtapitavasti nollakohta on sellainen ¢ € R, jolla
patee f(t) = 0. Jos funktio on mééritelty jossain muussa joukossa kuin R,
ovat sen nollakohtia ne maéarittelyjoukon pisteet, joissa funktio saa arvon
nolla.

Esimerkki 4.1. Funktion h: R — R, h(r) = |r| + r, nollakohtia ovat kaikki
luvut valilta | — 00,0].
Todistaaksemme tdman tutkimme kolmea tapausta: r > 0, r =0 ja r < 0.
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e Kunr >0, |[r| =7 ja h(r) = 2r > 0. Siis funktio ei saa arvoa nolla, kun

r > 0.

e Laskemalla h(0) = 04+ 0 = 0 huomaamme, ettd 0 on yksi funktion
nollakohdista.

e Kunr <0, |r| = —r ja h(r) = —r +r = 0. Siis funktio saa arvon nolla

aina, kun r < 0.
Yhdistamalla dsken saadut tiedot véaite on todistettu.

4.1 Polynomit ja potenssifunktiot

Mairitelma 4.1.1. Asteen n polynomi P: R — R on funktio, joka voidaan
esittdd muodossa

P(z) = Z a;x7 = ap 2™ + an 7"+ .’ + a1 + ay, (4.1.1)
=0

missd n € N ja jokainen a; on reaaliluku. Lisaksi vaaditaan, etta a, # 0.

Huomautus 4.1.2. Merkinnét ay, as, ja a; ovat nimeltddn alaindekseja. Alain-
deksi ei tarkoita mitaan laskutoimitusta, vaan az on samanlainen muuttuja
kuin esimerkiksi = tai s on.

Esimerkki 4.1.3 (Vakiofunktio). Olkoon ¢ reaaliluku. Tall6in voidaan maaritelld
vakiofunktio ¢: R — R asettamalla ¢(x) = ¢ kaikille reaaliluvuille z. Funktio
siis saa aina arvon ¢ (ajateltuna reaalilukuna), riippumatta miké arvo sille
syotetdan. Vakiofunktion ovat asteen 0 polynomeja (paitsi nollafunktio, jolle
médritelmdmme ei anna astetta; joskus sen asteeksi otetaan —o0).

Miéritelmé 4.1.4 (Lineaarinen eli ensimmaisen asteen yhtélo). Lineaarinen

yhtélé on muotoa
ar +b=0, (4.1.2)

missd a ja b ovat reaalilukuja ja a # 0. My6s yhtéalo, joka voidaan palaut-
taa yllaolevaan muotoon yhtéapitavyyden sailyttavilla laskutoimituksilla ja
sieventamalld, on lineaarinen.

Lineaarisessa yhtalossé yhtalon toinen puoli on ensimmaisen asteen polyno-
mi ja toinen puoli on nolla. Vastaavasti voi mééaritella lineaarisen epayhtélon
ja lineaarisen yhtaloryhmaén.

Yleisemmin voimme mééritelld asteen n yhtalon:

Maisritelmi 4.1.5 (Asteen n yhtéls). Olkoon n positiivinen kokonaisluku.
Asteen n yhtdlo on yhtélo joka voidaan palauttaa muotoon, jossa yhtalon
vasemmalla puolella on asteen n polynomi ja oikealla puolella on luku 0.
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Lause 4.1.6 (Toisen asteen yhtalon ratkaisukaava). Olkoot a, b ja ¢ reaalilu-
kuja ja a # 0. Tdlloin luku x ratkaisee yhtdlon

az® +bx+c=0 (4.1.3)
jos ja vain jos

b+ Vb* —dac | . —b— Vb? — 4ac
= tai x = : (4.1.4)
2a 2a
Todistus. Jakamalla yhtdlon (4.1.3) puolittain luvulla a (joka ei ole nolla)

saamme yhtépitavan yhtalon

X

b
2+~ + S =0, (4.1.5)
a a

Taydennamme yhtélon (4.1.5) vasemman puolen nelidksi:

b
O:xQ—i——x—i—E
a a
b
:xQ—i-Q—x—l—E
2a a
b b\° b\° ¢
=22 +2— — | — (= -
v 2ax+<2a> <2a> +a
2+2b . b\’ b2+4ac Stk
— | — i - 4 muistikaav
2a 2a 4a?  4a? tstriaava
+b 2B dac
=|lz4+—]| — ————.
2a 4a?

Laskussa ei tapahtunut muuta kuin lausekkeen manipuloimista, joten yhtalo

b\? b —dac
_ T 4.1.
(z + 2a> 4q? 0 (4.1.6)
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on yhtapitava alkuperiisen yhtdlon (4.1.3)) kanssa. Ratkaisemme yhtalon (4.1.6)).

+b > B2~ dac 0 |’+b2—4ac
r+—| ———— = —_
2a 4a? 4a?
2
b b? — 4dac
4 T+ —| = vV
( 2a> 4a? |
b2_4 .
& T+ b = { g2 tal
2a _ b2—4ac
4a?
b2 —4ac .
& T+ b T
2a _ Vb?2—4ac
V4a?
b b dac i b
_ 2
< .T—l-%— o 2274ac H_%
2a
b2—4ac b
5~ tail
_ 2 2
= I_{_ g274ac ai
2a 2a
—b+vb2—dac :
N v {2a % tai
—b—v/b%2—4ac
2a

Koska kaikki padttelyn vaiheet séilyttavét yhtapitavyyden, on vaite todistettu.
m

Kolmannen asteen yhtéloille on my06s olemassa ratkaisukaava, jota emme
kay lapi. Sitd korkeamman asteen yhtéldille ratkaisukaavaa ei ole mahdollista
kirjoittaa, vaan yhtalot pitda ratkaista muilla keinoilla.

Esimerkki 4.1.7. Etsimme neljdnnen asteen polynomin (): R — R,

Q(s) = —2s* 4 65° + 5, (4.1.7)
nollakohdat.
Yhtéapitavéisti ratkaisemme yhtalon
1
—25' + 652 +5=0 | - (—2) (4.1.8)
5
& st —3s% — 5 =0 (4.1.9)

Maérittelemme uuden reaalimuuttujan ¢ kaavalla ¢ = s2. Talloin yhtélo
muuttuu yhtapitdvaan muotoon

2 t_§:
{t St=5 =0 (4.1.10)

t = s2.
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Ratkaisemme syntyneen yhtaloparin ylemmén yhtéalon, joka on toisen
asteen yhtalo:

5
ﬂ—m—gzo (4.1.11)
3 9 9 5
2. Sy 2 =0 4.1.12
< ' t1T 1 3 (4.1.12)
3\2 19 19
t—2) =2 =9 - 41.13
< < 2) 1 I+ (4.1.13)
3\2 19
N (t—2> =~ IV (4.1.14)
3 V19 tai 3
N t—>= {_219 I+3 (4.1.15)
2
34+/19 tai
2
N — {3_3@ t=s>>0 (4.1.16)
2
3+ /19
N R iy (4.1.17)

2
Kun ratkaisun sijoittaa yhtaloparin toiseen yhtaloon, saa

/ I I
5= 3+2\/_9tais:— 3+2‘/_9. (4.1.18)

Seuraava lause, jota emme todista téssa luentomonisteessa, koskee poly-
nomien tulomuotoa.

Lause 4.1.8 (Polynomin jakaminen). Olkoon P: R — R polynomi, jolla on
nollakohta xq. Tdlloin myds funktio QQ: R — R,

Q) = L

T — T
on polynomi, ja jos reaaliluvulle s pitee Q(s) = 0, niin myés P(s) = 0.

(4.1.19)

Lause 4.1.9. Asteen n polynomilla on korkeintaan n nollakohtaa, kun n € 7Z
jan > 0.

Esimerkki 4.1.10. Olkoot polynomin f: R — R maéardava saédnto
f(z) = 2® — 62° + 11z — 6. (4.1.20)

Kokeilemalla huomaamme, ettd muuttujan x arvot 1, 2 ja 3 ovat polynomin
nollakohtia. Koska polynomi on astetta 3, on silld korkeintaan 3 nollakohtaa
lauseen {4.1.9| mukaan. Polynomien jakamista koskevan lauseen [4.1.8) mukaan

f(z)
(z—1)(z—2)(x—3)

(4.1.21)
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on jonkin polynomin lauseke. Laskemalla
(x—1)(z—2)(z—3)=2°—62° + 11z — 6 = f(x). (4.1.22)
Edellisesséa esimerkissé asteen n polynomin sai esitettyd tulomuodossa
(x —x1) (@ —x2) ... (T — Tp1) (T — @) s (4.1.23)

missd x; ovat polynomin nollakohdat. Onnistuuko tédma aina? Ei reaaliluvuilla,
koska esimerkiksi polynomilla R(z) = 22+ 1, R: R — R, ei ole nollakohtia
eikd se ole halutussa muodossa. Tulomuoto on silti hyodyllinen tyokalu myos
reaaliluvuilla laskettaessa.

Esimerkki 4.1.11. Olkoon g: R - R, g(y) = (y —3) (y — 2) (y — 1), funk-
tio (ja polynomi). Maéritdmme funktion g nollakohdat kayttaméalla tulon
ominaisuutta: Lukujen tulo on nolla jos ja vain jos joku kerrotuista luvuista
on nolla.

Siis g(y) = 0 jos ja vain jos vahintddn yksi seuraavista on nolla:

e y—3

o y—2

o y—1.
Joku yllaolevista on nolla jos ja vain jos y € {1, 2, 3}, joka on siten polynomin g
nollakohtien joukko.

Jos polynomin yhden nollakohdan loytaa, esimerkiksi arvaamalla ja ko-
keilemalla tai numeerisesti, voi polynomia yksinkertaistaa kohti tulomuotoa.
Yksinkertaistaminen tapahtuu jakolaskulla.

Polynomien jakolasku onnistuu samankaltaisella algoritmilla kuin reaali-
lukujen jakolasku jakokulmassa:

Esimerkki 4.1.12 (Polynomien jakolasku). Laskemme ensin laskun

-1

o] (4.1.24)
22 +x—1
2+ 1 ot + 23 +x—1
— gt — 2
22— 4
—z3 —z
— 2 -1
x? +1

0
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Polynomien jakamisesta voi jaadda myos jakojadnnos. Seuraavassa laskem-
me, etta

4.3
& +;2_+f_1:x2+x+1+x22f1. (4.1.25)
22 +zx+1
2 —1 xt + 23 +z—-1
— 7t + 22
2+ +a
— 23 +x
2?20 —1
— 22 +1
2x

Esimerkki 4.1.13 (Polynomien nollakohtien etsinté jakolaskulla). Olkoot
Q(z) = 2° — 62° + 11z — 6. (4.1.26)

Huomaamme ensin kokeilemalla, ettd Q(1) = 0, eli lauseen [4.1.8] perus-
teella polynomi () on jaollinen polynomilla x — 1. Laskemme jakolaskun:

22 —b5r+6
r—1 | 2°—62"+ 11z -6
— 2% 422
— 52?4+ 11z
52 — bx
6x — 6
—6xr+6
0

Siis
3 =622+ 11z —6

— =1 — 5z + 6. (4.1.27)

Kokeilemalla tai toiseen asteen yhtédlon ratkaisukaavalla 16ydédmme nollakoh-
dan x = 2, eli Q(2) = 0. Jaamme toisen asteen polynomin ensimmaéisen asteen

polynomilla z — 2: x—3
r=2 | 2*-50+6

— 2%+ 22
- —32+6

3z —6
0
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Siis )
¢ —bxr +6
— =1z — 3. 4.1.28
xr— 2 . ( )
Kaiken kaikkiaan
Qz)=2-62"+1lz —6=(z—1)(z —2)(z —3). (4.1.29)

Maiiritelmé 4.1.14 (Rationaalifunktio). Olkoot P ja ) polynomeja. Funk-

tiota

P (2) P(z)

—(x) =

Q Q()
sanotaan rationaalifunktioksi. Se on maéritelty kaikissa pisteissd x, joissa
funktion lauseke on méaaritelty eli Q(z) # 0, ja lisdksi kaikissa niissé pisteissé,

jossa polynomien jakolaskun jélkeinen lauseke on maééritelty. Symbolein

(4.1.30)

P

@: {r e R;Q(z) #0} - R (4.1.31)
on lausekkeen méarittelyjoukko, ja osa funktion maarittelyjoukkoa. Liséksi

pitéa vield tarkastaa polynomin jakolaskulla sievennetyn lausekkeen maérittelyjoukko,
joka voi olla suurempi.

Esimerkki 4.1.15. Miké on rationaalifunktion suurin mahdollinen méarittelyjoukko,
kun sen lauseke on

?+z

?
3x? —3
Lauseke on mééritelty ainakin, kun 22 — 1 # O eli x # —1 ja 2 #

1. Nimittajasta voi ottaa luvun 3 yhteiseksi tekijaksi, jolloin nimittajan
lausekkeeksi tulee 3 (2 — 1). Muistikaavan nojalla sen voi edelleen kirjoittaa
muotoon 3 (x4 1) (z — 1). Osoittajasta voi ottaa muuttujan x yhteiseksi
tekijéksi, jolloin lausekkeeksi muodostuu z (z + 1). Siis

4 x(zr+1) B x
322 -3 3(x+1)(x—1) 3(@x—-1)

Tama lauseke on méaritelty, kun muuttujan x arvo on miké tahansa reaaliluku
paitsi luku —1. Rationaalifunktion suurin mahdollinen maérittelyjoukko on
siis reaalilukujen joukko, josta jatetddn luku —1 pois. Joukko-opin symbolein
madrittelyjoukon voi kirjoittaa R\ {—1}.

Esimerkki 4.1.16. Osoitamme, etti rationaalifunktio £,

P —4a* + 1123 + 1522
— 4.1.32
Q (z) x3 + 22 ’ ( )
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on madritelty kaikilla reaaliluvuilla.
Ensin huomaamme, ettéa

—4z* + 1123 + 1522 2 —4x® 4+ 11z + 15 B —4z2 + 11z + 15

= — . (4.1.33
3+ x x2 x+1 r+1 ( )
Jatkamme jakolaskulla: —4r 4+ 15
r+1 |—4:1:2+11;E+15
dx? + 4dx
15z + 15
— 15z — 15
0
Siis
P
@(:ﬂ) = —4z + 15, (4.1.34)

joka on polynomi ja méaritelty kaikilla reaaliluvuilla.

Esimerkki 4.1.17. Mika on suurin mahdollinen maérittelyjoukko rationaa-
lifunktiolle, jonka lauseke on

3a® — 2
? 4.1.35
625 — /T3 — ( )
Lauseke on méaéritelty, kun nimittéja 6z° — /72° — 2 # 0.
62° — VT2® — 2 =0 (4.1.36)

& z (6" = VTa® = 1) = 0. (4.1.37)
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Siis, joko x = 0 tai
1
62 — V722 —1=0 | - G (4.1.38)
7 1
& x4—\é_x2—6—0 sijoitus s = 2% > 0
(4.1.39)
VT o1
P s—-=0 4.1.40
& s 5T g ( )
V7 VYA
22— — - =] —== 4.1.41
DR TR ST 2) 6" (4.1.41)
2
7 31 31
. R R on
12 144 144
(4.1.42)
VvT\* 31
- =— 4.1.4
= <S 12) 144 IV (41.43)
o \/7 B % tal || n \/7
12 |-t 12
(4.1.44)
V31+V7 tai
_ 12
& $ =19 Vi3 s >0 (4.1.45)
12
V31 7
o _ V3LEVT (4.1.46)
12
(4.1.47)
Koska z? = s, saamme
31 7 1 [v31 7
g [VBLEVT L VLT (4.1.48)
12 2 3
tai
V31 1 /31
r=— ;ﬁ - _Z M (4.1.49)
12 2 3
Siis lauseke ei ole méaritelty ainoastaan, kun
1 [v/31 7 1 [v/31 7
r=—3 ;‘/_,x:()taix:2 ;\/_ (4.1.50)

Suurin mahdollinen méarittelyjoukko on x € R ja x ei ole mikdan kolmesta

ylla listatusta luvusta.
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Koska mikadn nimittdjan nollakohdista ei ole osoittajan nollakohta, ei
rationaalifunktiota voi maéaritella missdan niissa.

Esimerkki 4.1.18 (Rationaalifunktioepayhtélo). Ratkaisemme epayhtéalon

2+ 1

0. 4.1.51
- < (4.1.51)

Lauseke on méadritelty, kun  # 7. Osaméaara on negatiivinen, kun osoittaja
ja nimittaji ovat erimerkkisia. Osoittaja on aina positiivinen, joten osamaéra
on negatiivinen jos ja vain jos nimittdja on negatiivinen, eli x — 7 < 0.
Yhtépitavasti epayhtalo on tosi jos ja vain jos z < 7.

Yksinkertaisia korkeamman asteen polynomiyhtaloita voi ratkaista otta-
malla korkeampia juuria yhtédléon molemmilta puolilta:

Esimerkki 4.1.19. Ratkaisemme yhtilot 23 + 17 = 0 ja 2% = 12.

2 +17=0 | —17
= 2’ = —17 (0K
& z=(—17)"3
& x=— (7",

Yhtélon z* = 12 voi ratkaista muuttujanvaihdon s = z? avulla — muuttujan-
vaihdon jalkeen jéljelle jaé toisen asteen yhtéld. Toinen tapa on ottaa neljis
juuri yhtdalon molemmilta puolilta:

=12 |+ (Y (4.1.52)
12174 tai

& x= {_121/4 (4.1.53)
V12 tai

= x = { . 1;“ (4.1.54)

Kaikki parittomat potenssit kiyttaytyvéat kuten kolmas potenssi — ratkai-
suita on vain yksi ja kolmannen juuren saa ottaa negatiivisesta luvusta. Taméa
johtuu siité, ettd negatiivisen luvun pariton potenssi on edelleen negatiivinen.
Toisaalta parilliset potenssit kdyttaytyvét kaikki kuten toinen potenssi — vain
positiivisella luvulla (ja nollalla) on parillinen juuri, koska parillinen potenssi
mistd tahansa luvusta on aina positiivinen. Koska alkuperaisen luvun merkki
havida, pitdd muistaa sekd positiivinen ettd negatiivinen ratkaisu.
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4.2 Eksponentti ja logaritmi

Maéaritelmé 4.2.1 (Eksponentti). Olkoot a > 0 reaaliluku. Tall6in funktio-
ta f: R —]0,00], jonka lauseke on f(x) = a”, kutsutaan eksponenttifunktioksi.

Maiiritelmé 4.2.2 (Logaritmin médritelmé, osa 1). Olkoot a > 0 reaaliluku,
a # 1. Télloin funktiota log, : ]0,00[— R kutsutaan logaritmifunktioksi, jonka
kantaluku on a. Jos @ = 10, merkitdan log, = log,, = lg, ja jos a = e
(eli Napierin tai Neperin luku), merkitdén log, = log, = In. Funktiota log,
kutsutaan luonnolliseksi logaritmiksi.

Logaritmille ei anneta suoraa lauseketta, vaan sen arvot lasketaan ekspo-
nenttifunktion avulla.
Logaritmi ja eksponentti ovat kadnteisfunktioita:

Maiéritelmi 4.2.3 (Logaritmin maéritelmé, osa 2). Olkoot a # 1 positiivinen
reaaliluku. Jos x € R, niin
log, (a®) = x. (4.2.1)

Jos y > 0, niin
a8y =y, (4.2.2)

Esimerkki 4.2.4. e log; 9 = log, (3?) = 2 yhtélon (4.2.1]) perusteella.
e log;, (1/100) = log,, (1072) = —2 yhtélén (4.2.1)) perusteella.
o 4910710 — (72)°87 10 — 72logr 10 — (7o 10)2 = 10% = 100 yhtélén (#.2.2)
perusteella.

Muut logaritmia koskevat laskusddannot saa johdettua kadnteiskuvausomi-
naisuudesta ja eksponenttifunktion ominaisuuksista, jotka seuraavat suoraan
potenssin laskusaannoista, jotka késiteltiin kappaleessa |1.3]

Lause 4.2.5 (Logaritmin laskusaantoji). Olkoot a,b € R positiivisia lukuja,
joista kumpikaan ei ole yksi, ja olkoot x,z,p > 0 reaalilukuja.

log,a =1

log,1 =0

log, (xz) = log,(z) + log,(2)

log, (£) = log,(x) — log,(2)

log,(a?) = plog, x

log, v = 2

Jos a > 1 ja x > z, niin log, x > log, 2.

Jos 0 < a <1 jazx >z, niinlog,xr < log, z.

NS S oo =

Todistus. Logaritmin ominaisuudet todistetaan méaritelméan ja potenssin
ominaisuuksien avulla. Annamme muutaman esimerkin.
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log, a = log, (al) =1.

Viimeinen yhtésuuruus kaytti logaritmin maaritelmaa.

2:
log, 1 = log, <a0> = 0.
3:
log, (z2) = log,(x) +log,(z) || korota luvun a potenssiksi
& a1°8a(®2) — (1084 (2)+1084(2) logaritmin maaritelma
& 1z = l0%(@)tlog.(2) potenssin laskusiinto
& 1z = a'%8(®) gloga(2) logaritmin méaritelma
= rZ=10-2.

Koska alkuperdinen véaite on yhtéapitdvaa toden vaitteen kanssa kaikilla
sallituilla muuttujien arvoilla, on alkuperdinen vaite todistettu. ]

Esimerkki 4.2.6. Radioaktiivisilla aineilla on puoliintumisaika, joka kertoo,
kuinka nopeasti aine menettdé puolet massastaan radioaktiivisen hajoamisen
kautta. Palovaroittimissa kéytetyn amerikiumin isotoopin 241 puoliintumisai-
ka on noin 432 vuotta. Paljonko amerikiumin massaa on jéljella 10 vuoden
kuluttua? Kuinka kauan kestdé, ettd amerikiumin massasta on jéljella enaé
kymmenenesosa?

Nimedmme ensin tehtévassa esiintyvét suureet. Olkoot my > 0 alku-
perdinen massa ja t € R aika, siten ettd hetkellda ¢ = 0 amerikiumin massa
on myg. Olkoot massa ajan hetkella ¢ tdsmélleen my.

Muodostamme seuraavaksi yhtéalon. Haluamme selvittaé sellaisen ajanhet-
ken ¢, jolla amerikiumin massalle pitee m; = mq/10. Koska massa puoliintuu
aina 432 vuodessa ja puoliintuminen tapahtuu jatkuva-aikaisesti, noudattaa
massa yhtaloa

1\ @
my = (2> mo (4.2.3)

missé a (latinaksi annus) on vuoden lyhenne. Tarkistamme yhtélon jarkevyyden:

Kun ¢t = 0, niin
1\ ®2= 1\°
= () = (3) =
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miké on tosi. Kun ¢ = 432 a, niin

1\ i 1\! 1
m == mo= (=) mo= =my,
e <2> ‘ <2> 0T
eli massa on puoliintunut 432 vuodessa, kuten pitikin. Yhtalo nayttaéa toimivan

ainakin néissé tapauksissa.
Massa kymmenen vuoden kuluttua selvida asettamalla ¢ = 10 a yhtaloon:

1\ 155 1\ %
mio a = (2> mo = (2> my =~ O,98m0, (424)
eli massasta on kadonnut noin kaksi prosenttia.

Aika siihen, ettd vain kymmenesosa massasta on jaljelld, saadaan ratkai-
semalla aika ¢ yhtalosté

mo (1) e I 1
—_— f— m . —_——
10 \2 ’ mo
1 (1\®s
< 0 (2) [ 10g, /5
& log; /2 (10) = log; 5 (2> (logaritmin mééritelma)
1 t
1 — ) = - 432
< ©B1/2 (10) 132 a [-432 2
1
1 — 432 a=t
< 08 (10) 52 a
1
& t =logy s (10> 432 a (logaritmin laskusaénto)
=3 t= (log1 o1 —logy s 10) 432 a (logaritmin laskusidanto)

Jos haluaa likiarvon, eiké laskin tai ohjelmisto hallitse kaikkien kantalukujen
logaritmia, voi kantaa muuttaa laskusdannollé, jolloin saa yhtélon

log, 10 log, 10
t=-—1 10)-432a=——22——-432a=——>—— - 432
o812 (10) . log,.(1/2) e log, 1 — log, 2 .
log, 1 log, 1
_ 1080y = 20210~ 1400
—log, 2 log, 2

Tarkistus: Sijoita 1400 vuotta alkuperaiseen yhtaloon.
(Viimeisessa laskussa 2-kantaisten logaritmien kaytto olisi johtanut vield
siistimpéaén laskuun.)
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Seuraus 4.2.7 (Logaritmin merkki). Koska kakilla kantaluvuilla a pdtee
log, 1 =0, voimme pddtelld kahdesta viimeisestd laskusddanndstda logaritmin
merkin muissa tapauksissa.

Jos 0 <a<1jax>1, niin

log, v < log,1=0. (4.2.5)
JosO<a<1jaxr<l1, nitn
log, v > log, 1 = 0. (4.2.6)
Jos a > 1, niin epdyhtdlot ovat pdinvastaiset: Jos x > 1, niin
log, v > log, 1 = 0. (4.2.7)

Jos x < 1, niin
log, v < log,1=0. (4.2.8)

Esimerkki 4.2.8. Jos heittad n kappaletta noppia, niin todennakoisyys,
ettd mikddn niistd ei anna tulosta 6, on (5/6)". Téssd n on ei-negatiivinen
kokonaisluku. Kuinka monta noppaa pitda heittéda, jotta todennikoisyys sille,
ettd mikddn nopista ei saa arvoa 6, on pienempi tai yhté pieni kuin 1,/207
Muodostamme ja ratkaisemme epédyhtalon, jossa muuttujana on n:

5 n
(6) <1/20 |l log, (jarjestys séilyy koska e > 1)
1
& log, ( ) < log, (20> (logaritmin laskusédénto)
& nlog, (3) <log, () |- (negatiivinen)
nlo 0 - ———— (negatiivinen
B 5\ 20 log, (5/6) " °
)
& n > log, ( ) /log, (6) (logaritmin laskusdanto)
log, 1 — log, 20

= n > —o¢ %8 (logaritmin laskusaénto)

log, (5/6)
o S 0 — log, 20 (s )

n>-———— sievennys
= log, (5/0) '

log, 20

< n = _lo;gZE)/(ﬂ) (logaritmin laskus&énto)
log, 20

& n = _logeggilogefi (sievennys)

log, 20

(s

n > g6 —log. 5 ~ 16,43 (n kokonaisluku)

& n > 17.
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Tarkistus: (5/6)'° ~ 0,054 > 1/20 ja (5/6)'" ~ 0,045 < 1/20.
Vastaus: Pitaa heittad vahintaan 17 noppaa, jotta todennékoisyys sille,
ettd minkadn tulos ei ole kuusi, on korkeintaan 1/20.

Esimerkki 4.2.9. Ratkaisemme epéayhtélon log, y > 5.

log,y > 5 || luvun 4 potenssiin; séilyttaa jarjestyksen koska 4 > 1
& 4lomy > 45 (logaritmin méaaritelmé)
& y > 4° (sievennys)
& y > 1024.

Siis alkuperédinen epayhtéld on yhtépitdava epayhtdlon y > 1024 kanssa.
Epéyhtalon ratkaisujoukko on [1024,00].

4.3 Trigonometriset funktiot

Kaytamme talla kurssilla (ja yleensd matematiikassa) radiaaneja asteiden
sijaan, kun haluamme kertoa kulman koon. Radiaaniyksikkoé ei kirjoiteta
nakyviin, vaan radiaaneissa mitattu kulman suuruus on paljas (yksikéton)
luku. Asteita ja radiaaneja yhdistda yhtélo

360° = 27 (radiaania). (4.3.1)

Tayden ympyran tai tdyden kulman suuruus radiaaneina on siis 27. Geo-
metrisesti radiaani tulkitaan tarkoittamaan yksikkéympyréan kaaren pituutta,
joka vastaa annettua kulmaa.

Kulman suuruus radiaaneissa voi olla positiivinen tai negatiivinen. Kulman
merkkid varten pitda valita yksikkoympyrasta jokin nollasuunta — matematii-
kassa nollasuunta on yksikkoympyréan keskipisteesté suoraan oikealle (kello-
taulussa kello 3) ldhteva puolisuora. Nollasuunta vastaa kulmaa 0 (radiaania).
Nollasuunnasta vastapéivaan alkavat positiiviset kulmat ja myotdapaivaan
negatiiviset.

Esimerkki 4.3.1 (Asteiden ja radiaanien muuntaminen toisikseen). Yk-
sikkomuunnos tapahtuu tdsmélleen samalla tavalla kuin esimerkiksi tuumien
muuttaminen senttimetreiksi tai kilometrien/tunti muuttaminen metreik-
si/sekunti.

Koska 360° = 27, niin 1 = 27/360° = 360°/(27).

2 60°
T or=27/6=n/3.

O: 0'1: O. —
60° = 60 60 360° — 360°
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Vaihtoehtoisesti voi ratkaista muuttujan s arvon ensimmaéisen asteen yhtélosta

60° s
360° 27
Lasku on tdsmalleen sama kuin edelliselld menetelmalla.
Vastaavasti
4 4 4  360° 4-360° 7
e — Cr ] = o — D —4.36° = 144°
57‘(‘ 57T 1 57r o 5 - 4-36 14

tai halutessaan voi ratkaista ensimmaéisen asteen yhtalon

a  4n/5
360° 27’

joka johtaa samaan laskuun.

Maisritelmi 4.3.2 (Sini ja kosini). Funktion sin: R — [—1,1] mi4raa seu-
raava saanto: sin(t) on sen pisteen y-koordinaatti, joka vastaa kulmaa ¢
yksikkoympyréalla.

Funktion cos: R — [—1,1] mi4raa seuraava saanto: cos(t) on sen pisteen
x-koordinaatti, joka vastaa kulmaa ¢ yksikkoympyralla.

Esimerkki 4.3.3. Selvitimme seuraavien lausekkeiden arvot: sin (7/2), cos (7/2),
sin (7/4) ja cos (7/4).

Kulma 7/2 vastaa neljinnesympyrad. Neljannesympyréd positiivisesta
xr-akselista vastapaivdan tarkoittaa positiivista y-akselia, jolle kuuluu yk-
sikkéympyréan piste (z,y) = (0,1). Siis sin (7/2) =y =1 ja cos (7/2) =z = 0.

Kulma 7/4 vastaa kahdeksasosaympyrad, eli pistetta jossa x > 0, y > 0
ja x = y. Sijoitus yksikkOympyran yhtdloon antaa yhtalon

P rrt=le®’=12sz=1/V2,

missé otimme huomioon rajoitteen x > 0. Kyseisessa pisteessa siis (z,y) =

(1/v/2,1//2), joten sin (7/4) = 1/v/2 ja cos (1/4) = 1//2.

Lause 4.3.4 (Sinin ja kosinin ominaisuuksia). Olkoot t € R.

1. (sin(t))® + (cos(t))* = 1

2. Isin(t)] <1 ja |cos(t)] <1

3. sin(t+ k2m) = sin(t) ja cos(t + k2m) = cos(t) kaikille kokonaisluvuille k;
sinin ja kosinin jaksollisuus
sin(t + ) = —sin(¢) ja cos(t + m) = — cos(t)
sin(—t) = —sin(t) ja cos(—t) = cos(t); sini on pariton funktio ja kosini
parillinen funktio

Al
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6. sin(t) = 0 jos ja vain jos on olemassa kokonaisluku k siten, ettd t = km
7. cos(t) = 0 jos ja vain jos on olemassa kokonaisluku k siten, etti t =
/2 + k.

Perustelu. Yksikkoympyran yhtalé on
2?4+ =1.

1. Sijoita x = cost ja y = sint yksikkOympyrédn yhtaloon.

2. Seuraa ensimmaisestd kohdasta: Jos esimerkiksi olisi |sin(¢)| > 1, niin
myés (sin(t))? > 1, jolloin myds (sin(t))* + (cos(t))® > 1. Taméa on
ristiriidassa ensimméisen kohdan kanssa, joten véaite on tosi. Kosinia
koskeva véite todistetaan samalla tavalla.

3. Kulman muuttaminen luvulla 27 tai sen moninkerralla ei muuta yk-
sikkdympyran pistetta (eikd sen koordinaatteja), joten myos sini ja
kosini sailyvéit muuttumattomina.

4. Ympyran vastakkaisessa pisteessd molempien koordinaattien merkki on
péinvastainen, joten my0s sinin ja kosinin merkit ovat painvastaiset.

5. Muutos t — —t vastaa pisteen peilaamista x-akselin suhteen. Tama
sédilyttad pisteen x-koordinaatin ja muuttaa y-koordinaatin vastaluvuksi.

6. Kun on olemassa kokonaisluku k siten, ettd x = km, niin vastaava
yksikkoympyran piste on z-akselilla, eli sen y-koordinaatti on nolla.

7. Kun on olemassa kokonaisluku & siten, ettd @ = 7/2+ km, niin vastaava
piste on y-akselilla, eli sen z-koordinaatti on nolla.

O

Esimerkki 4.3.5. Ratkaisemme yhtdlon cos(w — 2) = 0.
Lauseen nojalla (tai yksikkoympyraa tarkastelemalla) yhtélo on tosi jos
ja vain jos on olemassa kokonaisluku £ siten, etté

w—2:g+lm | +2
T
& w:2—|—§+k7r.

Siis yhtalon ratkaiset ne muuttujan w arvot, joille on olemassa kokonaisluku &,
jolle w =2+ 7 + k. Joukko-opin avulla voimme kirjoittaa ratkaisujoukon
muodossa

{2+72T+k7r;k€Z}.

Esimerkki 4.3.6. Ratkaisemme yhtdlon sin(u) = 1/2.
Yksikkoympyralld yhtéalon ratkaisupisteet ovat yksikkGympyréan ja suoran
y = 1/2 leikkauspisteet, jotka saamme yhtaloparista

2yt =1
y=1/2.
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Alemman yhtalon sijoitus ylempéén antaa yhtalon

Py =1 y=1/2
1 2
& z® + (2) =1 (sievennys)
1 1
2
= — =1 _ Z
T —1—4 [ 1
3
<~ .I'Z = Z H + V
3 3
& T = —\g_ tai x = B

Mitka kulmat antavat pisteet (—@, 1) ja (@, )7

Kokeilemalla laskimella, arvaamalla tai taulukosta saamme yhden rat-
kaisun u = 7/6, joka vastaa pistettd jonka molemmat koordinaatit ovat
positiivisia. Sinin ominaisuuksilla 16ydémme my0s toisen ratkaisun, joka ei

ole luvun 27 moninkerta ensimmaisesté:

sin(m/6) = —sin(7m + 7/6) = —sin(77/6) = sin(—77/6) = sin(27 + (=77/6))
= sin(2m — 7w /6) = sin(57/6).

Ratkaisu u = 57/6 vastaa pistettd, jolla on negatiivinen z-koordinaatti.
Loysimme siis kahta eri pistettd vastaavat ratkaisut. Riittaa 1oytaéd kaikki
ne kulmat, jotka vastaavat 16ydettyja pisteitd. Nama kulmat ovat luvun 27
moninkertojen paassa 10ydetyista ratkaisuista. Siis u on ratkaisu jos ja vain
jos
u € {m/6+2rk;k € Z} taiu € {bm/6 + 27k; k € Z} .

Esimerkki 4.3.7. Ratkaisemme yhtdlon sin (6r) sin (—6r) = —1.

Laskusdannon sin(—s) = —sin(s) nojalla sin (—6r) = —sin (6r). Taten
sin (67) sin (—67) = —1
& sin (67) - (—sin (6r)) = —1 (sievennys)
& — (sin (6r))% = —1 |- (~1)
& (sin (6r))% = 1 £V
& sin (6r) = 1 tai sin (6r) = —1.

Yksikkoympyrén pisteen (z,y) koordinaatti y on yksi jos ja vain jos on olemas-
sa kokonaisluku k, jolle pistettd vastaava kulma t = 7/2 + k2m. Vastaavasti
sint = —1 jos ja vain jos on olemassa kokonaisluku [ siten, etta t = —m /24127.
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Kun nama joukot yhdistéé, saa ehdon t € {w/2 + mm;m € Z}. Kirjoittamalla
t = 6r saa ehdon

1

67’:g+m7r ”6
= 7’:1 zm
12 6

missd m on kokonaisluku. Yhtalon ratkaisujoukko on siis
T T
— + —m; Zy .
{ 19 + 6m, m e }
Esimerkki 4.3.8. Sievenndmme lausekkeen
1/2 + sin(s) cos(s)
(sin(s) + cos(s))?

Lauseke on méadritelty, kun nimittéjé ei ole nolla, eli yhtapitavésti kun sin(s)+

cos(s) # 0.
Selvitdmme ensin, milloin sin(s) + cos(s) = 0. Tamé& tapahtuu niissa
yksikkOympyréin pisteissé, joissa r = —y. Saamme yhtédloparin
T =—y
Kun suoran yhtdlén x = —y sijoittaa ympyran yhtaléon z? + y? = 1, saa
yhtélon
(—y)’+y*=1 (sievennys)
1
& 2y° =1 :
Y I3
1
= Yy’ = 5 |+ v
1 i 1
= y=-—F©=taly=—

V2 V2
Suoran yhtélosta selvida, ettd yhtaloparin ratkaisevat pisteet
(1.y) € 1 1 1 1
"'E’ _77 = ; = T = *
! V2 ve) \va Ve

Naita pisteitd vastaavat kulmat s = 3w /4 + km, missd k kay léapi kaikki
kokonaisluvut. Siis lauseke ei ole mééritelty, kun s € {3n/4 + km; k € Z}.
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Sievennamme seuraavaksi lauseketta.

1/2 + sin(s) cos(s) _ 1/2 + sin(s) cos(s)
(sin(s) + cos(s))®  (sin(s))® + 2sin(s) cos(s) + (cos(s))”
_ 1/2 + sin(s) cos(s)
(sin(s))? + (cos(s))* + 2sin(s) cos(s)
_ 1/2 + sin(s) cos(s)
1 + 2sin(s) cos(s)
1/2 + sin(s) cos(s)
2-1/2+ 2-sin(s) cos(s)
_ 1/2 + sin(s) cos(s)
2(1/2 + sin(s) cos(s))

N | —

Seuraavan lauseen todistus onnistuu helpoiten kompleksilukujen avulla,
mutta myos alkeisgeometrialla selvida. Sivuutamme todistuksen.

Lause 4.3.9 (Kulmien summa). Kaikille reaaliluvuille s ja t pdtee
e cos(s+t) = cos(s)cos(t) — sin(s) sin(t)
e sin(s +t) = sin(s) cos(t) + sin(t) cos(s).

Kulmien summalauseen avulla voi johtaa eli todistaa suuria méaria mui-
takin trigonometristen funktioiden yhtasuuruuksia. Laajoja listauksia néisté
loytyy esimerkiksi taulukkokirjoista ja englanninkielisestd Wikipediasta.

Esimerkki 4.3.10. Kaikille reaaliluvuille a pétee
sin(2a) = 2sin(a) cos(a).
Todistus: Valitse s = ¢t = ¢ kulmien summalauseessa.

Maiéritelma 4.3.11 (Tangentti). Funktion tan méérittelyjoukko on
{z € R;ei ole kokonaislukua k € Z siten, ettd x = 7/2+ kn},  (4.3.2)

maalijoukko on reaaliluvut ja saénto on

tan(z) = :;I;Ez)) : (4.3.3)

Sinin ja kosinin merkin, ja niiden avulla myo6s tangentin merkin, voi
paatelld merkkikaavioista.
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e Jos kulma ¢ = 0, olemme positiivisella x-akselilla, joten x-koordinaatti
on +1 ja y-koordinaatti nolla. Siis sin(¢) = 0 ja cos(t) = 1.

e Jos kulma ¢ €]0,7/2[, olemme koordinaatiston neljanneksessé, jossa
sekd x etté y ovat positiivisia. Siis sin(t) > 0 ja cos(t) > 0.

e Jos kulma t = /2, olemme positiivisella y-akselilla, joten z-koordinaatti
on 0 ja y-koordinaatti +1. Siis sin(¢) = 1 ja cos(t) = 0.

e Jos kulma t €]7/2,7], olemme koordinaatiston neljanneksessé, jossa
x-koordinaatti on negatiivinen ja y-koordinaatti on positiivinen. Siis
sin(t) > 0 ja cos(t) < 0.

e Jos kulma ¢t = 7, olemme negatiivisella x-akselilla, joten x-koordinaatti
on —1 ja y-koordinaatti nolla. Siis sin(t) = 0 ja cos(t) = —1.

e Jos kulma ¢ €]m,37/2[, olemme koordinaatiston neljanneksessé, jossa
molemmat koordinaatit ovat negatiivisia. Siis sin(¢) < 0 ja cos(t) < 0.

e Joskulma ¢t = 37 /2, olemme negatiivisella y-akselilla, joten z-koordinaatti
on 0 ja y-koordinaatti —1. Siis sin(t¢) = —1 ja cos(t) = 0.

e Jos kulma ¢ €]37/2,27[, olemme koordinaatiston neljénneksessi, jossa
x-koordinaatti on positiivinen ja y-koordinaatti on negatiivinen. Siis
sin(t) < 0 ja cos(t) > 0.

Koska tédysi kulma on suuruudeltaan 27, trigonometristen funktioiden merkki
muilla arvoilla palautuu edellamainittuihin lisddmalla tai vahentdamaélla sopiva
luvun 27 moninkerta.

5 Raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta

Matemaattinen analyysi késittelee funktioiden jatkuvuutta, kasvunopeutta,
suurimpien ja pienempien arvojen olemassaoloa ja sijaintia, sekd yleisemmin
reaalifunktion kaytosté.

Téassé ja seuraavassa luentomonisteen osiossa kaikki funktiot ovat reaali-
funktioita.

5.1 Raja-arvo

Funktion raja-arvo reaaliluvun xy kohdalla on se arvo, jota funktion arvot f(x)
lahestyvét, kun x lahestyy pistettda zy. Raja-arvon voi laskea myo6s pelkalle
lausekkeelle. Emme anna tdméan tarkempaa maaritelmaé raja-arvolle téalla
kurssilla, vaan lahestymme asiaa esimerkkien kautta.
Funktion raja-arvoa reaaliluvun xy kohdalla merkitdan
lim f(z) = a, (5.1.1)

Tr—xQ
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missé a on funktion raja-arvo pisteessé xg, tai kirjoittamalla f(z) — a kun
xr — xo9. Merkki “ — 7 kannattaa lukea “lahestyy”.

Funktiolla ei valttdmétta ole raja-arvoa missddn tietysséd, tai yhtaan
missddn, pisteessd, mutta suurin osa yleensa vastaan tulevista funktioista ei
ole néin patologisia.

Esimerkki 5.1.1 (Identtisen kuvauksen raja-arvo).

limz =5, (5.1.2)
z—5
eli kun x — 5, niin x — 5. Téssd xg = 5.

Perustelu: Kun luku x on melkein viisi, niin luku « on melkein viisi. Tar-
kempi matemaattinen perustelu vaatisi tarkemman raja-arvon méaritelmén,
mutta ei olisi juuri monimutkaisempi.

Sama tulos patee muillekin luvuille kuin luvulle viisi.

Esimerkki 5.1.2 (Patologinen funktio). Reaalifunktiolla f: R\ {0} — R,
jonka sdanto on

f(z) =sin (1) : (5.1.3)

xz

ei ole raja-arvoa nollassa.

Perustelu: Vaikka rajoittaisimma muuttujan z kuinka lyhyelle valille
nollan lahelld, saa funktio sielld kaikki arvot vililta [—1,1]. Siis funktiolla ei
ole mitaan yksittaista arvoa, johon se suppenisi, vaan sen arvot heiluvat yhé
kiihtyvaé tahtia lukujen —1 ja 1 vélilla, kun x — 0.

Emme todista seuraavaa lausetta talla kurssilla.

Lause 5.1.3 (Raja-arvon ominaisuuksia). Olkoot f ja g reaalifunktioita, jotka
on mddritelty lahelld reaalilukua xo (mutta ei valttamdtta luvulla xg), ja joilla
on raja-arvot

lim f(x) =a ja lﬂlg&l{)g(@ =b. (5.1.4)

T—T0

Olkoon lisiksi ¢ € R mikd tahansa vakio(funktio). Tdlloin seuraavat las-
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kusddnndt pdtevdt:

lim e =c (5.1.5)

Jim (f(2) +g(2)) = Jim (f(2)) + lim (glx)) =a+b (5.1.6)

Jim (F(z) — g(e)) = lim (f(x)) = lim (g(x)) = a—b (51.7)

lim (cf(2) = ¢ lim f(z) = ca (5.1.8)

Jim (f(x)g(x)) = lim (f(2))- lim (g(x)) = ab (5.1.9)
i (55) = W) = k£

(5.1.10)

Nailla laskusdénnoilla voi laskea polynomien ja rationaalifunktioiden raja-
arvoja, koska polynomit ja rationaalifunktiot saadaan yllaolevilla laskutoimi-
tuksilla seké identtisen kuvauksen raja-arvolla.

Esimerkki 5.1.4.

limz® = lim - limx = 4 -4 = 16. (5.1.11)
T—4 r—4 z—4
2 lim, 2 12 1
lim ——— = el - (5.1.12)
a=»1g+1 lim, ,z+1 141 2
(5.1.13)

Raja-arvon voi laskea my0s rationaalilausekkeen arvolla, jossa lauseketta
ei ole méaaritetty.

Esimerkki 5.1.5. Tutkimme lauseketta (y* + 5y + 6) / (y + 3), missd y on
muuttuja, pisteessa y = —3. Jos arvon y = —3 sijoittaa nimittajaan, saa
vastaukseksi nollan, eli pelkké sijoittaminen ei toimi. Jos saman arvon sijoittaa
osoittajaan, tulee tulokseksi myos nolla. Koska osoittaja on polynomi jonka
nollakohta on —3, taytyy osoittajan olla jaollinen polynomilla y —(—3) = y+3.

y+2

y+3 y? +5y +6
—y* —3y

2y +6

—2y—=6

0
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Jakolaskun tuloksena saamme, ettd y* 45y +6 = (y + 2) (y + 3). Jakokulman
sijaan jakolaskun voi suorittaa lauseketta muokkaamalla:

V4+5y+6=y-y+y-5+6=y-(y+5+6=y-(y+3)+y-2+6
=y-(y+3)+y-2+3-2=y-(y+3)+(y+3)-2
=y+3)(y+2).

Voimme jatkaa raja-arvon tutkimista:

245y +6 2 3
y oy +6 _ . (y+2)(y+3)

li =l 2
s y+3  woss y+3 i, (g +2)
= lim y+ lim 2=-3+2=—1.
y——3 y——3

Raja-arvon maaritelmalla on ongelmia késitella paloittain maériteltyja
funktioita, kuten (fyysikoiden kéyttdmaa) Heavisiden funktiota.

Esimerkki 5.1.6 (Heavisiden funktio). Funktio H: R — R,

H(g) =8 o =0 (5.1.14)
1, jos 0 < x,

on nimeltdéan Heavisiden funktio. Tutkimme raja-arvoa lim, .o H(x). Jos
katsomme mitd tahansa pientad avointa véalié, jolle luku nolla kuuluu, niin
Heavisiden funktio saa seké arvoa nolla etté arvoa 1. Téten silla ei voi olla raja-
arvoa, koska sen saamat arvot eivit suppene kohti mitdan tiettyéd lukuarvoa.

Kuitenkin Heavisiden funktiolla nayttda olevan raja-arvo negatiivisten
lukujen puolelta eli vasemmalta ja positiivisten lukujen puolelta eli oikealta —
kyseiset toispuoleiset raja-arvot vain eivat kohtaa.

Funktion raja-arvo vasemmalta eli negatiivisten lukujen suunnasta (vas-
taavasti oikealta eli positiivisten reaalilukujen suunnasta) reaaliluvun x
kohdalla on se arvo, jota funktion arvot f(z) lahestyvat, kun x ldhestyy
pistettd xy negatiivisesta suunnasta (vastaavasti positiivisesta suunnasta).
Funktion raja-arvoa negatiivisesta suunnasta eli vasemmalta reaaliluvun x
kohdalla merkitaan

lim f(z) (5.1.15)

=T
tai kirjoittamalla f(x) — f(x¢) kun z — x,. Vastaavasti raja-arvoa positii-

visten lukujen suunnasta eli oikealta merkitdan

lim f(z). (5.1.16)

I%IO
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Esimerkki 5.1.7. Olkoon H Heavisiden funktio. Talloin

lim H(z) =0 ja lim H(z) =1. (5.1.17)
TTy ac—m:o
Esimerkki 5.1.8.
lim |z| = lim —z = — lim =0 ja lim, |z] = lim =0. (5.1.18)
x—0~ xz—0~ x—0~ x—0 z—07t

Siis itseisarvofunktion molemmat toispuoleiset raja-arvot nollassa ovat nollia.

Seuraavan lauseen mukaan funktiolla on tietty raja-arvo jos ja vain jos
molemmat sen toispuoleiset raja-arvot ovat olemassa ja antavat saman arvon.

Lause 5.1.9. Olkoon [ reaalifunktio ja xzo € R. Tdlloin

lim f(z) =a (5.1.19)
T—T0
jos ja vain jos
lim f(x)=a ja lim f(z)=a. (5.1.20)

Esimerkki 5.1.10. Olkoot funktion f: R — R madradva saanto

(@) = {295, ?'os <0

22, jos x > 0.

Laskemme ensin muutaman esimerkkiarvon funktiolle f, jonka jélkeen
laskemme sen toispuoleiset raja-arvot pisteessa 0.

f(3)=3"=9 koska 3 > 0
f(—=14) =2 (—14) = —28 koska — 14 < 0
f(0)=2-0=0 koska 0 < 0.

Maaritamme nyt funktion f raja-arvot nollassa.

lim f(z) = lim (22) =2 lim 2 =2-0=0 ja

rz—0~ z—0~ rz—0~

lim f(r) = lim () = lim (z-2) = lim z- lim 2 =0-0=0.

z—0t z—0t z—0t z—0t z—0t

Talloin, lauseen nojalla, f(z) — 0 kun z — 0, koska tdmé on totta
molemmille toispuoleisille raja-arvoille.
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Esimerkki 5.1.11. Tutkimme funktion g: R — R raja-arvoja pisteessa 3,
kun funktion ¢ lauseke on

—2 .
oy [ v
Y3, jos y > 3.

Kun y > 3, niin
gly) =y* = 3> =27 kun y — 37,
Toisaalta, kun y < 3, niin
2 2
P T SR 4T 94T -2 1 )
_ N - -t kuny 3.
W= =5 7535 1.5 10 5 WY

Koska toispuoleiset raja-arvot eri suunnista eriavét, ei funktiolla ole molem-
minpuolista raja-arvoa pisteessa 3.

Funktioiden kuvaajien piirtdmista varten on hyva tutustua mydés epaoleellisiin
raja-arvoihin, eli raja-arvoihin kun z — £o0o (eli kasvaa tai pienenee rajatta,
eli saa mielivaltaisen suuria tai pienié arvoja) ja sellaisia raja-arvoja, joissa
funktion arvot kasvavat tai vihenevat rajatta.

Kun funktio saa pisteen xq € R ympéristossa sitd suurempi arvoja, mita
lahempéana pistettd zy ollaan, eiké arvoilla ole ylarajaa, kirjoitamme

lim f(z) = oo. (5.1.21)

T—T0
vasti, kun funkti i n Ty ymparistoissa aina pienempia j
Vastaavasti, kun funktio saa pisteen xg aristoissd, aina pienempid ja
pienempii arvoja| ilman alarajaa, kirjoitamme

lim f(z) = —o0. (5.1.22)

T—T0
Samat kirjoitustavat ja madritelmét péatevit myos toispuoleisille raja-arvoille.

Huomautus 5.1.12. Funktio ei tdssd saa arvoa dareton, vaan sen saamat arvot
kasvavat ilman rajaa. Adreton ei ole luku.

Esimerkki 5.1.13.

~ —ookunaz— 0",
x

silld kun x on aina vain pienempi (mutta positiivinen), niin sen kéénteisluku
jatkuvasti kasvaa ja pysyy positiivisena. Toisaalta

o1
lim — = —o0,
z—0" T
silld ldhella nollaa olevien negatiivisten lukujen kaénteisluvut ovat itseisarvol-

taan suuria negatiivisia lukuja.

6 Tassé, ‘pienempis’ tarkoittaa ‘enemméin ja enemméin negatiivisia’ eli ‘negatiivisia ja
itseisarvoltaan kasvavia’, kuten lukujono —1, —10, —100, —1000, jne.
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Esimerkki 5.1.14. Funktio h: R\ /7 — R, h(b) = (b—i— \/7) / (b— \/7),
on midritelty kaikilla reaaliluvuilla paitsi luvulla /7.

Kun b > /7, niin b ++/7 > 0 ja b — /7 > 0, joten h(b) > 0. Koska lisiksi
b—+7—0kun b — \/7+, saamme

O b+VT
lim ——= =
b7t b — \/7

Toisaalta, kun b < /7 mutta ei liian paljon pienempis (esimerkiksi b > 2),
niin b+ /7 > 0 ja b — /7 < 0, joten h(b) < 0. Koska liséksi b — /7 — 0 kun

b— /7 , saamme
b+ VT
lim = —

b7 b — \/7

Raja-arvot ddrettomaéssd ja miinus darettomassa kertovat, mita lukua (jos
mitédén) funktion f(x) arvo lahestyy, kun x — oo eli = kasvaa rajatta tai
r — —oo eli x vihenee ilman alarajaa. Funktio voi luvun z kasvaessa tai
pienentyessé saada dérellisen raja-arvon, voi heilua darettomén paljon (ja
vélttdd saamasta raja-arvoa) tai se voi kasvaa tai pienentyé rajatta, jolloin
raja-arvoksi merkitdan oo tai —oo.

Huomautus 5.1.15. Tassé ei lasketa funktion arvoa darettomaéssa, vaan sel-
vitetdan funktion kaytostd kun muuttuja joka funktiolle syotetadan kasvaa
rajatta. Reaalifunktion arvoa darettoméssa ei ole méaritelty, koska adédreton ei
ole reaaliluku.

Esimerkki 5.1.16.

limb+ﬁ—lim—b<1+ﬁ/b>—lim 9-714_\/7% —lim71+\/7/b
limpsoo (1+ V7/b)  Timp oo 1+ limy o (V7/D)
_nmww@fwﬁm)_hmHm1—mmﬁm@ﬁw)

140

ke

1

Esimerkki 5.1.17. Kun z < 0, niin myos 2 < 0. Kun z — —oo (eli z
vithenee rajatta), niin tekee myos z3. Siis

lim 2% = —o0.
Z——00
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Esimerkki 5.1.18 (Tohvelieldimen paluu). Harjoituksissa selvitimme, etté
hyvissé olosuhteissa tohvelieldinten lukuméara noudattaa yhtaloa

ny = ng2’,

missd ¢t on aika paivind ja n; on tohvelieldinten lukumaéaéara kun aikaa on
kulunut ¢ paivaa.

Kuinka suureksi tohvelieldinten populaatio voi kasvaa, jos niiden lu-
kuméird noudattaa ylldolevaa kaavaa? Laskemme téta varten raja-arvon

Jim e = Jim (n02') = no Jim (2) = oo,

kunhan ng > 0. Téassd kdytimme tulosta lim;_,, 2! = 0o, jonka perustelussa
tyydymme kokeelliseen ldhestymistapaan: kokeilemalla esimerkiksi ¢t = 10,
t =100, t = 1000 ja niin edelleen nayttda siltd, ettd mitdan aérellistd rajaa ei
ole.

Siis tohvelieldinten populaatio kasvaisi rajatta. Erityisesti, jos aikaa kuluisi
tarpeeksi, niin tohvelieldinpopulaation massa ylittdisi maapallon, aurinko-
kunnan ja lopulta universumin massan. Tésséd vaiheessa lienee ilmeisté, etté
kaavamme ei toimi kovin hyvin, kun aika ¢ kasvaa kovin suureksi.

Esimerkki 5.1.19.

) w? — 11w +6 ) w3 (1 — 11w 2 + 6w™3)

lim = lim

w—oo —19uwt — 2w? +5  wooo wt (=19 — 2w=2 + bw™?)
3

. w 1— 11w 2+ 6w3
= lim | — -
w—oo \ wt  —19 — 2w=? 4 5w
owd 1— 11w 2+ 6w3
= lim — - lim

w—oo qt w—oe —19 — 272 + Hw4

1 limy e (1 — 11w ™2 + 6w3)

w00 iMoo (—19 — 2w™2 4 bw—4)
1

Funktioiden graafien piirtdminen toimii samoin kuin ennenkin — laske funk-
tion arvoja eri muuttujien arvoilla ja piirrd vastaaviin tason pisteisiin merkki.
Piirra sitten kayré, joka kulkee kaikkien merkkien lépi. Raja-arvojen tuntemus
auttaa piirtiméaan parempia kuvaajia. Jokaiselta funktiolta kannattaa aina
kysyé, miten se kdyttaytyy darettomassa ja miinus adrettomassé, eli mitka
kyseiset raja-arvot ovat. Samoin kannattaa selvittad funktion kaytos kaik-
kien méaarittelemattomyyspisteiden kohdalla ja paloittaisten méarittelyiden
muutoskohdissa tutkimalla toispuoleisia raja-arvoja kyseisissé pisteissa.



5 Raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta 55

Lausekkeen sieventaminen ei vaikuta funktion arvoon, joten kannattaa
sieventad lauseke niin sievéksi kuin osaa ennen kuvaajan piirtamista.
Lista asioita, jotka kannattaa selvittda kun tutkii funktion kdytostéa:
Maarittelyjoukko.
Nollakohdat.
Raja-arvo aarettomaéssa.
Raja-arvo miinus darettoméassa.
Toispuoleiset raja-arvot pisteissé, joissa funktioita ei ole méaritelty.
Jéarkevé toispuoleinen raja-arvo sellaisen vélin reunalla, jossa funktioita
ei ole méaaritelty.
7. Jos funktio on paloittain méaritelty, niin funktion arvo ja toispuoliset
raja-arvot niissé pisteissi, joissa funktion lauseke muuttuu.

S S

Huomautus 5.1.20. Jos lausekkeen raja-arvoksi meinaa tulla oco/oo0, oo — oo,
0/0, 0°°, 00?, 0™, 0° tai jokin muu huonosti méadritelty lauseke, tarkoittaa
se, ettd lauseketta pitdd sieventdd, muuttaa eri muotoon tai arvioida ennen
rajankayntia.

Maaritelmd 5.1.21. Olkoot f ja g reaalifunktioita. Télloin sanomme, ettéa
niiden kdytos on asymptoottisesti sama adrettémaéssa, jos ja vain jos

lim (f(x) —g(x)) =0. (5.1.23)

T—00

Vastaavasti funktioiden f ja g kidytos miinus dérettoméssa on asymptoottisesti
sama jos ja vain jos
lim (f(z)—g(x))=0. (5.1.24)

T—r—00

5.2 Jatkuvuus

Intuitiivisesti, jatkuva funktio on sellainen, jonka kuvaajan voi piirtda jatku-
vana kdyrdnd nostamatta kynédéd paperista. Talla intuitiivisella mééritelmalla
on hankala laskea mitdan tai todistaa mitdan, joten emme kayté sita sen
enempaa.

Maiiritelmd 5.2.1 (Jatkuvuus). Funktio f on jatkuva pisteessa xq jos ja
vain jos

lim f(z) = f(zo). (5.2.1)

T—T0
Funktio on jatkuva joukossa, jos ja vain jos se on jatkuva kaikissa kyseisen
joukon pisteissa. Funktio on jatkuva jos ja vain jos se on jatkuva koko
madrittelyjoukossaan, eli sen jokaisessa pisteessa.

Lause 5.2.2 (Alkeisfunktiot ovat jatkuvia). Kaikki seuraavat funktiot ovat
jatkuvia madrittelyjoukossaan.



5 Raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta 56

Vakiofunktiot

Polynomit

Rationaalifunktiot

Potenssifunktiot (ja siten juurifunktiot)
Eksponentit

Logaritmait

Trigonometriset funktiot
Itseisarvofunktio.

Lauseen todistus sivuutetaan.

Voidaan todistaa, ettéd raja-arvon voi “siirtad jatkuvan funktion sisille” ja
ulos sieltd; matemaattisesti téatd kutsutaan yhdistettyjen funktioiden jatku-
vuudeksi. Kasittelemme asiaa esimerkkien kautta.

Esimerkki 5.2.3. Koska logaritmi ja kahdella kertominen séilyttavat jatku-
vuuden, voimme laskea

lim log, (2s) = log, (ll_rg (25)) = log, (2e) = log, e +log, 2 = 1 + log, 2.

Siis lahes kaikki nimetyt funktiot ovat jatkuvia. Paloittain maéaritellyt
funktiot eivat valttamétta ole jatkuvia; esimerkiksi Heavisiden funktio on
epdjatkuva pisteessa 0.

On olemassa funktioita, jotka ovat epédjatkuvia kaikissa pisteissd, mut-
ta emme kasittele niita talla kurssilla. Sen sijaan kdymme l&pi muutaman
esimerkin epajatkuvista funktioista.

Esimerkki 5.2.4 (Poistuva epajatkuvuus). Funktiolla on poistuva epédjatkuvuus
eli piste-epajatkuvuus pisteessé g jos ja vain jos funktiolla on raja-arvo ky-
seisessi pisteessé (eli toispuoleiset raja-arvot ovat olemassa ja saavat saman
arvon), mutta funktion arvo siiné pisteessi on erisuuri kuin raja-arvo.

Esimerkiksi seuraavilla lausekkeilla maaritellyilla reaalifunktiolla on kai-
killa poistuva epajatkuvuus pisteessa 5.

g(h):{h’ kun h # 5 f(v>:{3, kun v # 5

722, kun h =5, —m, kunv =25
142% — 4, k
ia Az) = x , kun z # 5
0, kun z = 5.

Todistukset epajatkuvuuksille:
}Ig%g(h) = }Lli%h =5 # 722 = h(5)
lim £(v) = lim3 = 3 # = = /(5
lim A(z) = lim (1427 —4) = 145> — 4 = 1425 — 4346 # 0 = A(5).

=l
r—5
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Esimerkki 5.2.5 (Hyppyepajatkuvuus). Jos funktiolla on jossain pisteessé
molemmat toispuoleiset raja-arvot, mutta niiden arvot ovat erisuuret, niin
funktiolla on kyseisessa pisteesséd hyppyepéajatkuvuus (riippumatta funktion
arvosta kyseisessa pisteessd).

Esimerkiksi Heavisiden funktiolla on hyppyepéjatkuvuus nollassa. Seuraa-
villa lausekkeilla maaritellyilld funktioilla on my6s hyppyepéjatkuvuus:

a, kun a > 4 log, b, jos b >1
fla) = g(b) = q .. .
—a, kun a < 4, sin(b), jos b <1

¢k < —1
jah(c):{e’ un ¢

\m, kun ¢ > —1.

Tarkistamme epajatkuvuuden laskemalla toispuoleiset raja-arvot:
li = i =4ja li = lim —a = —4
ST = I e=die Jp o= g e=—t

eli toispuoleiset raja-arvot ovat erisuuret pisteessé 4, jossa on hyppyepéjatkuvuus.

lim ¢(b) = blilg log, b =1log, 1 =0 ja

b—1+
lim g(b) = lim sin(b) = sin(1) # 0,
b—1— b—1-—

koska 1 ei ole muotoa km millekdédn kokonaisluvulle k. Koska sin on jatkuva
funktio, niin raja-arvo on olemassa. Siis toispuoleiset raja-arvot ovat erisuuret
pisteessé 4, jossa on hyppyepédjatkuvuus.

i e =ty = = |t = 1= v = 1

lim h(c) = lim e =e*,
c——1— c——1—

eli toispuoleiset raja-arvot eivét ole yhtd suuret vaikka molemmat niista ovat
olemassa ja adrellisia, joten pisteessd —1 on hyppyepédjatkuvuus.

Epéjatkuvuus seuraa myos, jos toinen tai molemmat funktion toispuolei-
sista raja-arvoista ei ole maéaritelty tai ei ole darellinen luku.

Esimerkki 5.2.6 (Epédjatkuvuus ja ddrettomyys). Esimerkiksi reaalifunktio v,
joka on madritelty kaikilla luvuilla paitsi nollassa lausekkeella v(t) = log, (|¢),
ja miten tahansa nollassa, on epédjatkuva, koska

li t) = lim log, |t| = lim log, t = —
i o(0) = i log. 1] =l log. ¢ = —o0
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(tarkista kokeilemalla esim. ¢ = 1/e, 1/e?,1/€'%% jne.). Riippumatta funktion
arvosta nollassa se ei ole jatkuva. Vaikka
tlir(% v(t) = tli%{ log. [t] = t£1£ log, =t = —oo

eli toispuoleiset raja-arvot saavat saman arvon; koska tdmaé arvo ei ole
aarellinen, ei funktio voi mitenkaén olla jatkuva kyseisessé pisteessé.

Lause 5.2.7 (Jatkuvien funktioiden yhdistaminen). Jos funktiot f ja g ovat
jatkuvia pisteessi xo, niin niiden summa, erotus, tulo, osamddrd (kunhan
ei jaeta nollalla) ja toinen korotettuna toisen potenssiksi (kunhan syntyvd
potenssilauseke on hyvin madritelty) ovat kaikki jatkuvia.

Jos funktio g on jatkuva kaikkialla ja f on jatkuva ja mdadritelty kaikilla
niilla lwouilla, jotka g voi saada arvoina, niin yhdistetty funktio f(g(zx)) on
myos jatkuva.

Esimerkki 5.2.8. Seuraavien lausekkeiden avulla maaritellyt funktiot ovat
jatkuvia ja maéritelty kaikilla reaaliluvuilla. Kirjain  on reaalimuuttuja.

sin(e®), 15!, tan (cos ) , 2> — 5%, logy (ﬁ + e—w) e 2|

Jatkuvien funktioiden nollakohtia on helpompi 16ytaa kuin epdjatkuvien:
Bolzanon lause sanoo, ettéd jatkuva funktio joka saa positiivisen ja negatii-
visen arvon saa myos arvon nolla niiden valissa.

Lause 5.2.9 (Bolzanon lause (Bolzano, 1817)). Olkoon f: [a,b] — R jatkuva
funktio, jolla f(a) ja f(b) ovat erimerkkisia (toinen on posititvinen ja toinen
negatiivinen luku). Tdlloin on olemassa luku xo € |a,b[, jolle pdtee f(xq) = 0.

Esimerkki 5.2.10. Tutkimme yhtédlod e = —x. Yhtédlon ratkaisu téssé
vaiheessa tunnettujen funktioiden avulla ei onnistu. Lisddmalla x yhtalon
molemmille puolille saamme yhtélon e* + x = 0. Tutkimme funktiota g: R —
R, g(z) = €* + z ja yritimme todistaa, etta silla on nollakohta.

Funktio g on jatkuva, koska se on eksponenttikuvauksen ja identtisen
kuvauksen summa ja sekéd eksponenttikuvaus ettd identtinen kuvaus ovat
jatkuvia. Lisiksi g(0) = €¢4+0 = 1jag(—1) = e 1—1 < 0, koskae™! =1/e < 1.
(Yksi jaettuna yhté suuremalla luvulla on alle yksi.) Koska funktio g on
jatkuva (erityisesti vélilla [—1,0]) ja saa jonkin vélin toisessa péitepisteessa
positiivisen arvon ja toisessa negatiivisen arvon, niin Bolzanon lauseen nojalla
vélilla | — 1,0[ on véhintédén yksi funktion nollakohta. Funktion nollakohta
on alkuperéisen yhtalon ratkaisu; siis tiedimme, ettd yhtalolla on vahintadn
yksi ratkaisu ja lisdksi tieddmme sen sijaitsevan valilla | — 1, 0].
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Bolzanon lause ei kerro, miten yhtalon ratkaisun tai sen likiarvon voi 16ytaa.
Jos haluamme etsia likiarvon, voimme kayttaa esimerkiksi puolitushakua
(tai joten edistyneempéad menetelmid, kuten Newtonin menetelméé tai sen
muunnelmia).

Tiedamme, ettd valilla | — 1,0[ on funktion g nollakohta. Koitamme
puolivilia eli laskemme luvulle g(—1/2) = e~¥/2 — 1/2 likiarvon vaikkapa
laskimella tai arvioimme muuten, etté se on positiivinen. Nyt tieddmme, etté
g(—1) < 0ja g(—1/2) > 0 ja g on jatkuva funktio valilla [—1, —1/2], joten
Bolzanon lauseen nojalla silla on nollakohta vélilla | —1, —1/2[. Voimme jatkaa
puolitushakua tutkimalla seuraavaksi pistettd —3/4 ja huomaamalla etta
g(—3/4) < 0, jolloin ratkaisun on oltava vililla | — 3/4, —1/2[ ja valitsemalla
edelleen sen puolivalin.

Esimerkki 5.2.11. Tutkimme funktiota h, jonka lauseke on 1/z, missa z on
reaalimuuttuja. Onko funktiolla nollakohtaa? Yritimme kéyttda Bolzanon
lausetta: h(—1) = —1 < 0 ja h(1) = 1 > 0, joten voimmeko Bolzanon
lauseesta paatelld, ettd valilla | — 1, 1] on funktion nollakohta? Emme voi,
koska funktiota ei ole méaritelty kun z = 0 ja 0 € [—1, 1]. Koska funktiota
ei ole madritelty tietyssa pisteessé, ei se myoskadn ole jatkuva kyseisesséa
pisteessa.

Seuraus 5.2.12. Okoot f: R — R jatkuva funktio, jolle pdtee toinen seuraa-
vista:

1. f(x) = 00 kun x — oo ja lisiksi f(x) — —o0 kun x — —o0.

2. f(z) = —o0 kun v — oo ja lisiksi f(x) — oo kun x — —o0.
Siis funktio saa sekd raja-arvon ddreton ettd raja-arvon miinus ddreton, kun
x kasvaa tar vihenee rajatta.

Talloin funktiolla on vdhintddn yksi nollakohta, eli on olemassa piste
zo € R, jolle pdtee f(xy) = 0.

Todistus. Todistamme lauseen ensimméisen tilanteen mukaisessa tapauksessa.
Koska lim, . f(x) = oo eli funktio saa rajoittamattoman suuria arvoja kun
x kasvaa rajatta, niin jossain vaiheessa funktio saa positiivisia arvoja. Olkoot
b € R sellainen luku, ettd f(b) > 0.

Vastaavasti, koska lim,_, o, f(2) = —oo, niin funktio saa jossain vaiheessa
negatiivisia arvoja. Se saa niitd myo6s joillakin lukua b pienemmilld (enemmén
negatiivisilla) luvuilla. Siis on olemassa sellainen luku a € R, jolle patee a < b

ja f(a) <0.
Nyt funktio tédyttdd Bolzanon lauseen ehdot vélilla [a, b], joten lukujen a
ja b valilta taytyy loytya vahintadn yksi funktion nollakohta. O]

Seuraus 5.2.13. Parittoman asteen polynomeilla on aina vahintddin yksi
nollakohta.
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Perustelu. Jos parittoman asteen polynomin korkeimman kertaluvun termin
kerroin on positiivinen, tayttda se yllaolevan seurauksen ensimméisen ehdon,
ja jos negatiivinen, niin toisen ehdon. O]

Esimerkki 5.2.14. Lausekkeilla 27 —11x, —57y'' +216y* +1%—6 ja 7275+ 232
madritellyt polynomifunktiot ovat parittoman asteisia polynomeja, joten niill&
kullakin on vahintddn yksi nollakohta.

5.3 Derivaatta

Reaalifunktion f derivaatta pisteessa xy méaaritelladn erotusosaméaran eli
seuraavan raja-arvon avulla:

o @) = flw)

T—rTQ xr — xO

Jos raja-arvo on olemassa, niin funktiolla on pisteessa derivaatta. Jos raja-
arvoa ei ole olemassa tai se on aédreton, ei funktiolla ole kyseisessé pisteessé
derivaattaa.

Derivaatalle on useita erilaisia merkintoja. Tédssd muutamia tapoja ilmaista
funktion f derivaatta muuttujan x suhteen:

d af

f/(l‘), &f(x% aa

Vastaavasti derivointi muuttujan a suhteen kirjoitettaisiin esimerkiksi
D,f.

Funktion derivaatta tarkoittaa sen hetkellistd kasvunopeutta tai yleistettya
kulmakerrointa (kulmakerroin on mielekés vain suoralle; derivaatta yleistéa
sen eli toimii useille sellaisille funktioille, joiden kuvaaja ei ole suora).

Esimerkki 5.3.1. Jos funktio z: R — R kertoo kappaleen paikan, eli z(t)
on kappaleen paikka ajan hetkellé ¢, niin sen derivaatta kertoo kappaleen
nopeuden. Nopeuden derivaatta kertoo kappaleen kiihtyvyyden. Fyysikot
merkitevit aikaderivaattaa laittamalla derivoitavan funktion ylle pisteen: ()
on nopeus hetkelld ¢ ja #(t) on kiihtyvyys.

Esimerkki 5.3.2. Olkoot g: R — R, g(y) = 4y — 7, funktio. Talloin

d - Ay —7—-(4-5— Ay —7—2
Ag 5y i 90 —90) _py =T (5-7) ) Ay - T-2047)
dy y=5  y—2>5 y—5 y—5 e y—5
4y — 2 4-y—4 4. (y—
i 20 S W) sy

y=5 Yy — > y—5 y—>5 y=5 Yy —9 y—b
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Lause 5.3.3. Jos funktiolla on derivaatta, on se jatkuva.

Huomautus 5.3.4. Kaikkia jatkuvia funktioita ei voi derivoida; jos funktion
kuvaajassa on terava nurkka, kuten itseisarvolla nollassa, ei funktio ole siind
pisteessé derivoituva.

Kéaytannossa funktioiden derivaattoja ei lasketa madritelméan avulla, vaan
derivoimissadnnoilla. Kaikki derivoimissdannot voi johtaa maéaaritelmasta.
Emme tee sita talla kurssilla.

Lause 5.3.5. Olkootc € R, r # 0 jaa >0, a # 1.

1. Dc=0.

2. D (2") = ra"! kun lopputulos on mddritelty eli siind ei esiinny nollalla
jakamista.

3. De® = e*.

4. Da” = a” - log, a.

5. D(loge x)=1/x kun z > 0.

6. D (log,z) =1/(xzlog,a) kun x > 0.

7. D(sin(z)) = cos(z).

8. D(cos(z)) = —sin(z).

Esimerkki 5.3.6.

1 1 1
12y _ L oa-1 L 172 _
T )—2&: —23: —2x1/2_—2\/_kun:c>0

Lause 5.3.7 (Derivoimissaantoja). Olkoot f ja g reaalifunktioita, joilla on
derivaatta tutkitussa pisteessd ja olkoot ¢ reaaliluku. Talloin

1. D(cf(x)) = eDf(x) = cf'(x)

2. D(f(x) + g(x)) = D(f(2)) + D(g(x)) = f'(x) + ¢'(z)
3. D(f(2)g(x)) = f(2)D(g(2)) + g(2)D(f(2)) = f()g'(z) + g(2) f'(x)
4. D(f(x)/g(x)) = (g(x)D(f(x)) — f(2)D(g(2))) / (9(2))
= (['(=)g(x) = f(2)g'(x)) / (g (fv))
5. D(f(9(x))) = (Df) (9(x)) - Dg(x) = f'(g(x))g'(x)
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Kannattaa huomata, ettd derivaatta on funktion ominaisuus, eli funktion
lauseketta saa sieventdd ennen derivaatan laskemista, eikd sievennys vaikuta
derivaattaan itseensé.

Seuraavassa esimerkissa kiaytamme kaikkia derivointisdantoja paitsi yhdis-
tetyn kuvauksen derivoimista, joka 16ytyy sitd seuraavasta esimerkista.

Esimerkki 5.3.8.
D(152%) = 15D(z*) = 15 - 32~ = 452°.
D (ef _ ;x5+4x+2> —D(e") D (;:ﬁ) + D (42) + D (2)
=e" — ;D(f) +4D(z)+0=¢€" — §x5_1 +4- 127t

T o 4
e — 37 +4.
D(zsin(z)) = xD(sin(x)) + sin(z)D(z) = x cos(x) + sin(z) - 1
= x cos(x) + sin(x).

D<x4+2x) _ (x+1)D (z* + 22) — (2 + 22) D (z + 1)

r+1 (x + 1)2

_ (x + 1) (D(2*) + D(2z)) — (z* + 22) (D(x) + D(1))
(z+1)°

~ (z+1) (42" +2D(z)) — (z* +22) (12"~ +0)

- (2 +1)°

C(z+1) (42 +2- 12" — (2" 4 22) (14 0)

B (x4 1)

C(+1) (42 +2) — (2 + 22)

B (z+1)

B 4ot + 20 + 423+ 2 — 2t — 22

B (x+1)

3zt dat +2

 (z+1)?

Kuvausten yhdistaminen, f(g(z)), tarkoittaa ettd ensin lukuun z sovelle-
taan kuvausta g, jolloin tulokseksi tulee g(x), johon sovelletaan kuvausta f,
jolloin tuloksena on f(g(z)).

Esimerkki 5.3.9 (Yhdistettyjen funktioiden derivointi). Ensimmaéiseksi tut-
kimme funktiota, jonka lauseke on (3z — 2)". Téssi sisifunktiona on g(x) =
32 — 2 ja ulkofunktiona on f(y) = ¢7. Talléin f(g(x)) = (g9(x))" = (3z —2)",
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kuten pitikin. Derivoimme ensin sisé- ja ulkofunktion:
f'(y) =Ty" ja g'(x) = 3.

Sitten derivoimme yhdistetyn funktion:

D ((3z—2)7) = f'(g(x))g (x) = 7 (9(x))° - ¢'(x) = 7 (9(x))* - 3 = 21 (g(x))°
=213z —2)°.

Lausekkeen sieventaminen laskemalla potenssi auki ei johda kauniiseen tai
havainnolliseen tulokseen, joten emme tee sité.

Seuraavaksi derivoimme funktion, jonka lausekke on sin (15y?), muuttu-
jan y suhteen. Téssé sisdfunktio on g(y) = 15y* ja ulkofunktio on f(z) = sin(z).
Niiden derivaatat ovat ¢'(y) = 30y ja f'(z) = cos(z). Yhdistetyn kuvauksen
derivaatta on

D (sin (15y%)) = f'(9(y))g'(y) = cosg(y) - g'(y) = cos (15y) - 30y
= 30y cos (15y2) .

Esimerkki 5.3.10 (Polynomin derivaatta). Olkoot
P(z) = apa®
k=0

asteen n polynomi. Talloin
P'(z)=D <Z ak:rk) => D (akxk) => aD (a:k)
k=0 k=0 k=0

= aogD (mo) + kﬁ: arD (:L‘k) =aoD (1) + kz_: arD (:1:’“)

=qg-0+ Z ay - ka7l = Z kapz 1.
k=1

k=1

Derivaatta kertoo funktion kasvunopeuden.

e Jos funktion derivaatta on nolla jollain vélilla, ei funktion arvo muutu
lainkaan silla vélilla eli funktio on silla valilla vakio.

e Jos funktion derivaatta on positiivinen jollain vélilla, niin funktion arvot
kasvavat kun kyseisella vélilla siirrytdan oikealle péin; sanotaan, etté
funktio on kasvava.

e Jos funktion derivaatta on negatiivinen jollain vélilla, niin funktion
arvot pienevéat kun kyseisella valilla siirrytdan oikealle pain; sanotaan,
ettd funktio on vdheneva.
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Esimerkki 5.3.11. Funktion f(z) = 2? derivaatta on 2z. Kun x < 0, niin
derivaatta on negatiivinen ja funktio vaheneva,; joukossa |0, oo[ derivaatta on
positiivinen ja funktio kasvava.

Pisteet, joissa funktion vaihtuu kasvavasta vaheneviksi tai vihenevasta
kasvavaksi ovat funktion mahdollisia ddriarvopisteité, eli niissé funktio voi saa-
da suurimman tai pienimmaén arvonsa. Jos funktiolla on derivaatta dariarvopisteessé,
on derivaatan arvon oltava nolla. Kuitenkaan kaikki pisteet, joissa funktion de-
rivaatta on nolla, eivit ole ddriarvopisteité, eikd funktion valttamétta tarvitse
olla derivoituva aariarvopisteessa.

Lause 5.3.12 (Adriarvojen loytaminen). Olkoot f: [a,b] — R jatkuva reaali-
funktio. Se saavuttaa suurimman (vastaavasti pienimmdan) arvonsa jossain
seuraavista pisteista:

o Vilin pddtepisteet a ja b.

e Pisteet, joissa funktiolle ei ole derivaattaa.

e Pisteet, joissa derivaatta on nolla.

Esimerkki 5.3.13. Tutkimme funktiota g: [—-2,10] — R, g(t) = ¢*. Tallsin
g'(t) = 2t =0 jos ja vain jos t = 0. Derivaatta on aina olemassa. Siis funktion
suurimmat ja pienimmaét arvot voivat l0ytya véalin paate pisteista ¢t = —2 tai
t = 10 tai derivaatan nollakohdasta t = 0.

Laskemme funktion arvot niissi pisteissa: g(—2) = (=2)? = 4, ¢(0) =
0% =0 ja g(10) = 10* = 100.

Vertailemalla huomaamme, ettd 0 on pienin néisté arvosta ja se saavute-
taan kun ¢t = 0 ja 100 on suurin naista arvoista ja se saavutetaan kun ¢ = 10.
Vaikka —2 oli yksi ehdokaspisteistd, ei g(—2) = 4 ole suurin eikd pienen
funktion saavuttamista arvoista.

Esimerkki 5.3.14. Tutkimme funktiota h: R — R, h(z) =2 — |z — 3] ja
etsimme sen suurimman ja pienimmén arvon valilla [—10, 10].

Ensin etsimme pisteet, joissa funktio voi saavuttaa suurimman tai pie-
nimmén arvonsa. Véalin péaatepisteet —10 ja 10 ovat tallaisia. Onko muita?

Funktiolla ei ole derivaattaa pisteessd z = 3 (kuvaajassa on terava kulma,
aivan kuin itseisarvon kuvaajassa; tarkista piirtamélla kuvaaja). Laskemme
funktion derivaatan muissa pisteissi. Itseisarvon takia jaamme tilanteen
kahteen tapaukseen: z > 3 tai z < 3. Laskemme ensin funktion arvon ja sitten
sen derivaatan arvon néissa tapauksissa ja katsomme onko derivaatta ikiné



5 Raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta

65

nolla.
z2>3 | —3
& z2—3>0 (itseisarvon méaritelma)
= |z —3|=2-3
& 2—z-3=2—-(2-13)
& h(z) =2—(2—13)
& h(z)=2—2+3
& h(z)=5—=z2 I|1D()
& h'(z) = D(5 — 2)
& h'(z) = D(5) — D(z)
& h(z)=0—-1=-1
Siis funktion A derivaatalla ei ole nollakohtia, kun z > 3.
Vastaavasti:

z <3 | —3
& z—3<0 (itseisarvon mééritelma)
= |z —3|=—(2—-13)
& 2—|z-3|=2—-(—(2-13))
= 2—|z—-3|=2+(2—-3)
& h(z) =24 (z —3)
= W) =z —1 1D(
= h'(z) = D(z—1)
& h'(z) = D(z) — D(1)
& W(z)=1-0=1

Siis A'(z) # 0 kun z < 3.

Funktiolla ei ole derivaatan nollakohtia, joten aériarvot voivat olla ainoas-

taan pisteissd —10, 3 ja 10. Laskemme funktion arvot néissé pisteissa:

h(—=10)=2—|—-10—3| =2 — |-13| =2 — 13 = —11

h3)=2—-|3-3/=2-10/=2-0=2ja
h(10) =2 —[10—3|=2—|7] =2 -7 = —5.

Funktion saamista arvoista —11 on pienin ja 2 on suurin.

Esimerkki 5.3.15 (Pesdpallosy6tto). Pesidpallo syotetdadn (heitetdan suoraan
yléspéin) ajan hetkelld ¢, jolloin pallon korkeus A noudattaa esimerkiksi yhtaloa

1
h(t):1,5m+69t—§gt2
S

(5.3.1)
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niin kauan etta pallo osuu johonkin. Yhtéalossa korkeus h = 0 vastaa maan-
pintaa ja g &~ 9,81 m/s? on normaaliputoamiskiihtyvyys. Jitdmme ilmanvas-
tuksen huomiotta.

Kuinka korkealla pallo annetun yhtédlon mukaan kdy? Koska funktiolla on
derivaatta kaikissa pisteissa (se on polynomi), niin mahdollisia dariarvopisteita
ovat derivaatan nollakohdat ja véilin paétepisteet; meilla ei ole tassa mitaan
tiettya valid, mutta fysikaalisesta tilanteesta voimme paatelld, ettd pallo
lopulta osuu maahan ja sitd ennen kay korkealla, eli jos valitsemme véliksi
[0, T'] tarpeeksi suurelle luvulle 7" sekuntia, niin derivaatan nollakohdan pitaisi
olla dériarvopiste. (Téssé voi myos todeta, ettd h(t) — —oo kun t — oo tai
t— —00.)

Heittohetkelld pallo on korkeudella ~(0) = 1,5 metrié. Laskemme derivaa-
tan nollakohdan, eli ensin derivoimme funktion:

d d d /. m d /1,
M“)—(ﬂ“ﬁm)w(ﬁs‘t>‘dt<29t>

m d 1 d
:0 67.7 - —0— t2
+ S dt(> 2gdt() (5.3.2)
m 1
=6 —-1—-g-2t
S 29
=6 — —gt.

Merkitsemme syntyneen derivaatan eli pallon nopeuden nollaksi ja laskemme
ajan hetken, jolla nain kédy. Toivomme, ettd tulos on positiivinen, tai etta
saamme ainakin yhden positiivisen tuloksen.

d
S hit) = 3.
—h(t) =0 (5.3.3)
& 6?—¢:0 |+ gt (5.3.4)
1
& 6 — = gt = (5.3.5)
5 g
6
= >y (5.3.6)
g s
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eli t =~ 0,6 sekuntia. Télla ajan hetkelld pallon korkeus on

=15 _———— i
’ m+g 2 2 g s?
gl O 58
’ 2 g s2
1 36 m?
~15 - o m
O MmE g g 2
1 2
:1,5m+§’£2
g s
~ 3,3 m.

Pallokay véahintadn metrin syottdjan paata korkeammalla, joten syotto on
korkeutensa puolesta laillinen. Kaytetyt luvut voivat siis olla totuutta ldhella.

6 Integraali

Funktion integraali vastaa kysymykseen: kuinka suuri pinta-ala jaa funktion
kuvaajan ja vaaka-akselin véliin? Pinta-ala tulkitaan positiiviseksi kun kuvaaja
on akselin paallé ja negatiiviseksi kun kuvaaja on akselin alla.

Integraali maaritellaén pinta-alan avulla (sivuutamme yksityiskohdat)
ja integraalin ominaisuudet johdetaan siitd, mutta kaytannossa funktioita
integroidaan kéayttdmaélla tulosta nimeltd analyysin peruslause, joka kytkee
derivaatan ja integraalin yhteen.

Analyysin peruslause perustuu seuraavaan havaintoon: Jos laskemme funk-
tion kuvaajan alle jaavéaa pinta-alaa tiettyyn lukuun b asti ja kasvatamme
hiukan lukua b, niin kuvaajan alle jadvan pinta-alan muutos on verrannollinen
funktion arvoon pisteessa b ja luvun b muutokseen. Toisin sanoin, integraa-
lin derivaatta on funktion arvo, eli integraali ja derivaatta ovat karkeasti
ottaen kdanteisoperaatioita, kuten yhteen- ja vahennyslasku tai logaritmi ja
eksponentti.

6.1 Maaraamaton integraali

Maéritelmé 6.1.1 (Primitiivi eli maarddmaton integraali eli antiderivaatta).
Reaalifunktion f primitiivi on miké tahansa sellainen reaalifunktio F', jolle
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pétee F'(z) = f(x).

Esimerkki 6.1.2. Funktion f: R — R, f(x) = 4z, erds antiderivaatta on
F(z) = 222, koska tilloin F'(z) = 4z = f(x), kuten pitikin.

Toisaalta myds Fi(z) = 22% — 13 on erés funktion f antiderivaatoista,
koska vakiotermin —13 derivaatta on nolla, joten F|(x) = 4x.

Kuten edellinen esimerkki nayttaé, niin jos funktiolla on yksi primitiivi,
on silla niitd darettoméan monta — primitiiviin voi aina lisdtd minka tahansa
vakion niin, ettd derivaatta ei muutu.

Merkintéd funktion f integroinnille muuttujan x suhteen:

/f(x)da: = F(z) + C, missa C € R. (6.1.1)

Merkinnéssa vakio C' (englanniksi constant) tarkoittaa, ettd funktiolla on
monta antiderivaattaa, jotka voidaan luetella kdymalla lépi kaikki reaaliluvut.
Oikeastaan funktion madradméton integrointi antaa tulokseksi funktiojoukon:

/f(x)dsc C(F)+C:CEeRa F'x) = f@)}.  (6.1.2)

Esimerkki 6.1.3 (Integraalin etsiminen valistuneilla arvauksilla). Haluamme
laskea integraalin
/ 4s7ds.

Muistamme, etta potenssifunktion derivoiminen pienentda potenssia yvhdella
) b
joten ensimméinen arvauksemme on s%, jolloin

D (58) = 8s'.

Potenssin edesséa olevan kertoimen piti kuitenkin olla 4 eikéd 8. Koska 4 =
8/2, niin koitamme puolittaa derivoitavan lausekkeen, jolloin tulos on s%/2.
Tarkistus: . . ] g
A 8) — 1.7 O T 4T

D(2s)—2D(s)—28s 23 4s°.
Siis s%/2 on erés funktion 4s” primitiivi. Talloin kaikki primitiivit ovat muotoa
s8/2 + C, missi C on reaaliluku, ja kaikki tuota muotoa olevat lausekkeet
ovat primitiiveja.

Esimerkki 6.1.4 (Integroimisvakion merkitys). Tutkimme kappaletta (vaik-
kapa pesdpalloa) maapallon pinnan lahell ja vapaassa pudotuksessa. Jatdmme
ilmanvastuksen huomiotta.
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Ainoa kappaleeseen vaikuttava voima on painovoima, joten kappaleen
kiihtyvyys a = —g ~ —9,81 m/s?.
Nopeus on kiihtyvyyden integraali, eli

v(t) = /adt = /—gdt = —/gdt =—gt+C. (6.1.3)

Vakion C' fysikaalinen tulkinta on, etta se kertoo nopeuden ajan hetkelld ¢t = 0:
Jos esimerkiksi tieddmme, etta pesdpallon lahténopeus on v(0) = 6 m/s, niin
saamme

6?:v(0)=—g-o+(]:a (6.1.4)

eli C' =6 m/s.
Pesépallon tapauksessa korkeus on nopeuden integraali, eli

1
h(t) = /v(t)dt = / (—gt +6 T) dt = _ith + 16 % +Cy,  (6.1.5)

missa C on vakio. (Eri vakio kuin edellisessa yhtélossd, joten sille kannattaa
antaa eri nimi.) Talldkin vakiolla on fysikaalinen tulkinta:

1
h(0) = =590 +0-6 %JrOl:Cl, (6.1.6)

eli Cy = h(0) joka on pallon korkeus hetkelld ¢ = 0.

Koska integrointi on derivaatan kdanteistoiminto, niin integroimissaannot
tulevat suoraan derivoimissadnnoisté.

Lause 6.1.5 (Alkeisfunktioiden integrointi). Kirjain C' tarkoittaa kaikissa

integroimiskaavoissa integroimisvakiota, jonka paikalle voi asettaa minkd

tahansa reaaliluvun. Kaikki integraalit on laskettu muuttujan x suhteen.
Olkoot a € R ja p # —1. Tdlldin seuraavat yhtilot ovat tosia kun ne on
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mdadaritelty:

/de =C (6.1.7)
/

adr = ax + C (6.1.8)
/:cpdx = pr“ +C (6.1.9)
p+1
/sin(x)dx = —cos(z)+C (6.1.10)
/cos(:v)d:v =sin(z) + C (6.1.11)
/ezdx =e"+C (6.1.12)
/fd - L (6.1.13)
T T log (o) -
/ ldx =log.(z) + C (6.1.14)
T
/loge(x)dx =zlog,(z) —x + C. (6.1.15)

Todistus. Kaikki integroimiskaavat todistetaan derivoimalla oikeaa puolta

ja huomaamalla, ettd tuloksena on vasemmalla puolella integroitava funktio

(riippumatta vakion C' saamasta arvosta; se hivida derivoitaessa).
Esimerkiksi

D pr“ +C|=D LIP—H + D (C)
p+1 p+1
1

=P (z"1) +0

:p+1'(29+1)33p+1_1
p+1

= —0
p+1

::L‘p

p
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ja
D (zlog.(z) — x4+ C) = D (zlog,(x)) — D (z) + D (C)
= D (log.(z)) + log.(z) D(z) — 140
:x'i—i-loge(x)-l—l
=% +log,(¢) — 1

=1+log(z)—1
= log(z).

Esimerkki 6.1.6.

1 1
5d — 5+1 0_76 C
/a: T 51 + 6:c +
1
dr = 1/2d _ 1/2+1 C = 3/2 C
/\/Ex /x T 211 + 3/2I +
_1.2pr o=t o
3

Monimutkaisempien funktioiden integrointi tapahtuu integroimissadntojen
avulla. Jokaista derivoimissaantoa vastaa jokin integroimissaanto; jatamme
néisté osittaisintegroinnin (joka vastaa tulon derivaattaa) késittelemétté ja
jakolaskun derivointia vastaavaa integroimissadntoa ei yleensa edes esiteta.

Lause 6.1.7 (Integraalin lineaarisuus). Olkoot ¢ reaaliluku. Tdlloin

/(f(x)—i—g(x))dx:/f(x)dx+/g(:z:)dx (6.1.16)
/(cf(x))dx = c/f(a:)dm (6.1.17)

Integraalin lineaarisuus sallii esimerkiksi kaikkien polynomien integroimi-
sen.
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Esimerkki 6.1.8.
/ (;x5 Cdrt 1242 1 7) dz

_ / <;w5) dx—/4x4dx—/12x2dw+/7dx
- 1/(x5)dx—4/x4dx—12/x2dx+7x+01

1 5+1 1 441 1 2
- Clmde— ™ 012 — 2 L O+ e+ C
sy Tl i1y tos sy Tttt
]‘6

Koska kaikki luvut C',...,C4 voivat olla mitd tahansa reaalilukuja, myos
niiden summa voi olla miké tahansa reaaliluku, jonka voimme kirjoittaa
yksittdisena integroimisvakiona C.

Lause 6.1.9 (Yhdistetyn funktion integroiminen).

/ F(g(@))g (z)dz = f(g(x)) + C. (6.1.18)

tai, vaihtoehtoisesti jos valitsemme etta F' on funktion f primitiivi, eli F' = f,
nin saamme saman integroimissadannon eri merkinndoilld:

/f(g(w))g’(x)dx — F(g(z)) + C. (6.1.19)

Esimerkki 6.1.10. Haluamme laskea integraalin

/3 cos(3y)dy.

Kyseessd on yhdistetyn funktion integraali, joten tunnistamme ensin sisé- ja
ulkofunktiot. Merkitsemme g: R — R, g(y) = 3y (sisdfunktio) ja haluaisimme
sellaisen ulkofunktion, jonka derivaatta on kosini. Koska [ cos(z)dz = sin(z) +
C, valitsemme f: R — R, f(z) = sin(z) (ulkofunktio). Télléin f'(z) = cos(z)
ja g'(y) = 3, joten

/ 3 cos(3y)dy = / ¢ () 9(y))dy = f(g(x)) + C = sin(3z) + C.

Haluamme laskea integraalin

/ (52 +1)° dz.
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Sisafunktio on g: R — R, g(x) = 5z + 1, ja ulkofunktion derivaatta on
f:R — R, f'(y) = y° Tallin sisifunktion derivaatta on ¢'(z) = 5 ja
ulkofunktioksi voimme valita esimerkiksi funktion f(y) = y'°/10.

/(5x+1)9dx:/f’(g(x))da:

mutta sisdfunktion derivaatta 5 puuttuu, joten se pitda pakottaa nékyviin.

/(5x+1)9dx—/1 5(52 +1)" dw

/ 5$—|—1
/

dx

~—~

flg(x)) +C)

1
10
Gz +1)"+C/5

Oﬂ»—kOﬂ»—kOﬂH

(5z +1)" +C)

= (52 +1)" + Cy,

missd mikéd tahansa luku jaettuna viidella voi edelleen ole mikéa tahansa luku,
jolle annamme uuden nimen Cj.

Kaytannossa yhdistettya funktiota integroidessa tunnista ensin ulko- ja
sisafunktio. Jos sisafunktion derivaatta on jo nakyvissé, voit kayttad yhdis-
tetyn funktion integroimisen kaavaa heti. Jos sisdfunktion derivaattaa ei ole
valmiiksi nékyvissé, pakota se nakyviin kertomalla ja jakamalla integroitava
funktio sopivalla luvulla ja siirtdmalla ylimaaréiset termit integraalin ulko-
puolelle. Tama ei aina onnistu! Vaikka jokaisella jatkuvalla funktiolla onkin
integraalifunktio, ei niita kaikkia voi kirjoittaa alkeisfunktioiden (polynomit,
rationaalifunktiot, potenssifunktiot, logaritmit, eksponentit, trigonometriset
funktiot) avulla.

Esimerkiksi funktion e™" integraalifunktioita ei saa kirjoitettua alkeis-
funktioiden avulla, minké takia esimerkiksi MAOL-taulukkokirjassa normaa-
lijakauman integraaleja on taulukoitu.

—z2

6.2 Maaratty integraali

Integraalin ja nimenomaan méadratyn integraalin tulkinta on jonkin kayran
ja vaaka-akselin (usein z-akseli) véliin jaava pinta-ala. Toinen tulkinta on,



6 Integraali 74

ettéd integrointi kertoo kuinka paljon integroitavaa suuretta kertyy esimerkiksi
aikavalilld. Jos funktion kuvaaja on vaaka-akselin paalla (eli funktio on
positiivinen, niin myo6s integraali on positiivinen. Vastaavasti, jos funktion
kuvaaja on vaaka-akselin alla (eli funktio negatiivinen), niin myos integraali
on negatiivinen.

Negatiivinen integraali, eli negatiivinen pinta-ala tai negatiivinen kertyva
suure, on jarkeva esimerkiksi mekaniikassa — nopeus voi suuntautua takaperin
ja se on kiihtyvyyden integraali.

Merkinta funktion f madratylle integraalille luvusta a lukuun b muuttu-
jan x suhteen on

/ f(z)da. (6.2.1)

Lause 6.2.1 (Analyysin peruslause). Olkoot f: [a,b] — R jatkuva funktio ja
F mikd tahansa sen primitiivi. Tdlloin

/ f(z)dx = F(b) — F(a). (6.2.2)

Analyysin peruslauseessa kaytetadn funktion mité tahansa primitiivia,
mutta térkedd on, ettd primitiivi on sama seké lausekkeessa F'(b) ettd lausek-
keessa F'(a). Primitiivissd esiintyvé mielivaltainen vakio kumoaa itsensi.
Maarédtyn integraalin kanssa kéiytetdan Suomessa sijoitusmerkintéa

b
b
/ f(x)dz = / F(z) = F(b) — F(a), (6.2.3)

a

b

missé sijoitusviiva / luetaan ‘sijoitus a:sta b:hen’ tai vastaavalla tavalla.

a
Englanninkielisessd maailmassa kdytetadn samasta asiasta merkintaa

b

= F(x)

a

— F(b) - Fl(a). (6.2.4)

r=a

[ = r

Esimerkki 6.2.2. Integroimme paraabelia ? luvusta 3 lukuun 10. Ensin
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muistamme, ettd [ z?dz = 2*/3 + C, joten

10

10 1
/ 22dr = / <x3 + C)
3 3

3

1 1

=--10°+C (-33 C)
3 * 370"
1000 27

=—+C-=-C
3 " 3
1000 — 27

=—F —+0-C

_ 913

-3

Miéarattyja integraaleja lasketaan samoin kuin antiderivaattoja, mutta
integroimisvalin tuo muutaman ylimaaraisen mausteen.

Lause 6.2.3 (Maaratyn integraalin laskusaantoja). Olkoot a, b ja ¢ reaalilu-
kuja ja f reaalifunktio. Talloin

[ = [ s (625)
/aa f(@)de =0 (6.2.6)
/abf(x)dx+/bcf(x)dx = /acf(x)dx. (6.2.7)

Huomautus 6.2.4. Kaavassa

/abf(x)da: S /baf(x)dx

integroimisrajojen jarjestys muuttui. Jos integroimme “suuremmasta luvus-
ta pienempéaan” (integraalin yldraja on pienempi kuin alaraja), niin tu-
loksen merkki muuttuu. Tamé vastaa klassisen mekaniikan riippumatto-
muutta ajan suunnasta, eli sitd, ettd klassisen mekaniikan mukaan voimme
lahtoolosuhteista laskea tilanteen kehitysta yhté hyvin eteenpéin kuin taak-
sepain. Jos aika kulkee vaaraén suuntaan, niin pesédpallo putoaa ylospain
vaikka kiihtyvyyden eli painovoiman suunta pysyykin samana.

Esimerkki 6.2.5 (Itseisarvon integraali). Haluamme laskea itseisarvofunk-
tion alle jaavan pinta-alan. Ensin kertaamme itseisarvon maéritelmén:

2] x, kun z > 0
€T =
—x, kun x < 0.
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Laskemme sitten integraalin

1 0 1
/\x|dx:/ ]1:|d:c—i—/ 2| da
-3 -3 0
0 1
—/ (—x)da:—l—/ xrdx
-3 0

1

0 1
= —/ xdx + / —z?
_3 2

1 1 1
:—-W—-—3ﬂ —)
Q 2( ) +2

B ( 1 ®+1
N 2 2

-~ (3)*3
N 2 2
_9+1

2 2
10

)

= 5.

Esimerkki 6.2.6 (Paloittain mééaritellyn funktion integrointi). Olkoot h: R —
R,

h(r) = {3\/F, kunr > 5

27’6”2, kun r < 5.

Haluamme laskea funktion A integraalin luvusta 3 lukuun 6 asti.

L%mmzL%mm+L%ww
:1é5mfﬁadr+1£63wﬁh.

Integraalit voi laskea erikseen ja lopuksi laskea niiden tulokset yhteen.
Ensimmadinen integraali on yhdistetyn funktion integraali. Siin& ulkofunk-

tioon f: R — R, f(s) = e® jonka derivaatta f’(s) = e® on valmiina lausek-

keessa, ja sisifunktio on g: R — R, g(r) = 2. Myds sisifunktion derivaatta
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¢'(r) = 2r on jo valmiiksi nékyvissa. Siis

/3 ore()ar = / S (a(r)dr

5

= f(9(5)) = f(9(3))
—e(5°) —e(®)

=e® —¢.

f(g(r))
(5))

Toinen integraali on potenssifunktion integraali. Potenssifunktion integroi-
missddnnén nojalla [ r'/2dr = 2r3/2/3 + C:

6 6
/ 3Vrdr = 3/ V/rdr
5 5

6
= 3/ r2dr
5

—9 (63/2 . 53/2) .

Lauseketta voi, kuten yleensé, sieventda niin pitkélle kuin kokee hyodylliseksi
ja tarpeelliseksi.

2(6%2 — 5%%) = 2 (6v/6 — 5V5)
= 12v/6 — 10V/5.

Lopuksi laskemme viela tulokset yhteen:

6 5 , 6
/ h(r)dr = / 2re(™)dr +/ 3y/rdr
3 3 5
=% — ¢ 4+ 12v6 — 10V/5.
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Kahden kuvaajan valinen pinta-ala Myo6s kahden kuvaajan vilisen pinta-
alan voi laskea integroimalla. Olkoot f(z) > g(z) jollain vélilla [a, b]. Tall6in
niiden kuvaajien vélinen pinta-ala on

/ (f(2) — g(a)) d.

Jos f ja g eivit ole missédan tietyssa suuruusjirjestyksessé, tai jos jérjestys
vaihtuu kesken kaiken niin kuvaajien valiin jaavéan positiiviseksi muutetun
pinta-alan voi ilmaista integraalilla

/ (@) — ()] d.

Kyseisen integraalin laskeminen tapahtuu hajoittamalla alue osiin sen mukaan,
onko f(x) > g(z) vai toisin pain, kuten paloittain maéritellyn funktion
tapauksessa yleensa.

A Kirjallisuutta ja muuta hyodyllista

e Luentomuistiinpanot perustuvat Kaija Hakkisen kurssikirjaan [I].

e Aiempien propedeuttisten kurssien sisaltoja 16ytyy jonkin verran Kopas-
ta:https://koppa.jyu.fi/kurssit/167897, https://koppa. jyu.fi/
kurssit/133982

e Huone MaD 246 on opiskelutila, josta 16ytyy myos liitutaulu ja jon-
kin verran kirjallisuutta. Liitutauluja ja istumapaikkoja loytyy myos
rakennuksen MaD kolmannen kerroksen aulasta.

o Matematiikan ja tilastotieteen laitoksen kaytéavilta loytyy opiskelijoita
ja henkilokunnan jasenia, joilta voi kysya apua. Erityisesti tiistaisin ja
torstaisin kello 14-18 on toisen kerroksen aulassa Ratkomo, jossa hen-
kilokunta nimenomaan auttaa kaikkien matematiikan kurssien tehtdvien
ratkaisussa. Ratkomo on ikédvésti osittain luentojen kanssa paéllekkéin.

Hékkisen kirjan [I] liséksi pitkdn matematiikan oppi- ja kertauskirjat seké

teknisen matematiikan oppikirjat sisaltavat kurssille soveltuvaa materiaalia
toimivalla abstraktion asteella.

Jos englanti ei sdikyté, niin apua voi hakea myo6s kansainvélisilta sivus-

toilta, joista mainittakoon http://math.stackexchange.com.

e Lue tehtavé kokonaan ja huolellisesti. Mita kysytdan tai pitda tehda?


https://koppa.jyu.fi/kurssit/167897
https://koppa.jyu.fi/kurssit/133982
https://koppa.jyu.fi/kurssit/133982
http://math.stackexchange.com
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Varmista, ettd ymmaérréit kaikki késitteet ja symbolit. Jos et ymmaérra
jotain, etsi kyseisen kasitteen tai symbolin maédritelma.

Jos kyseessd on sanallinen tehtavé tai todistustehtava, niin kirjoita
kaikki tehtévéssd annetut tiedot tai oletukset.

Anna nimi suureille, muuttujille ja funktioille.

Kirjoita laskettava suure tai todistettava vaite auki.

Kayté laskusaantojé ja tunnettuja tuloksia péastiksesi annetuista tie-
doista tai oletuksista pyydettyyn tietoon tai vaitteeseen.

A.2 Todistus ja sen lukeminen

Matematiikassa véaitteen todistus antaa periaatteessa taysin vedenpitavan
perustelun kyseiselle véitteelle, annetuilla oletuksilla. Perustelu voi olla tun-
nettu laskusddnto, kisitteen méadritelmé, tai aiemmin tai muualla todistettu
lause, jonka todistuksessa ei ole kiytetty nyt todistettavaa tulosta (muuten
paddytadn kehdpaatelmidn). Kaytdnnossd todistuksesta jatetddn yksityiskoh-
tia pois, jotta ne pysyvét lyhyempina. Ihmisten on helpompi lukea todistuksia,
joissa on sopiva maara yksityiskohtia — jos niita on liikaa, kokonaiskuvaa
on vaikea saada, ja jos niitd on lilan vahan, puuttuvia palasia on vaikea
taydentad.

Todistuksen lukeminen vastaa jonkun toisen kirjoittamaan koodin lukemis-
ta. Todistettavan tuloksen ymmartaminen helpottaa todistuksen lukemista
samalla tavalla kuin ohjelman tarkoituksen ymmaéartadminen auttaa koodin
tulkintaa.

1. Varmista, ettd ymmarrat kaikki todistuksen oletuksissa ja véitteessa

esiintyvat késitteet ja merkinnat.

2. Todistuksessa joko kerrotaan véitteita perusteluineen tai ilman peruste-
luita, tai maaritetdan uusia asioita.

e Kun todistuksessa viitetdan jotain, selvitd miksi véite on tosi.
Misté laskusddnnosté, lauseesta tai maaritelmésta se seuraa?

e Kun todistuksessa maéritelldan uusi asia, varmista etta sellainen
asia voidaan maaritelld, eli sellaisia on olemassa.

3. Kay lapi koko todistus ja yritd oikeuttaa jokainen vaihe edeltdvan
kohdan avulla.

4. Kaytyasi ldpi koko todistuksen, lue oletukset ja viite uudestaan. Yrita
perustella itsellesi, miksi vaite seuraa oletuksista. Téma on usein vai-
keampaa kuin yksityiskohtien ymmaéartédminen perustelussa, mutta alkaa
sujumaan kokemuksen kanssa.
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A.3 Tehtavan tarkistaminen

Kokeellisessa tieteessi muodostetaan valistunut arvaus teorian tai havain-
tojen pohjalta ja arvauksen pétevyys tarkistetaan tekemaélld kokeita, jotka
saattaisivat ndyttaa arvauksen vaaraksi jos se oikeasti oli véara.
Matematiikassa tehtavan ratkaisua tai laskun laskemista kannattaa ai-
na ajatella valistuneena arvauksena. Kun on saanut valistuneen arvauksen,
kannattaa tehda kokeita, joissa katsotaan onko tuloksessa mitaén jarkea. Tu-
loksen testaaminen télld tavalla ei ole yhta tarkka todistus kuin hyvin ja
patevasti tehty lasku, mutta auttaa l6ytamaédn ajatusvirheita ja laskuvirheité.

Sanallinen tehtava Vastaako yhtalon ratkaisu kysyttyyn kysymykseen?
Onko vastaus jarkeva tai realistinen?

Varsinkin luonnontieteellisissé tai mittauksiin liittyvisséd kysymyksissa
kannattaa pitda kirjaa yksikoista, ja katsoa ettd ne tdsmadvat lopuksi ja
vastaavat kysyttyyn kysymykseen.

Talon pisimmén seindn pituuden ei pitéisi olla 3 mm eikéd 14 kg, eika edes
17 m?.

Yhtalo ja yhtdloryhma Kun olet ratkaissut yhtédlon, sijoita ratkaisu (tai
jokin ratkaisujoukon alkio) alkuperéiseen yhtéloon. Alkuperdisen yhtélon
yhtédsuuruuden pitaisi toteutua, eli yhtasuuruusmerkin vasemman ja oikean
puolen pitéisi todella olla yhtédsuuria sieventamisen jélkeen.

Varsinkin jos yhtalolla on suuri ratkaisujoukko, mutta muutenkin, voit
valita jonkin luvun joka ei ole yhtélon ratkaisu eli ei kuulu ratkaisujoukkoon.
Kun epératkaisun sijoittaa alkuperaiseen yhtéloon, niin sen ei pitaisi olla tosi,
eli yhtalon vasemman ja oikean puolen pitaisi olla erisuuret.

Esimerkki A.3.1. Ratkaisimme yhtalod 3s — 7 = 2 ja saimme ratkaisuksi
s =3.

Tarkistus: Sijoitamme luvun s = 3 alkuperéiseen yhtaloon, jolloin sen
vasen puoli on 3-3 —7 =9 — 7 = 2 ja oikea puoli on 2, eli yhtalé on tosi,
koska sen molemmat puolet ovat yhtasuuret. Nain pitikin olla.

Sijoitamme jonkin muun luvun, esimerkiksi luvun s = 2, yhtaloon. Télloin
yhtalon vasen puoli on 3-2 —7 =6 —7 = —1 ja oikea puoli on 2, eli eri
puolet ovat erisuuret, jolloin yhtélo on epétosi. Koska s = 2 ei ollut ratkaisu
ja yhtélo on kyseisella sijoituksella epétosi, niin kaikki on kunnossa.

Voit myos piirtda kuvaajia. Ajattele yhtdlon oikeaa puolta funktiona ja
piirrd sen kuvaaja. Ajattele sitten vasenta puolta funktiona ja piirrd myos
sen kuvaaja. Naiden kuvaajien leikkauspisteet ovat yhtalon ratkaisut.
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Epayhtalo ja epayhtaloryhma  Kuin yhtéalo(ryhmé). Kannattaa valita usei-
ta testilukuja: todella suuri luku, todella pieni luku, lukuja juuri ja juuri
ratkaisujoukon sisalta ja hitusen ulkoa.

Jos piirrat kuvaajia, niin jos oikean puolen lausekkeen kuvaaja on va-
semman puolen lausekkeen kuvaajan paélla, niin oikean puolen lausekkeen
lukuarvot ovat suurempia kuin vasemman puolen lausekkeen.

Ma@araamaton integraali  Derivoi tulos ja alkuperdisen integroitavan funk-
tion pitéisi tulla esiin.

Maaratty integraali Kuten yll&, mutta derivoi tulos ennen sijoittamista.

Piirréd integroitavan funktion kuvaaja ja arvioi karkeasti kuvaajan alle
jaavaa pinta-alaa. Sen pitéisi olla samaa kokoluokkaa ja saman merkkinen
kuin integroinnin tulos.

B Kurssin yleisia asioita

e Kurssin Korppi-sivu: https://korppi. jyu.fi/kotka/r. jsp?course=
1909834

e Kurssin Koppa-sivu: https://koppa.jyu.fi/kurssit/199834

e Kurssin luennoitsijan Tommi Branderin huone on MaD 244, séhkopostiosoite
on tommi.o.brander@jyu.fi ja puhelinnumero on +358408054743.

e Etéopiskelijat voivat soittaa erityisesti tiistaisin kello 12-14.

B.1 Tentti

Tentissa saa olla mukana muistiinpanovélineet (ja piirrustusvélineitd, jos
haluaa), laskin joka ei osaa piirtdd funktioiden kuvaajia eika ratkaista yhtaloita
ja ruokaa ja juomaa. Opiskelijakortti tai muu henkilokortti, jossa on ainakin
kuva ja nimi. Tenttiin tulee jonkinlainen kaavakokoelma. Laskin saa kyeta
laskemaan esimerkiksi logaritmeja ja trigonometrisia funktioita.

Tentissd ei saa olla mukana graafista laskinta, laskinta joka osaa ratkaista
yhtaloita, muistiinpanoja, penaalia, kirjoja, lemmikkia, puhelinta, tietokonetta,
jne.

Tenttiin tulee 5 tehtdvéa, joista kustakin saa korkeintaan 6 pistetté. Pisteet
jakautuvat seuraavasti:

Selked esitystapa antaa korkeintaan yhden pisteen. Késittda selkedsti erik-
seen kirjoitetun vastauksen ja sanalliset kommentit laskujen vélissé ja
joukossa. Kommenttien tulee selittaa, mité laskussa tehdaan ja miten
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laskettu lasku ratkaisee annetun tehtavéan. Puuttuva vastaus, vaikka
onkin selked, ei oikeuta pisteisiin selkedsta esitystavasta.

Tehtavan tarkistaminen antaa korkeintaan yhden pisteen. Yhden pisteen saa,
jos tarkistukset ovat kattavia ja 16ytavét tai 1oytaisivit useat mahdolliset
virheet. Puoli pistettéd saa, jos tarkistukset loytavat tai loytaisivat edes
jonkin virheen. Pisteitd virheen tarkistamisesta saa, vaikka tehtava
muuten olisikin vadrin tai puutteellisesti ratkaistu.

Tehtavan ratkaiseminen antaa korkeintaan nelja pistetta. Ratkaiseminen sisaltaé
ongelman muotoilun (sanallisen tai todistustehtavén tapauksessa), las-
kun ja laskun lopputuloksen muuttamisen vastaukseksi. Perustelut ovat
tarkeampia kuin oikea vastaus. Laskuvirheesta ei menetd paljonkaan
pisteita, ellei se muuta tehtavia helpommaksi.
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