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1. Milla lukujen a ja b arvoilla lineaarisella yhtaloryhmalla

2131 —2!13'3 =10
4.CE2 +4.CE3 =38
—2x1 +4xy +axs =0

on nolla/yksi/déreton ratkaisua?

2. Edellisissa harjoituksissa laskettiin yhtaloryhmén

—4xq + 229 +4z, =10
211 +4xs+4xs =0
6r1 — 20y +2x3—2x4 =2
91 — 229 +2x3 + 14 =2

kerroinmatriisin £ determinantti, joka oli 24. Yhtaloryhmaélla on siis tés-
maélleen yksi ratkaisu (xy, zo, x3,x4). Selvitd xz kiyttden Cramerin saéntoa.

3. Hahmottele funktion f : [-1,2] — R, f(z) = 2* — 1 graafi eli kuvaaja.
Maéritd My ja Ay, ja etsi ne myos piirtamastasi kuvasta.

4. Méaritd perustellen kuvauksen f : [—1,1] — R, f(z) = 2? — 2z + 1
arvojoukko Ay.

5. Maérita perustellen kuvauksen f(z) = x—12 madrittelyjoukko My ja arvo-

joukko Ay.

6. Olkoon f: R — R, f(z) =2z —1jag: R — R, g(z) = e® + 2% Méiirita
funktioiden f o f, fog, ja go f lausekkeet.

7. Tutki ovatko seuraavat funktiot injektioita, surjektioita, tai bijektioita

iR —[-2,00), flz) =2 +22 -1,
g:[0,00) = R, g(z) = 2* -8,
h:[-1,1] = [-1,3], h(r) =3 — (v + 1)



8. Médrité edellisen tehtédvin kuvauksille kidnteiskuvaukset (niille kuvauksil-
le joille se on mahdollista). Hahmottele lisidksi kiénteiskuvauks(i)en graafi(t),
ja merkitse seké alkuperdisen funktion ettd kddnteisfunktion madrittelyjou-
kot ja arvojoukot piirtamadsi kuvaan.

9. Méiritd kuvauksen f : R — R, f(z) = 1 — 2z kisnteiskuvaus !, ja
piirré samaan kuvaan funktioiden f ja f~! graafit.

(10*). Méarité perustellen kuvauksen f : [-1,1] — [—1,1],

o) = {a:, jos x <0,

22, jos v > 0,

kidnteiskuvaus!.
(Vihje: koska funktio f on paloittain médritelty, on luultavasti myos f~!
paloittain mééritelty)

(11*). Oletetaan ettd f : A — R on aidosti kasvava, eli kaikilla
x,z € Aehdosta z < z seuraa f(z) < f(z). Osoita ettd f on injektio. Tall6in
f:A— Ay on bijektio, joten silld on kidnteiskuvaus f~ : Ay — A. Onko
kuvaus f~! aidosti kasvava?

(12%*). (Lineaarinen regressio) Lineaarisessa regressiossa tutkitaan yhtaloryh-
méd AX = B, missi A on m X n-matriisi, X on n x l-matriisi, ja B on
m x l-matriisi, ja lisdksi m > n. Koska m > n, yleensé kay niin ettei yhta-
loryhmaélle ole ratkaisua. Télloin voidaan kuitenkin 16ytaa sellainen matriisi
X, jolle AX on mahdollisimman ldhelld matriisia B. Tama tarkoittaa, etta
tehtédvini on etsid matriisi X, jolle Y7 | [(AX); — (B)i|* on mahdollisimman
pieni (pienimmén nelidsumman menetelm4).

Aiemmin opimme, ettd jos m = n ja A on kddntyvi, niin yhtdloryhméan
ratkaisu on X = A~'B. Myds seuraava pitee: jos AT A on kidntyvi, niin mi-
nimointiongelman ratkaisu on X = (AT A)~' AT B. Todista ettd niin todella
on, kun

1 0
A=10 1},
0 1
ja

1
B=1
2

'Eli padttele kiidnteiskuvauksen lauseke, ja osoita ettd tdmi todella on kuvauksen f
kéanteiskuvaus.



