Matematiikan peruskurssi MATY020

A. Yleista tietoa tenttitilaisuudesta.

Muista ilmoittautua tenttiin. Jos et ole avoimen yliopiston opis-
kelija, niin tdmé& onnistuu Korpissa. Jos olet avoimen yliopiston
opiskelija, niin ilmoittaudu avoimen yliopiston ohjeiden mukaan;
lahettdmalla sdhkoposti osoitteeseen "Office-maths@jyu.fi".

Tenttipaivat ovat 19.4.2017 ja 3.5.2017.

Molemmat tentit ovat keskiviikkona, alkavat noin kello 8.00, ja
paattyvat noin kello 12.00. Tenttitilaisuudesta voi poistua aikai-
sintaan puolen tunnin kuluttua tilaisuuden alkamisesta.

Tenttipaikka on Mattilanniemessé, Jyvaskylédssa. Tenttisali on né-
kyvissd MaA- ja MaD-rakennusten ulko-ovessa viimeistéén tenttia
edeltdavana paivana.

Tentissé saa olla mukana funktiolaskin tai graafinen laskin, mutta
ei symbolista laskinta. Tenttisalissa on myds muutama laskin joita
voi lainata.

Laskimen lisaksi tentissa saa olla mukana vain kirjoitusvélineet ja
henkil6llisyystodistus (ja mahdollisesti syomistéd/juomista). Kun
palautat vastauspaperisi tentin valvojalle, joudut todistamaan hen-
kilollisyytesi (opiskelija- tai ajokortti tai vastaava kelpaa).

Tentissa tarvittavat kaavat 10ytyvit tenttipaperin toiselta puolel-
ta.

B. Vastausohjeita.

(1)

(2)
(3)

Kirjoita vastauspaperiisi/vastauspapereihisi koko nimesi ja synty-
maaikasi asiaankuuluvaan paikkaan.

Lue annetut tehtavat huolellisesti.

Useimmiten vastaukseen kuuluu muutakin kuin oikea tulos. Kirjoi-
ta nakyviin myos tekemaési padttely, ja laskuissa olisi hyvé nakyé
riittéava maara valivaiheita. Talloin:
e tentin tarkastajille nidkyy vastauspaperistasi, ettd olet ym-
méartinyt asian etkd vain arvaillut

e jos olet tehnyt virheen jossain kohdassa, niin tarkastaja nakee
missd kohdassa virhe on tapahtunut, eli millainen virhe on

kyscessil. Jos esimerkiksi vastauksessasi toteat: D(1) = —=;,
ja tdmén jilkeen unohdat "—"merkin termin %2 edesté, niin
tdmé on pienempi virhe kuin ilman toteamusta D(2) = —=;.

Huolimattomuudesta ei vahenneta pisteitd yhtd paljon kuin
asian ymmartamattomyydesta.



Kirjoita vastaukseesi kuitenkin vain kyseiseen tehtavddn liittyvdt
paattelyt ja kaavat/laskut.

(4) Huolellisuudestakin on hyotya: kun saat tehtévin ratkaistua, niin
kayta hetki tuloksen tarkisteluun. Jos huomaat ettei ratkaisusi ole
jarkeva (esimerkiksi funktion % derivaatan pitéaisi olla negatiivi-
nen, koska funktio on vihenevi), niin etsi laskuistasi/paattelystési
virhetté jos aika riittda. Jos et 16yda virhetté, tai et ehdi etsia vir-
hetté, niin kirjoita tehtédvapaperiin ettd tulos ei voi olla oikein
("sain téllaisen tuloksen, mutta se ei voi olla oikein koska...").
Talla osoitat ettd olet ymmaértanyt asian, vaikka jokin laskuvirhe
olisikin ratkaisussasi tullut.

(5) Vaikka et osaisi ratkaista tehtavdad kokonaan, niin yritd. Jos mie-
lestési tiedét jotain tehtavadn liittyvaa, niin kirjoita se vastauspa-
periin. Lisdksi voit kertoa miten tehtavé mielestési tulisi ratkaista,
vaikka et osaisi kiytdnnossé sitd tehddkddn (esimerkiksi funktion
kasvavuuden /vihenevyyden nékee funktion derivaatasta, muttet
osaakaan derivoida kyseisté funktiota).

(6) Vaikka et saisi aikaan minkddnlaista vastausta mihink&én tehté-
vAdn, niin jatd tentin valvojalle (tyhjd) paperi jossa on nimesi ja
syntyméaikasi. Néin véltytdan "kadonneiden"tenttipaperien etsi-
miselta.

C. Kurssin sisalto
Kurssin kannalta olennainen sisélto, joka kurssin aikana on ollut tar-
koitus oppial:

(1) Jonot ja korkolaskenta

e Aritmeettisen ja geometrisen lukujonon ja summan tunnista-
minen, jonon yleisen termin kaavan kiyttdminen, ja summa-
kaavan kdyttdminen.

e Kasvaneen ja alkuperdisen padoman laskeminen, eli diskont-
taaminen ja korkouttaminen.

e Jaksollisten suoritusten yhteisen loppuarvon ja alkuarvon las-
keminen.

e Tasaerdlaina: ymmaértdminen ja tasaerdn laskeminen.
(2) Matriisilaskenta

e Peruslaskutoimitukset (yhteen- ja kertolasku, sekd kertomi-
nen reaaliluvulla).

e Transpoosin laskeminen.

e Determinantin laskeminen, ja determinantin yhteys kaénteis-
matriisiin.

e Kidnteismatriisi, ja sen selvittdminen (Gauss-Jordan).

e Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaiseminen (Gauss-Jordan/kiénteismatriisin
avulla).

IEli tenttiin lukiessasi ainakin vilkaise naité asioita.



(3)

(4)

Analyysin alkeita

e Funktion maéarittelyjoukko ja arvojoukko.
e Yhdistetty funktio ja lausekkeen muodostaminen.

e Kaanteisfunktio: milloin funktiolla on ké#nteisfunktio, ja mi-
ten sen lauseke muodostetaan. Mitkd ovat kddnteisfunktion
médrittelyjoukko ja arvojoukko.

e Derivaattafunktion laskeminen derivoimissddantojen avulla.

e Derivaatan yhteys funktion kuvaajalle piirrettyihin tangent-
tisuoriin.

e Derivaatan yhteys funktion monotonisuuteen.

e Derivaatan kiyttdminen dariarvojen loytamiseen ja niiden laa-
dun méarittamiseen (lokaali/globaali minimi/maksimi).

e Implisiittinen derivointi.

e Funktion arvojen arvioiminen annetun pisteen ldhelld deri-
vaatan /tangenttisuoran avulla.

e Integraalifunktion méarddminen integroimissdantojen avulla.

e Maaratty integraali, laskeminen integraalifunktion avulla.

e Osittaisintegrointi.

e Integrointi sijoituksen avulla.

e Funktion kuvaajien rajoittaman alueen pinta-ala.

e Kertymafunktio.

e Epioleelliset integraalit.

Differentiaaliyhtalot

e Differentiaaliyhtélon tyypin tunnistaminen (integroimalla rat-
keava /separoituva/lineaarinen).

e Differentiaaliyhtélon ratkaiseminen soveltuvan ratkaisukaavan
avulla.

e Alkuarvotehtavin ratkaiseminen, eli sen yksittédisratkaisun et-
siminen joka toteuttaa annetun lisdehdon.

D. Esimerkkeja tuloksen tarkistuksesta.

(a)

Jaksolliset suoritukset: jos talletat pankkiin 100 euroa vuoden vé-
lein, niin 10 vuoden kuluessa teet 10 talletusta. Koska saat myos
jonkin verran korkotuloja, niin 10 vuoden kuluttua tililldsi on ol-
tava enemman kuin 100 * 10 = 1000 euroa.

Jaksolliset suoritukset: otat 10 vuoden mittaisen tasaerdlainan,
jossa lainan mé&ara on 1000 euroa, ja maksat lainan takaisin vuo-
sittain. Koska maksat lisdksi korkoja, niin yhteensd maksat ta-
kaisin enemman kuin 1000 euroa. Takaisinmaksueria on 10, joten
tasaeran suuruus on oltava suurempi kuin % = 100 euroa. Jos
maksat lainan takaisin puolen vuoden vélein, niin takaisinmak-
suerid on 20 kpl, joten tasaerdn suuruus on oltava suurempi kuin

%80 = 50 euroa.



(c)

(d)

Kéanteismatriisi: Kun saat ratkaistua matriisin A kidanteismatrii-
sin A™!, niin tarkista vield ettd todella on AA™! =T (tai A7'A =
I).

Lineaarinen yhtaloryhmé: Kun saat ratkaistua Gauss-Jordanin me-
netelmalld laajennetun matriisin yksinkertaiseen muotoon, niin
anna vield ratkaisu muodossa "xi = a, ro = b,..." Tarkista et-
ta ratkaisusi toteuttaa annetun yhtaloryhmén.

Kéanteisfunktio: Hahmottele alkuperéisen funktion kuvaaja. Kéaan-
teisfunktion kuvaajan tulisi olla timé kuvaaja "kddnnettyné": Ver-
taile funktioiden h ja h™' kuvaajia tehtavissi H5/T7 ja H5/T8
(funktion h~! kuvaaja 16ytyy Kopasta).

Kééanteisfunktio: Jos ratkaiset muokkaamalla yhtdlon y = f(z)
sellaiseen muotoon, jossa x on toisella puolella ja muuttujan y
lauseke toisella puolella, niin tima muuttujan y lauseke on f~1(y).
Tarkistus: onko f(f~'(x)) =z ja f~1(f(z)) = = kaikilla sopivilla
x.

Derivointi: Jos saat kasvavan funktion derivaataksi jotain negatii-
vista, niin jossain on vikaa.

Asriarvoja etsiessi: Tee kulkukaavio, ja hahmottele funktion ku-
vaajaa tdmén perusteella (vastaavasti kuin tehtévissd H7/T1).
Mieti, vastaako kuva funktion lauseketta, eli onko kuvaaja sellai-
nen kuin funktion lausekkeen mukaan luulisitkin olevan.

Integraalifunktion méadraminen: Tuloksen voi aina tarkistaa deri-
voimalla.

Madratty integraali: Jos osaat hahmotella funktion kuvaajan, niin

tee se. Kuvasta voit arvioida maaréattya integraalia vastaavan pinta-
alan suuruutta. Jos sait maaratyn integraalin arvoksi 1, ja kuvasta

katsomalla arvioit vastaavan pinta-alan suuruudeksi osapuilleen 4,

niin kannattaa tarkistaa viela laskut.

Madratty integraali: Jos integroitava funktio on koko integroimis-
valilla positiivinen (vastaavasti negatiivinen), niin méaaratyn inte-
graalin tuloskin on positiivinen (vastaavasti negatiivinen).

Differentiaaliyhtdlon ratkaisu: Tuloksen voi aina tarkistaa derivoi-
malla. Jos esimerkiksi saat differentiaaliyhtilon

Y () +y(x) =0 (1)

ratkaisuksi y(z) = Ce”, missd C' € R, niin tarkista toteuttaako
funktio C'e” todella yhtélon (1). Tarkista siis, toteutuuko

D(Ce") + Ce” = 0.

(Vihje: ei toteudu)



MATEMATIIKAN PERUSKURSSI: KAAVOJA TENTTIIN

Kaavoja lukujono- ja korkolaskuista

Aritmeettinen lukujono a; = a; + (z —1)d ja summa S,, = na1+a".

1—q™
1—q
Kasvanut padoma n:n korkojakson kuluttua on K, = (1
Kn

(1+155)"

Geometrinen lukujono a; = a1¢*~! ja summa S, = a4

+ 155)" Ko ja alkuperii-

nen padoma Ky =

_p \*. _p
(1 + IOO-m) 100-m
_p _\"_
(1 + 100~m) 1
missd N = lainan méara, p = korkokanta, n = takaisinmaksuerien lukumaéra ja
= takaisinmaksuerien lukumééra korkojakson aikana.

Tasaerélaina: tasaerd = A = N - ,

Lineaarialgebraan liittyviad laskusaantoja

(ANHT =4 (rA)T =rAT (A+B)T=AT+BT (AC)T=CTAT
AATN=ATTA=1 detA™!' = 1 (AhH)t=4 (AB)"' =B14™!
Derivoimissdantoja

D" = ra" ! De® = ¢e* Dlnz =1

T

Dsin(z) = cos(z) Dcos(r) = —sin(z) Dtan(z) =1+ tan(zr)?

(fg):(fﬂ) = f'(z)g(z) + f(z)g'(x)
f (z) = [ (@)g(z)—f(z)g' (x)
g g(x)?

€Tr) =

Dg(f(x)) = (go f)(x) = (g"o [)(@) [ (x) = g'(f()) [ ()

Integroimissdantoja

Jardz = Tj_l 2™ 4+ C kan r # -1, [1dz = Infz| + C, [e"dz = e + C,
[ sin(z)dz = — cos(z) + C, [ cos(z dx—sm( )+C’

Osittaisintegrointi: [ f/(z)g(x)dz = — [ f(z)

Integrointi sijoituksen avulla

Jo(f @) f@)de = [g(Ddt = G(f(z)) tai [ f(z ) dz = [ f(g(t))g'(B)dt.

jpad =dt g9(t) ¢'(t)dt
b
Méaritty integraali: f: f(x)dz = / F(z) = F(b) — F(a)

-osittaisintegroinnilla fb f(x)g(x)dx = / f(x)g(x) — ff f(x)g (x)dx
-sijoituksella f f(x)dz = fg (b flg(t)d (t)dt.

a

Differentiaaliyhtdloiden ratkaisuun

y(x)=fx) — ylo)=F@)+C

Y (z) = (((2)) - H(y(:(:))—G( )+, CER

h
Y (@) + F@)y) = gz) - y(@) = ([FDg(r)ds+C) e F@, CeR




