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1 Finanssimatematiikkaa

1.1 Lukujonot ja summat

Lukujono on jarjestetty joukko reaalilukuja. Esimerkiksi
1
1,1, 2,3, 5,8 13 ja 9, 3, 3.3, 2.1, 85, 5, 100
ovat lukujonoja, joissa on seitsemén jasenta ja

1.1.2. 3.5 8 13 91 L2
) Ly 9y Jy O y e a , L y T Ty e
’ ) 37

ot Do

Y

DN | —

Y

GV )

ovat paattymattomia lukujonoja, joissa on ddrettoméan monta jésenté. Luku-
jonossa jasenten jarjestykselld on merkitysté.

Kéaytamme merkintdd a; tarkoittaessamme lukujonon i:nnettd jasenté.
(Sanotaan "a i".) Lukujonoille

ai, g, as,...,0y Ja a1, ag,a3,...,0n, ...
voimme kayttda merkintoja

(ai)iey  ja (@),

tai joskus vain lyhyesti (a;). Luvut a; ovat reaalilukuja, a; € R, ja niité voi-
daan kutsua jonon jdseniksi tai termeiksi. Termin a; jarjestyslukua ¢ kutsum-
me myos indeksiksi tai alaindeksiksi. Lukujonot (a;) ja (b;) ovat samat,
jos niissa on yhtd monta jasenta ja a; = b; jokaisella indeksilla 7.

Esimerkki 1.1.1.

(a) Vietettyidan pdasidista, Aatu Menninkdinen ilmaantuu matemaattisen
peruskurssin tenttiin (keskiviikkona, 19. huhtikuuta). Tentissd on viisi
tehtivdd; Aatu saa ensimmdisestd tehtdvdstd 3 pistettd, toisesta tehtd-
vdasta 2.5 pistettda, kolmannesta tehtavistd 5 pistettd, neljannestd tehtd-
vastd 0 pistettd, ja viidennestd tehtavdstd 1 pisteen. Tehtavisti saadut
pistemddrdt muodostavat siis lukujonon

2 50, 1

3,2

1 2 3 4
19531405 JO
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b) Lukujonon (=2) kuusi ensimmdisti termid ovat 0
( ] :



(¢) Madritellain aqy = 3 ja a; = %ai,l, kuni=2,3,..., eli jokainen termi

toisesta alkaen on puolet edellisestd termistd. Ndin saadaan lukujono

33 3 3 3

3a 57 217 ga 1_6’ ﬁa

Huomataan, ettdi a; = 3-1 = 3 - (%)0, as = 3 - (%)17 as = 3 - (%)2;

ay = 3- (%) . Itse asiassa jokainen termi a; voidaan kirjoittaa muotoon

1 i—1
123 = .
=3

Kun lasketaan yhteen paattyvan lukujonon (a;)!, termit, saadaan sum-

ma
n

Zai=a1+a2+---+an_1+an.
i=1

(Sanotaan: "summa i kily yhdestd n:a4én a i".)
Esimerkki 1.1.2. (Jatkoa Esimerkille 1.1.1)

(a) Aatun saama kokonaispistemdadrd tentistd on

3
3+§+5—|—0+1:11.5.

Vot olla, ettd pdastikseen lapi kurssista Aatun pitdd yrittdd vudelleen
toisena tenttipdivindg (keskivitkkona 3. toukokuuta).!

zﬁzi—1_0+1+g+§+§+§_0+30+40+45+48+50
~ i 2 3 4 5 6 60
213 .33
60 60
(c)
5 i—1
1 33,3, 3 24412+ 6+ 3 45 13
;3-(5) =345+ gt = 3T T =3+ =91;

'Huom: vappu on saman viikon maanantaina.



1.1.1 Aritmeettinen lukujono ja summa

Lukujono (a;) on aritmeettinen, jos minka tahansa kahden perikkiisen termin
erotus on aina sama luku, eli

;11 — a; = Qg — ap kaikilla indekseilla 3.
Téata erotusta on tapana merkita kirjaimella d. Siis
d= a9 — aq.

Esimerkki 1.1.3. Parittomat luonnolliset luvut 1,3,5,7,9, ... muodostavat
aritmeettiset jonon, jonka kahden perikkdisen termin erotus on 2 (elid = 2).
Jono voidaan kirjoittaa myos muotoon 1,1 4+2,1+2-2,1+3-2,...

Aritmeettinen jono on hyvin yksinkertainen lukujono; jokainen termi voi-
daan peréti ilmoittaa ensimmaisen termin a; ja termien erotuksen d avulla
seuraavasti:

a; = aq
a2:a1+a2—a1:a1+d
d
as = as +a3—a2:a1+d+d:a1+2d
~— =
a1+d as—ai=d
as = as +a4—a3:a1+3d
~— =
a1+2d d
Jne.

Aritmeettisen jonon i:s termi on siis aina

ai:al—i-(i—l)d

Esimerkki 1.1.4. Mikd on aritmeettisen jonon 3,7,11,15,19, ..., kahdes-
toista termi? Jonon ensimmdinen termi on a; = 3 ja perdkkdisten termien
erotus on d = 4. Silloin kahdestoista termi on

ap=a;+ (12— 1)d =3+ 11 -4 = 47.

Esimerkki 1.1.5. Olkoon (a;) aritmeettinen lukujono, jossa a1 = 6 ja
ay = 18. Mikd on perdikkdisten termien erotus? Koska

1I8=ay=a1+ (4—1)d =6+ 3d,

ond=E5=4



Esimerkki 1.1.6. [Laina tasalyhennyksin kiintedlli korolla] Korhosen perhe
ottaa remonttia varten lainaa 30000€' kiintedlld 4 %:n vuosikorolla ja maksaa
lainaa takaisin kuukausittain viiden vuoden ajan. Joka kuukausi maksetaan
lainanlyhennys sekd korko. Tasalyhennyksissi lainaa lyhennetidn joka kuu-
kaust saman verran, mutta maksetun koron mdadrd vdhenee lainan pienen-
tyessd. Viiden vuoden maksusuunnitelmaan kuuluuw 5 - 12 = 60 maksuerdd.
Lainan kuukausittainen lyhennys on % = 500€.

Lasketaan maksettavat korot. Kaytdmme Suomessa kaytissa olevaa pank-
kikorkoa, jossa kuukausikorko lasketaan lineaarisella interpolaatiolla vuosi-
korosta. Siis kuukausikorko on 4% - % Ensimmdinen erd korkoa maksetaan
30000 eurosta kuukauden ajalta, toinen korkoerd maksetaan kuukauden ajalta
29500 eurosta, kolmas 29000 eurosta ja niin edelleen. Viimeisessd 60. erdssd
korkoa maksetaan endd 500 eurosta. Erissd maksettavat korot ovat siis:

4 1
. =1
30000 100 12 00€,
29500 101 98.33€.
00 12 T
29000 1.1 96.67€
00 12 T
4 1
—— = 1 :
500 100 1o 67€.
Huomataan, ettac kahden perdkkdisen  korkoerdn —erotus on aina
—500 - % . % = —% = —1,67€ ja ensimmdinen erd on 100€, joten kor-
koerdt muodostavat aritmeettisen jonon, jossa a; = 100 ja d = —%. Korkojen

muodostama jono on

5 3 5 5
100-0-~-, 100—-1-—, 100 =2 -, ..., 100 =59 - -
37 37 37 Y 37

jonka voir merkitd myds lyhyemmin

(100 —(i— 1)%)?1.

Koska lainaa lyhennetddn 500€' joka kuussa, muodostaa myos lainan takai-

sinmaksusuunnitelma aritmeettisen jonon. Tdlla kertaa a; = 600 ja d = —g,

ja jono on
5 60
600 — (2 —1)= .
( ¢ )3)1'1



Olkoon (a;)?_, aritmeettinen jono, jonka perikkiisten termien erotus on
d. Talloin summaa

Sn:Zai:a1+a2+a3+---~l—an_1+an
=1

=a1+ (@ +d)+ (a1 +2d)+ -+ (a1 + (n —2)d) + (a1 + (n — 1)d)

sanotaan aritmeettiseksi summaksi.
Johdetaan kaava aritmeettisen summan laskemiseksi. Muista, ettd arit-
meettisen jonon i:s termi on aina a; = a; + (i — 1)d. Siis pétee
ast+a,1 = (ag+2—-1)d)+ (a1 +(n—1-1)d)
= a1+ (a1 + (n —1)d)

= a1+ ap.
Huomataan myos, ettd milla tahansa £k = 0,1,...,n — 1 péatee

aip+any = (a1+14+k—=1)d) + (a1 + (n—k—1)d)
= a1+(a1+(n—1)d)

= a;+ ay,.
Taméan avulla laskemme

Sp=a1+ay +az +---+ap1+a,
Sn:an+an—1+an—2+"'+a2 + ap

25, = (a1 + ap) + (ag + apn—1) + (a3 + an—2) + -+ + (ap_1 + az) + (a, + a1)
= (a1 +ay) + (a1 +a,) + (a1 +an) + -+ (a1 + an) + (a1 + ay) .

(. J/

~
n kpl

Siis 25, = n(a; + a,), josta saadaan

_ ait
Sp = nHLe

Esimerkki 1.1.7. Lasketaan aritmeettisen jonon 7,10,13,16,19,22, ... kah-
deksankymmenen ensimmdisen termin summa Sgo. Jonon ensimmdinen ter-
mi on a; = 7 ja kahden perdkkdisen termin erotus on d = 3. Jonon 80. termi
on silloin agy = a1 + (80 — 1)d = 7+ 79 - 3 = 244. Nain ollen

7+ 244

Sso=7+104+13+---+244 =80 - = 40 - 251 = 10040.



Esimerkki 1.1.8. (Jatkoa Esimerkille 1.1.6) Korhosen perheen remonttilai-
nan korkojen maksuerdt muodostavat aritmeettisen jonon

(100 —(i— 1)2)?1.

Kuinka paljon Korhoset joutuvat yhteensd maksamaan korkoja? Jonon en-

simmdainen termi on a; = 100 ja kahden perdkkdisen termin erotus on
d= —g. Korkojen maksuerien summa on aritmeettinen summa
100 4 (100 — 59 - 2) 100 4 2 5
Seo = 60 - 5 =60 - :3000+60~6:3050.

Korhoset maksavat siis lainastaan yhteensd 3050 euroa korkoja.

1.1.2 Geometrinen lukujono ja summa

Lukujono (a;) on geometrinen, jos perdkkéisten termien suhde, eli osa-
méérd a;,1/a;, on sama kaikilla peridkkéisilld termeilld. Silloin on olemassa
suhdeluku ¢, jolle

Gl _ o kaikillai=1,2,3, ...
Q;
Huomaa, ettd geometrisen jonon mikdéan termi ei voi olla nolla, koska jos
a; = 0, niin a;41/a; ei ole médritelty: emme voi jakaa nollalla! Koska mikaan
termi ei ole nolla, niin geometrisen jonon suhdeluvun ¢ on aina oltava erisuuri
kuin nolla.

Esimerkki 1.1.9.

(a) Jono 1,—10,100,—1000, 10000, —100000, . .. on padttymdton geometri-
nen jono, jonka suhdeluku on —10. Jono voidaan kirjoittaa myos muo-
dossa 1,—10, (—10)2, (—10)3,(=10)*, (=10)... eli a; = (—10)""" kai-
killa1=1,2,3,...

(b) Jonon 162,54, 18,6,2,% termeille patee 54/162 = 18/54 = 6/18 =

2/6 = %/2 = L. Kyseessi on pddttyvi geometrinen jono, jonka suh-

L
deluku on % Talle jonolle pdtee a; = 162, as = 54 = 162 - %, as =
18 = 54-1 =162 (1)° ay = 6 = 162 - (1)’ ja niin edelleen, eli
a; =162 ()" kaikilla i = 1,2,3,4,5,6.



Jos geometrisen jonon (a;) suhdeluku on ¢, niin ehdosta a;41/a; = q (eli
a1 = a;q) saadaan

Ay = a14
az = azq = (a19)q = a1¢*

a4 = asq = (a1q2)q = 0l1(]3

ja niin edelleen. Geometrisen jonon termi a; saadaan ensimmaéisen termin ay
ja suhdeluvun ¢ avulla seuraavasti:

1

a; = arq"~

Esimerkki 1.1.10. Geometrisen jonon ensimmdinen termi on 4 ja suhde-
lukw 2.10419. Mikd on jonon kuudes termi? Se on

ag = 4 - (2.10419)° =~ 165.

Esimerkki 1.1.11. Isovanhemmat tallettavat kuuden vuoden ajan jokaisen
vuoden alussa 500€ ' tilille, jonka vuotuinen nettokorko on 0.2 % ja korko lii-
tetddan padomaan aina vuoden lopussa.

Ensimmainen talletus kasvaa korkoa kuuden vuoden ajan, joten siitd kertyvd
kasvava pidioma on 1.002° - 500€.

Toisen vuoden talletus kasvaa korkoa viiden vuoden ajan, ja kasvaa 1.002°-500
euUroon.

Kolmannen vuoden talletus on kasvamassa korkoa yhteensd neljd vuotta, jo-
ten siitd tulee 1.002% - 500 euroa.

Ja niin edelleen. Merkitidn ay:lld viimeistd talletusta, joka kasvaa korkoa
vain yhden vuoden ajan eli a; = 1.002 - 500 = 501 ja as:lla toiseksi viimeistd
talletusta, joka kasvaa korkoa kahden vuoden ajan. Ja niin edelleen. Talletuk-
set (kdadnteisessd aikajirjestyksessi) muodostavat geometrisen jonon (ai)?zl,
jossa a; = 501 ja suhdeluku ¢ = 1.002.

Geometrisen jonon ag, as, ..., a, termien summa
n
S = _ _ 2 n—1
n = a;=a;1+ax+---+a, =a1 +a1g+a19” + - -+ a1q
i=1

on geometrinen summa. Jos ¢ = 1, niin summaon S,, = a;+a;+---+a; =
nay. Jos ¢ # 1, niin johdetaan summalle kaava laskemalla ensin S,, — ¢S,:



Koska

Sn=a1+aq+ag’ + -+ ag"? +ag"
¢S = —wmg—amg® — - —ag"? — " —ayq"

Sn - an = a1 - alqn

saamme yhtalon S, — ¢S, = a1 — a1¢"™ eli S,(1 — q) = a;(1 — ¢™). Koska
g # 1, niin 1 — ¢ # 0 ja voimme jakaa yhtédlon molemmat puolet luvulla
1 — q. Pdadymme laskukaavaan

Esimerkki 1.1.12. Lasketaan geometrisen jonon (%);’il vitden ensimmdisen

termin summa. Ensimmdinen termi on aq, = % = 3 ja suhdeluku on q = %,
joten summaksi Ss saadaan

1—¢° 1—(3)° 1 3 242 3 13
3 31— ) 2 =320 =477 ~ 448,
243 ) 2 243 2 27

S5ZCL1

Esimerkki 1.1.13. Palataan esimerkkiin 1.1.11. Isovanhemmat tallettivat
jokaisen wvuoden alussa 500€' tilille, jonka vuotuinen nettokorko oli 0.2 %
ja korko liitettiin padomaan aina vuoden lopussa. Talletukset (kddnteisessd
aikajirjestyksessi) muodostivat geometrisen jonon, jossa a; = 1.002° - 500,
1 =1,2,3,4,5,6. Lasketaan, paljonko tilille kertyi rahaa kuudessa vuodessa.
Kyseessd on geometrinen summa, jonka ensimmdinen termi on a; = 500 -
1.002 = 501 ja suhdeluku ¢ = 1.002. Summaks: saadaan siis

6
. 1 —1.0026
Se= 1.002071.501 =501 - — = — 3021.07€
6 ; 1—1.002

1.2 Korkolaskuja

1.2.1 Kasvanut ja alkuperdinen pididoma

Korko liitetddn pddomaan kunkin korkojakson lopussa. Seuraavan jakson ai-
kana myos tdméa korko kasvaa korkoa. Opetellaan aluksi maarittdméasan kas-
vanut padoma tapauksessa, jossa alkuperdinen padoma kasvaa korkoa useita
korkojaksoja.

Kéytetdaan merkintoja

e Ky = alkuperiinen padoma

10



e p = korkokanta eli prosenttiosuus, jonka paddoma kasvaa korkojakson
aikana

e K, = kasvanut pddoma n:n korkojakson kuluttua (n =1,2,3,...).

Ensimmaisen korkojakson lopussa padomaan lisdtaén korko, jolloin uusi,
kasvanut padoma on

p p
K, = K, _K:<1 —)K.
! 0+ 0070 * 100/ O

Toisen korkojakson jidlkeen paddoma on

o (i) o= (1) () o= 1 )

ja niin edelleen. Kasvanut pddoma n:n korkojakson kuluttua on

K, = (14 £)" Ko.

Esimerkki 1.2.1. Olkoon korkokanta 4.5 % ja alkupddoma K, = 1000€.
Stjoitus kasvaa kolmen korkojakson aikana seuraavasti:

45\°
K; = <1 1 T%) 1000 = 1.141166. .. - 1000 ~ 1141.17€.

Esimerkki 1.2.2. Isovanhemmat tallettivat 5000 euroa tilille, jonka korko-
kanta on 0.2 %. Korko liitetdin padomaan aina korkojakson lopussa ja kor-
kotulosta peritidn 30 % lihdeveroa. Kuinka paljon tililld on sddstossd kuuden
vuoden kuluttua, kun isovanhemmat eivdt tee muita talletuksia tai nostoja ja
korko seka lihdevero pysyvat samoina ja korkojakso on

(a) yksi vuosi?
(b)  yksi kuukausi?

Koska korkotuotosta menee ldhdevero, on nettokorko (1 —0.30) - 0.2 = 0.7 -
02=0.14 %.

(a) Pddomaan lisitidn vuoden kuluttua 0.0014 - 5000 = 7 €' ja tililld on
sen jalkeen 5007 euroa. Joka vuosi pidoma kasvaa 1.0014-kertaisekss.
Kuuden vuoden kuluttua rahaa on K¢ = 1.0014%-5000 ~ 5042.15 euroa.

(b) Korkojaksoja kertyy nyt yhteensi 12 - 6 = T72kpl ja pidoma kasvaa

1.0014-kertaiseksi joka kuukausi. Kuuden wvuoden jdlkeen tallessa on
Ko = 1.0014™ - 5000 ~ 5529.89 €.

11



Kasvanut padoma n:n korkojakson kuluttua oli K,, = (1 + 1%0)71 Ky, mis-

sé K on alkupadoma ja p on korkokanta. Silloin alkupddoma voidaan laskea
K,,:n avulla seuraavasti:

_ K

Esimerkki 1.2.3. Isovanhemmat haluavat perustaa vastasyntyneelle lapsen-
lapselleen tilin, jolla olist kiinted korkokanta ja lapsen tdytettyd 18 vuotta
tililla olisi 2000 €. Pankki ilmoittaa ettd vuoden korkojaksolla (veroton) kor-
kokanta olisi 1%. Paljonko isovanhempien on laitettava tilille, kun tdaysid
korkojaksoja ehtii tulla 18 kpl ennen lapsenlapsen 18-vuotissyntymdpdivid?
Vastaus on

Kig 2000 2000
(1+ 555)8 (Hﬁ)lg 1.0118

Ky = ~ 1672.04€.

Y114 olevan esimerkin laskun voi tulkita myos ndin: Oletetaan, ettd kor-
kokanta on koko ajan 1 % vuodessa. Talloin se, miké on 18 vuoden kuluttua
2000 euron arvoinen, on tdmén paivan rahassa vain 1672.04 euron arvoinen.
Toisin sanoen, sen nykyarvo on 1672.04 euroa.

Esimerkki 1.2.4 (Maksuvaihtoehtojen vertailu). Yritys on saanut uuden
kunteiston hankintaan kaksi maksuvathtoehtoa:

(a) 580 000 euroa kaupantekohetkelld tai

(b) 230 000 euroa kaupantekohetkelld, 150 000 euroa vuoden kuluttua ja
210 000 euroa kahden vuoden kuluttua.

Kumpi vathtoehto on edullisempi, kun vertailussa kaytetdadn 8.5 %:n vuotuista
korkokantaa?

Lasketaan, paljonko yrityksen riittdisi sijoittaa rahaa 8.5% tuottavalle ti-
lille kaupantekohetkelld, jotta vuoden pddstda olisi kiytdssda 150 000 euroa ja
kahden vuoden pddasta 210 000 euroa.

150000 210000
Ko — ~ 138248.85 plus Ko = ——
prus o= 774852

~1 .61.
0 1035 78385.6

Vaihtoehdon (b) arvo kaupantekohetkelld on

150000 210000
230000 ~ 546634.46.
i 1.085 i 1.0852

Vaihtoehto (b) on siis edullisempi.

12



1.2.2 Jaksolliset suoritukset

Keskendédn yhta suuria ja tasaisin viliajoin tapahtuvia maksuja sanotaan
jaksollisiksi suorituksiksi.

Jaksollisten suoritusten yhteinen loppuarvo tarkoittaa suoritusten yhtei-
sarvoa korkoineen viimeisen suorituksen tapahtumahetkelld. Yhteisen lop-
puarvon laskemista sanotaan korkouttamiseksi.

Esimerkki 1.2.5. Esimerkeissa 1.1.11 ja 1.1.13 isovanhemmat tallettavat
kuuden vuoden ajan jokaisen vuoden alussa 500 €' tilille, jonka korkokanta on
0.2 % wvuodessa. Suoritusten yhteinen loppuarvo laskettiin esimerkissd 1.1.13
ja se oli

: | 1 —1.0026
i—1
; 1.002°7" - 501 = 501 - T 1002 — 3021.07€.
Entd jos isovanhemmat olisivat tehneet talletukset aina vuoden lopussa? Sil-
loin ensimmdinen talletus olisi kasvanut korkoa vain vitden vuoden ajan, toi-
nen neljin vuoden ajan ja niin edelleen. Viimeinen, kuudes talletus ei olisi
ehtinyt kasvaa korkoa lainkaan. Suoritukset (kddnteisessd aikajarjestyksessa)
muodostaisivat geometrisen jonon

500, 500 - 1.002, 500 - 1.002%, 500 - 1.002%, 500 - 1.002*, 500 - 1.002°,

jonka summa on

6
, 1 —1.0028
1.002¢1 . 500 = L —3015.04€.
;:1 00 500 = 500 1002 015.0

Jaksollisia suorituksia voi tehdd myos korkojakson aikana, esimerkiksi
kuukausittain vaikka korkojakso olisikin vuosi. Talléin korkojakson aikana
tehty suoritus kasvaa korkoa kyseisen korkojakson loppuun yksinkertaisen
korkolaskun mukaan.

Jos korkokanta on p% korkojaksossa ja A€ suoritus tehddan kun korko-
jaksoa on jaljella é - ( korkojakson pituus), misséd a > 1, niin korkojakson
loppuun korkoa kertyy

L p
o 100
Esimerkki 1.2.6. Jos aloitat sddstdmisen tind vuonna, ja talletat jokaisen
kuukauden lopussa 100€ tilille jonka korkokanta on 5% vuodessa, niin vuoden

loppuun mennessda ensimmdinen talletus on kasvanut korkoa 100 - % . 1i00€7
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toinen talletus 100 - % - =€ ja niin edelleen. Yhteensd korkoa kertyy siis

100
12 . 12 /.
1—1 5 Yoo i—=1) 5
100 - = 100 ==/
; 12 100 12 100
19 . 0£1L
= 100 - —2 . i
12 100
66 5
= 100 — - —
12 100
= 27.5€.

Talloin talletuksiesi yhteinen loppuarvo, tdssa tapauksessa arvo vuoden 2017
lopussa, on 12 - 100 + 27.5 = 1227.5€.

Esimerkki 1.2.7. Autosddstdjd talletti maalis-, kesd-, syys- ja joulukuun lo-
pussa 600 €' tilille, jonka korkokanta oli 1.1% ja korkojakso yksi vuosi. Korko
liitettiin padomaan aina vuoden lopussa ja samalla siitd perittion lahdeveroa
30 %. Lasketaan, paljonko rahaa oli sddstossi kuudennen vuoden lopussa.

Tilin nettokorkokanta oli ( — 13—(%) 1.1 =0.77 % / vuosi ja korko lasket-

titn kalenterikuukauden alimman saldon mukaan.

Tarkastellaan ensin yhden vuoden talletuksia. Ensimmdinen erd kasvaa
korkoa 9 kk, toinen erd 6kk, kolmas 3kk ja viimeinen 0 kk. Korkokuukausia
kertyy yhteensd 9 + 6 + 3 = 18 kk, joten vuoden talletuksille tulee korkoa
yksinkertaisella korkolaskulla yhteensd

18- — - ——-600 = 6.93€.

Vuoden aikana tehdyistd talletuksista kertyy korkoineen siis 4 - 600 + 6.93 =
2406.93€.

Ensimmaisen vuoden talletukset kasvavat lisdksi korkoa viiden wvuoden

ajan, eli siitd kertyy
0.77\°
14+ —— | -2406.93€.
( * 100>

Toisen vuoden talletukset kasvavat korkoa lisiksit neljin vuoden ajan, joten

saadaan .
0.77
1+ —] -2406.93€.
( + 100)

Ja niin edelleen

0.77\°
1+ ——) -2406.93€.
( + 100) 06.93€
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Vuosittaiset kasvaneet paidomat (kidnteisessa jarjestyksessd) muodostavat geo-
metrisen jonon, jonka ensimmdinen termi on ay; = 2406.93, suhdeluku q =
(1 + 01‘—55) = 1.0077 ja n = 6. Suoritusten yhteinen loppuarvo saadaan geo-
metrisena summana

6 i—1
0.77 1 —1.00776
240693 (1 + — = 2406.93 - ———— ~ 14722.45¥€.
; ( + 100) 1—1.0077

Jaksollisten suoritusten yhteinen alkuarvo tarkoittaa summaa, jonka tal-
lettaminen alkuhetkelld olisi samanarvoinen jaksollisten suoritusten loppuar-
von kanssa. Eli kuinka suuri kertatalletus olisi tehtéava alkuhetkelld, jotta siité
kertyisi korkoineen yhté paljon kuin mité kyseisista jaksollisista suorituksista
saadaan.

Yhteinen alkuarvo lasketaan diskonttaamalla jaksollisten suoritusten yh-
teinen loppuarvo. Diskonttaaminen tarkoittaa, ettd lasketaan kuinka paljon
taytyy sijoittaa alkuhetkelléd, jotta paddytadan kyseiseen loppuarvoon. Téassé
voidaan kayttad alkuperaisen padoman K, laskentakaavaa.

Esimerkki 1.2.8. (Jatkoa Esimerkkeihin 1.2.6 ja 1.2.7)

o Tulletuksiesi yhteinen loppuarvo oli 1227.5€. Yhteinen alkuarvo vastaa
seuraavaan kysymykseen: Paljonko tulisi tallettaa vuoden 2017 alussa
tilille, jonka korkokanta on 5% vuodessa, jotta sinulla olisi vuoden lo-
pussa 1227.5€'7 Siis yhteinen alkuarvo on

1227.5

5
1+ 155

~ 1169.05€.

o Autosddstdijin jaksollisten suoritusten yhteinen loppuarvo oli 2406.93 -
11111'9000777; . Kaytettdessa vertailukorkona 0.77% wvuodessa, on jaksollisten
suoritusten yhteinen alkuarvo

1 —1.0077° 1
1—1.0077 1.00776

2406.93 - ~ 14060.23€

Huomautus 1.1. Esimerkissd 1.2.7 autosddstdji tekee 600€n suorituksen
neljisti vuodessa kuuden vuoden ajan, eli suoritusten summa on 600 -4 -6 =
14400€. Huomataan, ettd

14060.23 < 14400 < 14722.45.

Tdlla kurssilla emme kdytd negatiivista korkoa. Talloin jaksollisille suorituk-
sille pdtee aina

yhteinen alkuarvo < suoritusten summa < yhteinen loppuarvo.
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Esimerkki 1.2.9. Yritys on sopinut maksavansa [CT-palvelusta 2000 €vuodessa
neljin vuoden sopimuskauden ajan. Ensimmdinen maksu suoritetaan kau-
pantekohetkelld ja seuraavat aina vuoden vdilein. Lasketaan ostetun palvelun
tamdnhetkinen kdteisarvo, kun vertailukorkona kaytetddn 4.5 %:ia vuodessa.

Ndiden neljin jaksollisen suorituksen yhteinen loppuarvo on viimeisen
suorituksen tekohetkelld

5 ) ) 1 —1.045*

1.045°-20004-1.045=-2000+1.045" - 200042000 = 2000~T045 ~ 8556.38.
Diskontataan timda summa kaupantekohetkeen. Viimeinen suoritus tehdddn
kolmen vuoden padsta kaupantekohetkestd, joten lasketaan, paljonko olisi si-
joitettava tdanadn, jotta kolmessa vuodessa pddastddan 8556.38 euroon koron

ollessa 4.5 % /vuosi.
8556.38

1.0453

Sopimuksen hinta kaupantekohetkelld on siis 7497.93 €.
(Yhteisen alkuarvon voi laskea myds selvittimdlla jokaisen suorituksen
nykyhinnan erikseen ja laskemalla namd yhteen kuten esimerkissi 1.2.4.)

~ 7497.93€.

0:

1.2.3 Tasaeralaina

Tasaeralainassa kaikki takaisinmaksuerét ovat yhta suuria. Kukin tasaera si-
saltaa koron jéljelld olevasta lainasta ja loppu erdstd on lainan lyhennysta.
Lainapadoman vihenemisen myo6té koron osuus tasaeréssa pienenee ja lyhen-
nyksen osuus kasvaa.

Kaytetaan seuraavia merkintoja:

e N = lainan maéra

e p = korkokanta

e n = takaisinmaksuerien lukumaara

e m = takaisinmaksuerien lukumééra korkojakson aikana
e A = tasaeri, yksittdisen takaisinmaksuerdn suuruus

Kun m = 1 ja korkojakso on yksi vuosi, niin tasaeraé kutsutaan annuiteetiksi
ja tasaerdlainaa annuiteettilainaksi. Tarkastellaan ensin tata yksinkertaisem-
paa tapausta ja selvitetddn paljonko on A, kun muut arvot ovat tiedossa.
Ensimmaéinen erd maksetaan ensimmaéisen vuoden lopussa, ja ensimmai-
sen vuoden korko on jo liitetty pddomaan. Ensimméisen erén jalkeen lainaa
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on siis jaljelld N - (1 + %) — A. Tdmé summa jida nyt kasvamaan korkoa

vuodeksi ja toisen erdn jalkeen lainaa on jaljella

[N-<1+%>—A}-<1+%>—A:N-<1+%)2—A-<1+1%>—A.

Kolmannen eran maksun jalkeen lainaa on jéljella

[N-(lJr%)z—A-(H—l%)—A}-<1+%>—A

—N~(1+1%>3—A~<1+1%>2—A-<1+1%>—A,

ja niin edelleen, kunnes viimeisen, n:nnen, erdn jalkeen on jiljella

N-(1+i)"—A-(1+i)"_1—A-<1+i)”_2—

100 100 100
P \? P

~~~—A-(1 _> _A.<1 _)_A
+100 +100

:N-<1+%>n—ZA-<1+%>il

=1

n 1—(1+&)"
:N.(l_i_i) _A. 100 R
100 1- (14 &)

missd kiytimme geometrisen summan laskukaavaa viimeisen yhtdsuuruuden
saamiseksi. Toisaalta tieddmme, ettd viimeisen eran jalkeen maksettavaa on
oltava jaljellda nolla euroa, joten voimme asettaa

n —_ »\"
N-(1+i) a4t (ng) —0
100 1—(1+m)

ja ratkaista yhtélostd A:n. Saamme yhtédlon

AN O+s)"  N-(+a) (0= 0+55) N+ 16)" (i)

1-(1+165)" 1— (14 )" 1= (14 )"
1—(1+55)
N )
(1+&)" -1

Siis




Esimerkki 1.2.10. Isovanhemmat ottivat nuoruudessaan 300 000 markan
annuiteettilainan asuntoaan varten kiintedlld 6 %:n vuotuisella korolla laina-
ajan ollessa 15 vuotta. Lasketaan kuinka suuret vuotuiset maksuerdat olivat.
Nythdin N = 300000, p = 6, n = 15, jolloin

n 15
A=y W) 5 o000, U i) it

n 15
(1+)" —1 (1+5)  —1
1.06'° - 0.06
— 300000 - ——_ "0~ 30888.83 mk.
1065 — 1 m

Kun lainaa halutaan maksaa m kertaa korkojakson aikana, tulee (yk-
sinkertaisen korkolaskun mukaan) maksujakson korkokannaksi p/m. Silloin
tasaerat voidaan laskea kaavasta

P " _p
A= . Wobe) mhe
[

Esimerkki 1.2.11. Lasketaan, kuinka suuret maksuerat isovanhempien asun-
tolainalla olist ollut, jos he olisivat lyhentdneet tasaerdlainaansa

(a) neljannesvuosittain
(b) kuukausittain.

Tapauksessa (a) on m =4 jan =4-15=60. Silloin

n 60
<1+100~m) -1 (1+M) -1
1.015% - 0.015
= e R 7618. k.
300000 - ~ g ~ T618.03 m

(b): Kun lainaa lyhennetadn kuukausittain, on m = 12 jan = 12 - 15 = 180.
Kuukausierdksi saadaan

6 \180 ¢
A = 300000 - (1 + 100~12) " 100-12

(1+ mom) =

1.005'%% . 0.005
— . ~ 2531. s
300000 T 00518 — 1 531.57 mk

1

1.3 Lineaarinen optimointi

Talouselamassa pyritddn usein maksimoimaan tuottoa, hyotya tai voittoa
sekd, minimoimaan kustannuksia ja haittoja kiytettédvissa olevien resurssien
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puitteissa. Lineaarinen optimointi on matemaattinen menetelmé, jonka avul-
la etsitdédn lineaarisen tavoitefunktion suurinta tai pienintd arvoa tiettyjen
rajoitteiden ollessa voimassa. Lineaarisen optimointiongelman tavoitefunktio
voi esittad esimerkiksi minimoitavia tuotantokustannuksia tai maksimoitavaa
myyntivoittoa.

Tarkastelemme esimerkkejé.

1.3.1 Lineaarisen optimointiongelman matemaattinen malli

Esimerkki 1.3.1. Pikkutehdas valmistaa tuotteita A ja B. Tuotteen A wval-
mastuskustannukset ovat 100€’ ja tuotteen B 300€' ja molemmat tuotteet me-
nevdt kaupaksi 500 euron hinnalla. Tuotteiden valmistukseen kuluu aikaa 5
ja 4 tuntia. Tehtaassa on yksi linjasto, jossa voidaan valmistaa tuotteita A
ja B, mutta tuotteen A valmistamiseen voi saada materiaalia vain 4 tuotteen
valmistamiseen. Kuinka paljon mitdkin tuotetta kannattaa vitkon aikana val-
mistaa, kun tehdas pyorii viikossa 40 tuntia?

Merkitddn x = tuotteen A lkm ja y = tuotteen B lkm.
Halutaan maksimoida tuotto, joka on: (500 — 100) - x + (500 — 300) - y =
400z + 200y.
Aikarajoitus: bx + 4y < 40
Materiaalirajoitus: x < 4
Lisiksi © > 0 ja y > 0, koska lukumddrd ei voi olla negatiivinen luku. Aika-
rajoitus voidaan muokata seuraavasti:

5
5x+4y§40<:>4y§40—5x<:>y§10—1x.

Rajoittavat ehdot
y <10 — %x
0<z<4
y > 0.

rajaavat xy-tasosta alueen, jolta optimaaliset madrdt x ja y on loydettdva.
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1.3.2 Lineaarisen optimointiongelman ratkaisu

Kun rajoitealue on monikulmio, ratkaisu on monikulmion kérkipisteessa tai
kaksi kirkeéd yhdistavalld janalla.

Kun kaikki rajoitemonikulmion kérjet on ratkaistu, lasketaan tavoitefunk-
tion arvo kussakin niistd. Arvoista etsitddn suurin tai pienin ongelmasta riip-
puen.

Esimerkki 1.3.2. Halutaan selvittid, mikd on suurin arvo, jonka tavoite-
funktio 400z 4+ 200y voi saada, kun rajoituksina on ehdot

yglo—gx
0<r<4
y > 0.

Merkitdan z = 400x + 200y. Silloin

2 = 400z + 200y < 200y = 2 — 400z < y:WZO—Zx.

Yritetidn loytid mahdollisimman suuri arvo z, jolle suora y = 35 — 2x
letkkaa rajoitusaluetta. Kokeilemalla erilaisia z:n arvoja voimme ratkaista
tehtdvin graafisesti. Kokeillaan z = 1600, z = 2000, z = 2200, z = 2400,
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z = 2600 ja z = 2800 eli suorat y = 8 —2x, y = 10 — 2z, y = 11 — 2z,
y=12 -2z, y=13 — 22 jay = 14 — 2x.

10
|

Kuvan avulla nahdddn, etti z = 2600 on suurin arvo, jolla suora vield
leikkaa rajoitusaluetta.

Ongelman voi ratkaista myos laskemalla. Suurin arvo saadaan joillakin
sellaisilla x:n ja y:n arvoilla, jotka ovat rajoittavien ehtojen reunasuorien
letkkauspisteissd, eli suorien x =0, x =4, y =0 ja y = 10 — %x leikkaus-
pisteissd (tai joskus viereisten leikkauspisteiden vdiliselld janalla). Suorien
leikkauspisteet saadaan ratkaisemalla lineaariset yhtdloryhmdt

xz=0 =0 r=4 z=4
) 5 a 5 -
{?J:O y=10—- -z {yzo / y:m_zl-

4

Leikkauspisteet ovat (0,0),(0,10),(4,0) ja (4,5). Lasketaan tuotto noilla ar-
voilla:

(0,0): 400-0+200-0=0

(0,10) : 400 - 0 + 200 - 10 = 2000

(4,0) : 400 -4 + 200 - 0 = 1600

(4,5) : 400 - 4 + 200 - 5 = 2600

Suurin tuotto saadaan arvoilla x =4 ja y = 5, ja silloin z = 400z 4+ 200y =
2600.
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Esimerkki 1.3.3. Yritys haluaa minimoida ICT-palveluista koituvat kus-
tannukset. Jos palvelut ostetaan ICT-palveluita tarjoavalta yritykseltd, niin
palvelunewvontaan tarvitaan 20 tydtuntia vitkossa ja se maksaa 70 €/ tunti,
kun taas jarjestelmien yllapitoon ja kehittdmiseen kuluu 20 tydtuntia vitkossa
ja se maksaa 105 €/ tunti. Yrityksen oma ICT-tyontekija tyoskentelee 37,5
tuntia vitkossa ja hdneltd menee jarjestelmdtehtdvien hoitamiseen 1,5 kertaa
nun paljon atkaa kuin ulkoiselta palveluntarjoajalta. Kuinka paljon yrityksen
kannattaa ostaa jarjestelmdtehtivid ulkopuoliselta palveluntarjoajalta?
Merkitdin x = ostettu palveluneuvonta tunteina ja y = ostetut jarjes-

telmdtehtdvdt tunteina. Halutaan minimoida ostopalvelun kustannukset el
loytad part (x,y), joka toteuttaa reunachdot ja joille 70x + 105y olisi mah-
dollisimman pieni. Oma tyontekija joutuu kdyttamddn jarjestelmdtehtdviin
vdhintddn (20 —y)-1,5 = 30 —1, by tuntia, jolloin hdnelld jid palveluneuvon-
taan korkeintaan 37,5 — (30 — 1,5y) = 7,5 + 1,5y tuntia. Paveluneuvontaa
joudutaan siis ostamaan vihintddn 20 — (7,54 1,5y) = 12,5 — 1, by tuntia.
Yhteensd ICT-palveluluja ei tarvitse ostaa enempdd kuin mitd omalta tyonte-
kijalta enimmalldan jad jaljelle, eli v+y < 20430—-37,5 = 12,5. Reunaehdot
ovat

0<z<20

0<y<20

x>12,5—-1,5y

r+y < 12,5.

20

Rajoitusalueen rajaavien suorien leikkauspisteet ovat (0,25/3),(25/2,0)
ja (0,25/2). Lasketaan ostopalvelun kustannus T0x + 105y ndissd pisteissa:
(0,25/3) : 70-0+ 105-25/3 = 875
(25/2,0) : 70-25/2 4 105-0 = 875
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(0,25/2) : 70 -0+ 105-25/2 = 1312,50

Palvelu on edullisimmillaan pisteissd (0,25/3) ja (25/2,0) ja siten myds
kaikissa pisteissd ndiden vdliselld janalla. Siis yrityksen on yhta kannattavaa
ostaa jarjestelmdpalveluja mikéd tahansa mddrd valiltd 0 — 25/3 tuntia.

20

15
|

10

Edellisissd optimointiongelmissa oli vain kaksi muuttujaa x ja y. Kun
muuttujia on enemmaén, niin lineaaristen yhtéloryhmien ratkaiseminen on
tyoladmpad. On kehitetty menetelmid, jotka helpottavat ratkaisua: tarvit-
semme lineaarialgebraa.
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2 Lineaarialgebraa

2.1 Matriisit

Matriisi on riveisté ja sarakkeista koostuva lukukaavio. Esimerkiksi

-1 3 =5

2 —4 6
on matriisi, jossa on kaksi rivid ja kolme saraketta eli 2 x 3-matriisi. Sen
ensimmaéinen rivi on vektori (—1,3, —5) ja toinen rivi on vektori (2, —4,6).
Naitd vektoreita kutsutaan rivivektoreiksi. Sen ensimmainen sarake on vek-
tori (—1,2), toinen sarake on vektori (3, —4) ja kolmas sarake (—5,6). Néita
kutsutaan sarakevektoreiksi. Luvut —1, 2,3, —4, —5 ja 6 ovat matriisin alkiot-

ta.
Matriisi A, jossa on m rivia ja n saraketta, on kaavio

a1; Q12 @3 - Qip
Q21 Q22 Q23 --° Q2p
A= G311 a3z azz - A3n |
_aml Am2 Am3 - amn_

jonka alkiot a;; ovat reaalilukuja kaikillat =1,2,... ,mjaj=1,2,...,n. Al-
kion alaindekseistd ¢j ensimmaéinen indeksi (¢) kertoo mille riville alkio kuu-
luu matriisissa ja jalkimméinen (j) kertoo sarakkeen. Sanomme, etté matrii-
sin A dimensio eli tyyppi on m x n. Lyhyesti sanottuna A on m x n-matriisi.
Kéaytamme myo6s lyhennettyd merkintaé

A= [aij} mxn’
josta kéy siis ilmi, ettd matriisissa A on m rivid ja n saraketta, indeksi ¢ saa
arvot 1,2,...,m ja indeksi j saa arvot 1,2,...,n.
Rivimatriist on matriisi, jossa on vain yksi rivi eli joka on 1 X n-matriisi
[an alp - aln]. Sarakematriist taas on m X l-matriisi eli siind on vain
an
. Az
yksi sarake:
am1
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Esimerkki 2.1.1.
1 2 3

(a) Matriisissa A = 9 4 0] on kaksi rivid ja kolme saraketta eli se on

2 x 3-matriisi. Ensimmdinen rivi on 1,2,3 ja toinen rivi 2,4,0. Sen
ensimmdinen sarake on 1,2, toinen sarake 2,4 ja kolmas 3,0.

(b)  Olkoon matriisin B dimensio 4 x 3 ja bj; =i — j kaikillai =1,...,4
ja j=1,...,3. Silloin matriisille B = [bij]mm patee

1-1 1-2 1-3 0 -1 -2

s_|2-12-22-3 |1 0 -1
o 13—-13-2 3-3| |2 1 0
4—-1 4-2 4-3 3 2 1
c) Olkoonm =n =3 ja C = |c;; , MiSSa
Il mxn

Silloin

Q

I
o O =
O = O
_ o O

1 -1 1
D=1|-1 1 -1
1 -1 1
(e) E=1[5 2 2] on rivimatriisi.
1023
(f) F = |23001| on sarakematriisi.
)

2.1.1 Neliomatriisi, diagonaalimatriisi ja yksikkomatriisi

Matriisi A = [aij]mm on neliomatriisi, jos m = n eli siind on yhtd monta
rivia ja saraketta. Neliomatriisin padldvistdjd eli diagonaali koostuu alkioista

A11,a22, - .., Amm: _
aipy Q2 - Qim
Q21 Q22 -+ Q2m
A=
Am1 Am2 - Amm
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Esimerkki 2.1.2. Matriist

012 3
1 230
2 3 01
301 2

on 4 X 4-neliomatriisi ja sen diagonaali on 0,2,0, 2.

Matriisi A = [aij]mxn on diagonaalimatriisi, jos se on neliomatriisi ja
kaikki sen paalavistdjan ulkopuoliset alkiot ovat nollia:

an 0 . 0
A 0 &.22 0
0 0 A,

Yksikkomatriisi I on diagonaalimatriisi, jonka padlavistdjan alkiot ovat
ykkosia:

10 -0
I=1In=1Ilnm=|. .
00 - 1

Esimerkki 2.1.3. Matriist

on diagonaalimatriisi, mutta ei yksikkomatriisi.

2.1.2 Peruslaskutoimituksia matriiseilla

Yhteen- ja vihennyslasku

Matriiseille A ja B voidaan laskea summa A 4+ B ja erotus A — B, jos
niilla on sama dimensio eli yhtd monta rivid ja yhtd monta saraketta. Kun

A= [aij]mm ja B = [bij]mm, niin niiden summa on m X n-matriisi
air+bin azt+biz 0 a + by,

a1 +ba1  ag by - ag, + by,
A—I—B: [aij—i—bij} = . . .

mxn

Am1 + bml Am2 + bm2 o Amn + bmn
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ja erotus on m X n-matriisi

ay; — by ayg —big - aln—bln
as1 — bay agy — by -+ ag, — by
A=B=ay-byl,,, = . -
aml_bml am2_bm2 amn_bmn
Esimerkki 2.1.4.
(a)
0 —1 5 —1 0+5 —14(-1) 5 —2
L0 4 2| _|1+4 042 | _|5 2
2 1 3 7|1 |2+3 147 5 8
3 2 2 -5 342 24 (=5) 5 -3

0 -1 —2 5 -1 —2] [0—-5 —1—(=1) —2—(-2)
1 0 —1|-1[4 2 —1|=[1-4 0-2 —1-(-1)
2 1 0 3.7 0 2-3 1-7 0-0
5 0 0
- -3 =2 0
-1 —6 0

Matriisien yhteenlaskulle on voimassa vaihdanta- ja liitantéalait:
e A+ B=B+A
e A+B+(C=A+(B+C)=(A+B)+C

Reaaliluvulla kertominen

Matriisi voidaan kertoa reaaliluvulla, jolloin jokainen matriisin alkio ker-

rotaan kyseisella luvulla: Olkoon r reaaliluku ja A = [aij] o, matriisi. Silloin

ran Traiz - Taip

ragr T4 - Ta2n
rA = [mij]mm = i )

TGm1 TQm2 - TQmnp
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Esimerkki 2.1.5.

0 -1 -2 3.0 3-(=1) 3-(-2) 0 -3 —6
o |1 0~ _[3-1 3.0 3-(-1)|_1[3 0 -3
2 1 0 3.2 3.1 3.0 6 3 0
3 2 1 3.3 3.2 3.1 9 6 3

Yhteen- ja vihennyslaskun seké reaaliluvulla kertomisen sdannoisté voi-
daan johtaa kaava A — B= A+ (—1) - B.

Esimerkki 2.1.6. Olkoon

12 1] 112
A:[112} s B_Lzz]

Lasketaan A+ B — 2A.

A+B-24 = (A+B)+(-2)-A = (-2)-A+(A+B)
listantdlaki vaihdantalaki
= ((-2)-A+A)+B=(-1)-A+B = B-A
~ ~—~
listdantalaki vathdantalaki

112 _ 121 |0 =11
12 2 112 [0 1 0|
Matriisien kertolasku

Kaksi matriisia voidaan kertoa keskenédén, jos ensimmaisessd matriisissa
on yhtd monta saraketta kuin jalkimmaéisessé on riveja. Siis matriiseille A ja
B voidaan laskea tulo AB, jos

A = [aij}mXp ja B = [bl]]pxn

joillakin luvuilla n, p ja m. Matriisi AB on silloin m X n-matriisi. Siis

A B = AB.
~— O~
mxp pXxXn mxn
Merkitédn AB = C = [cij]mm. Matriisin C' = AB alkio ¢;; saadaan
laskemalla matriisin A émnen rivin (a1, @i, ..., ;) ja matriisin B j:nnen
sarakkeen (by;, b , ..., by;) alkoiden tulot yhteen seuraavasti:

p
Cij = anbij + aiobaj + aisbsj + - - + aybp; = E ik
k=1
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Alkio ¢;; on matriisin A 7:nnen rivivektorin ja matriisin B jmnen sarakevek-
torin sisdtulo eli pistetulo eli skalaaritulo.

11 Q12 - Alp
. bip - blj e by
by o bgj oo boy
;1 Qi - Qgp & . . . . . — Gy
R
LAm1 Am2 *° Gmp ]

Esimerkki 2.1.7.
(a)

0 1][4 5 6] [0-4+1-7 0-54+1-8 0-6+1-9
2 3|7 8 9 |2:443-7 2-5+3-8 2:6+3-9
S——— i
2x2 2x3
7 8 9
T 29 34 39
N———
2x3
(b)
4 5
0 1 2 3] 0T
\ 18 9
1x4 10 11
N——
4x2
=[0-441-64+2-843-10 0-5+1-7+2-9+3-11]
= [52 58]
——
1x2

Matriisien yhteen- ja viahennyslasku, seké reaaliluvulla kertominen, teh-
dasn alkioittain. Tamaéan vuoksi ndissd matriisien laskutoimituksissa patevit
samat laskusddnnot kuin vastaavissa laskuissa reaaliluvuilla. Matriisien ker-
tolasku on erilainen laskutoimitus: erityisesti se ei ole vaihdannainen silld
vaikka voisimme laskea tulon AB, niin voi olla ettd tuloa BA ei voi edes
laskea. Vaikka A ja B olisivat neliomatriiseja, on olemassa esimerkkeja joilla

AB # BA.

Seuraavat laskusddnnot kuitenkin patevit: Olkoon A m X p-matriisi, B p X n-
matriisi, ja C' n x g-matriisi. Talloin
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e ABC = (AB)C = A(BC)

e rAB =r(AB) = (rA)B = A(rB)

® ImA=A= AL,y missa I,y ja I,x, ovat yksikkomatriiseja.
Kun A ja B ovat m x p-matriiseja ja C' p X n-matriisi, patee

e (A+B)C =AC + BC.
Kun A on m X p-matriisi, ja B ja C' ovat p X n-matriiseja, pétee

e A(B+(C)=AB+ AC.

2.1.3 Transpoosi

Matriisin A = [ai]} transpoosi on matriisi AT = [aﬁ] . Transpoosin
. . .. . an . . .o 'TLXm . . ee
rivit ovat matriisin A sarakkeita ja sarakkeet ovat matriisin A riveja.

Esimerkki 2.1.8.

1 5 T
1 2 3 417 2 6| 1 2 3 1 47
56 78l |3 7| Ja 4 5 6| =12 5 8
48 78 9 369

Matriisi A on symmetrinen, jos A = AT. Jos A on m X n-matriisi, on AT
silloin n X m-matriisi. Symmetriselle matriisille taytyy siis aina pated m = n
eli symmetrinen matriisi on aina neliomatriisi.

Esimerkki 2.1.9. Edellisen esimerkin matrisit ewvdt ole symmetrisia. Mat-
1151

W DN
S Ot DN
O O W

on symmetrinen.

Matriisi A = [aij} n O1L siis symmetrinen, jos a;; = a;; kaikilla indekseilla

1=1,...,njajg=1,... n.

|-Cl11 aiz -+ Qin
Q21 Qg2 -+ QA2p

A= |
Ap1 Ap2 - App

Diagonaalimatriisi on aina symmetrinen.
Kun A ja B ovat m X n-matriiseja ja C' on n X p-matriisi, niin
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° AT)

A+B)T=AT + BT

(

o (rA)T =rAT kaikilla reaaliluvuilla r
(
(A

O)T = CTAT

2.1.4 Determinantti

Mille tahansa neliomatriisille voidaan laskea determinantti matriisin alkioi-
den avulla. Kun A on 2 x 2-matriisi, sen determinantti on luku

11 Q12
det A = det = 11022 — A12G21.
Q21 Q22

Esimerkki 2.1.10.

1 2

det {3 4

}:1-4—2-3:4—6:—2.

Kun A on n x n-matriisi, sen determinantti lasketaan alimatriisien deter-
minanttien avulla. Alimatriisi A;; on (n—1) X (n — 1)-matriisi, joka saadaan
matriisista A poistamalla rivi i ja sarake j.

01 2
Esimerkki 2.1.11. Selvitetidn joitakin matriisin A = |3 4 5| alimatrii-
6 7 8
seja:
AH 4 5 = AH = i 2
7 8 -
A 35| = Aw=|, o
A13 3 4 = Alg— 2 i
6 7 :
1 2 1
1 2
A = Ay = 78
7 8 -
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Matriisin A determinantti voidaan laskea minkd tahansa rivin tai sarak-
keen suhteen. Rivin 7 suhteen laskettuna se on

det A = (—1)“_1(1,'1 det Aﬂ + (—1)“—2@1‘2 det AZ'Q + - F (—1)””@2-” det Am
ja sarakkeen j suhteen laskettuna
det A = (—1)1+ja1j det Alj + (—1)2+ja2j det Agj + -+ (—1)”+janj det Anj;

missa alimatriisien determinantit lasketaan edelleen uusien alimatriisien de-
terminanttien avulla, kunnes ollaan péésty 2 x 2-matriiseihin. Termin (—1)“*
antaman merkin muistaa helpoiten kaaviosta (vrt. Esimerkki 2.1.1(d)):

SR -
- 4+ - +
+ - + -
-+ - +
0 1 2]
Esimerkki 2.1.12. Lasketaan det |3 4 5| ensimmadisen rivin suhteen:
6 7 8]
01 2 }
4 5 3 5
1)1+ . —1)t2. .
detgig =(-1) 0 det{78+( 1) 1 det[6 8]
all ~ —/ ai2 N e”’
A11 A12
3 4
_1\143 | )
+ (-1) 2 -det [6 7]

ai

3 W—/
Az
3 5 3 4
:0—1-det[6 8}+2'det{6 7]
=—1-(3-8—=5-6)+2-(3-7—4-6)

= —1-(=6)+2-(=3)=0.

Esimerkki 2.1.13. Lasketaan det A, kun

0O 1 2 3
-2 1 00
A= 2 2 03
0 -1 00



Determinanttt kannattaa laskea sellaisen rivin tar sarakkeen suhteen, missd
on mahdollisimman paljon nollia, joten lasketaan determinantti kolmannen
sarakkeen suhteen.

-2 1 0 0 1 3
detA:(—1)1+3~\2/-det 2 2 3 +(—1)2+3~\O/~det 2 2 3
a13 0 -1 0 azs 0 -1 0
A1s Az
0o 1 3 0 1 3
+ (=1 0 -det [-2 1 0| +(=D*. 0 -det|—-2 1 0
ass 0 -1 0 ass 2 2 3
—_—— —_——
Ass Ags
-2 1 0
=2-det| 2 2 3
0 -1 0
-2 1 0
Lasketaan alimatriisin A3 = | 2 2 3| determinantti kolmannen rivin
0 -1 0
suhteen.
-2 1 0
det | 2 2 3| =(=1%*"1.0-det [1 0]+(—1)3+2-(—1)-det [_2 O}
0 -1 0 2 3 2 3

-2 1
1343 (.
+(—1) 0 - det [ 5 2]

-2 0
—det{2 3}——2-3—0-2——6.
Matriisin A determinantti on siis det A =2 - (—6) = —12.

Determinantin laskemisessa voi hyodyntéa seuraavia ominaisuuksia: Kun
A ja B ovat n X n-matriiseja, niin

o det(AB) = det(A) - det(B)
o det AT =det A
e Jos matriisin A jokin rivi tai sarake koostuu nollista, niin det A = 0.

e Jos matriisissa on kaksi samaa rivid (tai kaksi samaa saraketta) niin
sen determinantti on nolla.
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e Jos matriisin johonkin riviin (tai sarakkeeseen) lisétéén toinen rivi (sa-
rake) kerrottuna milld tahansa luvulla r, niin matriisin determinantti
el muutu.

Esimerkki 2.1.14. Kaytetdan determinantin ominaisuuksia esimerkin 2.1.12
matriisin

01 2
A= 1|3 4 5
6 7 8

determinantin laskemisessa: Kerrotaan toinen rivi (—2) : lla ja lisdtddn se
viimeiseen riviin, jolloin saadaan matriisi

0 1 2 0o 1 2

3 4 5 =13 4 5

6+(—2)-3 7+(-2)-4 8+(-2)-5 0 -1 -2
0 0 0
Lisatadn viemeinen rivi ensimmdiseen, jolloin saadaan matriist |3 4 5
0 -1 -2

Ensimmainen rivi on nollia, joten tdmdn matriisin determinantti on nolla.
Ndamd matriisin muuttamisekst tehdyt laskut eivdt muuta determinanttia, jo-
ten det A = 0.

2.1.5 Kaanteismatriisi

Luvulla a € R\ {0} on olemassa kidnteisluku a™!, jolle pétee

Vastaavasti sanomme, ettd nelidmatriisi A on kddntyvd, jos on olemassa
matriisi B jolle pétee

e AB=BA=1.

Tilloin merkitsemme A~! = B, ja sanomme etté A~! on matriisin A kddn-
teismatriisi. Huomaa, etté jos A on n X n-matriisi, niin myds A~ on n x n-
matriisi. Lisiksi, ki#inteismatriisi A~' on yksikdsitteinen: Jos on olemassa
matriisi C jolle péatee:

AC =CA=1,
niin talloin

C=CI=C(AA™) = (CA)A ' = AL,
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Siis O = A~!. Tamé on hyvi uutinen: jos pystymme jotenkin 16ytaméin ne-
liomatriisille A kédnteismatriisin, niin tieddmme ettei muita kddnteismatrii-
seja olekaan. Témén todistamisessa emme muuten tarvinneet tietoa AC = I.
[tse asiassa, patee tyonpuolituslause:

Jos AB = I, niin BA = 1|

Reaaliluvulle a 16ytyy kéénteisluku jos ja vain jos a # 0. Matriiseille puoles-
taan osoittautuu, etta:

Matriisi A on kddntyva jos ja vain jos det A # 0‘

Lisdksi, kun A ja B ovat kddntyvid n X n-matriiseja, niin

o det A7l = ﬁ,
o (AHl=4,

e AB on kisintyvi ja (AB)! = B~tA™!

1 2

Esimerkki 2.1.15. det {3 4

] = —2 # 0, joten matriisi A = B ﬂ on
a b

kddntyvd. Merkitddn kddnteismatriisia A~ = [c d

o [t 2] fa b] _[t-a+2-¢ 1-b+2-d] _[1 0
AdT =1 el {3 4} [c d| T [3-a+4-¢ 3-b+4-d " |0 1]

]. Tiedimme, ettd

Matrisit ovat yhtd suuret vain jos nitden kaitkke alkio ovat yhtd suuret, joten
taytyy olla a +2c =1, 3a +4c =0, b+ 2d = 0 ja 3b+ 4d = 1. Saamme
selville matriisin A™Y alkiot a, b, ¢ ja d ratkaisemalla yhtiloparit

a+2c=1 ) b+2d=0
a
3a+dc=0 7 3+ 4d = 1

Kun vahenndmme alemmasta yhtdaldistd ylemmdt yhtdlot kerrottuna luvulla
—3, saamme

a+2c=1 . b+2d=0
Satdc—3-(a+2)=0-3 7 \3b+4d—3-(b+2d)=1-3-0

eli

a+2c=1 , b+2d =0
a
—2c=-3 g —2d =1
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Lisdamdlld nyt alemmat yhtalot ylempiin, saamme

a+2c—2c=1-3 ) b+2d—2d=0+1
a

a= -2 ) b=1
]CL
—2c= -3 —2d =1

Kertomalla alemmat yhtalot luvulla —% paddymme ratkaisuun

a=—2 , b=1
a
e=3 " =

Huomaa, etta ylla tekemdmme yhtaloparien muokkaukset eivdt muuta yhtd-
loparien ratkaisuja. Siis on
-2 1
Ail - |: 3 1:| .
2 2

Tyonpuolituslauseen perusteella A~' on matriisin A kécdnteismatriisi. Lasku-
virheiden varalta kannattaa kuitenkin tarkistaa ratkaisumme A~' laskemalla

ATTA:

Aiqo 2 1] 2] [ 214130 22414 10
Sl =334 B+ (-3 224 (=) 4] 0 1)

eli

2

2.1.6 Gauss-Jordanin eliminointimenetelméa

Kaanteismatriisin etsiminen n X n-matriisille, kun n > 2, voidaan tehda kuten
Esimerkissa 2.1.15. Jo tapauksessa n = 3 tulee kuitenkin ratkaistavaksi kolme
kappaletta yhtalokolmikoita, joiden ratkaiseminen Esimerkin 2.1.15 merkin-
noilla on aika kompel6a. Selkein tapa kdénteismatriisin ratkaisemiseksi onkin
ns. Gauss-Jordanin eliminointimenetelmd. Siind muodostetaan laajennettu
matriisi

@11 Q12 - Alp 10 -0

Q21 Q22 ~--- QA2p o1 -0
[A ‘ I}: : : : e

Ap1 Ap2 - App 00 --- 1

jota muokataan rivioperaatioin niin ettd vasemmalle puolelle muodostuu yk-
sikkomatriisi. Silloin oikealle puolelle on ilmestynyt matriisin A kdénteismat-
riisi.

Kaytettavissé olevat rivioperaatiot ovat:
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e R, — rR; (kaikki rivin 7 alkiot kerrotaan luvulla r)
e R, <+ R; (rivit i ja j vaihdetaan kesken&én)
e R, — R;+rR; (riviin ¢ lisdtéén rivi j kerrottuna luvulla ).

Naita operaatioita kayttaen laajennettua matriisia muokataan ensimmaéisesta
sarakkeesta alkaen niin ettd diagonaalialkioksi tulee 1 ja sen yla- ja alapuolelle
nollia.

Esimerkki 2.1.16. (vrt. Esimerkkiin 2.1.15)

Kadannetaan matriisi A = E ﬂ Gauss-Jordanin menetelmdlld. Muodoste-

12110

3 410 1|°
Ensimmainen diagonaalialkio a1, on jo valmitkst 1. Muokataan sen alapuo-
lelle O lisaamdlld toiseen riviin ensimdinen rivi kerrottuna —3:lla eli operaa-

tiolla Ry — Ry — 3R,

1 2 10 RQHR_Q;SRI 1 2 1 0
3 4 0 1 3—3-1 4-—-3-2 0—-3-1 1—-4-0
1

taan laajennettu matriisi

w

Lisdtaan nyt toinen rivi ensimmdiseen Tiviin:
1 2 1 0 Ri—2 Rt Ry 1 2-2 1-3 0+1
0 -2 -3 1 0 -2 -3 1

fto | —21
“ o -2 | =3 1]

Saamme toisesta diagonaalialkiosta ykkdsen kertomalla toisen rivin luvulla
1.

3¢

1 0 —2 1| Re=»—3R2 (1 O
0 -2 -3 1

Matriisin A = kddinteismatriisi A~ = [ } loytyy nyt laajen-

3 4
netun matriisin oikeasta lohkosta.

N |
|
N[
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Esimerkki 2.1.17. Esimerkissd 2.1.13 laskettiin, ettd matriisin

0 1 23
—2 1 00
A=19 2 03
0 -1 00
determinantti on —12. Se on siis kdadntyvd matriisi. Kddnnetddn se:
[0 1 23|10 0 0]
-2 1 00 0 1 0 0f Ry & Rs
2 2 03001 0] R Ry
|0 -1 00|00 0 1]
(2 2 03 ]00 1 0]
0 -1 00,000 1| Ri—iR
0 1 23100 0] Ry —~—R,y
-2 1 00010 0
(1 1021003 0
0 100[000 —1
0 123|100 o]f7T7 Rtz
-2 100|010 0
- 5 Lo
L1000 5 0] 5 p p
0100|000 —1
Rs — R3 — Ry
0123100 0.7 5" o9
0303|011 0] " ?
(100 2[00 35 1]
0100|000 —1| Ry— iR;
0023|100 1|R—1iR
0003|011 3]
(100 3|00 5 1
0100|000 —1| Rg—Ry—32Ry
0 01 % % 0 0 % R1—>R1—%R4
0001|035 5 1
10000 -5 0 -1
01000 0 0 -1
0010|343 -2 -1 -1
ooo10 L& & 1
0o -1 o -1
Siis A™' = (1) 01 01 -1
3 3 —3 1
0 3 + 1
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2.2 Lineaarinen yhtaloryhma

Lineaarisessa optimoinnissa rajoitusalueen reunasuorien leikkauspisteet rat-
kaistiin kahden muuttujan lineaarisista yhtaloryhmista. Esim. suorien y =
ax + b ja y = cx + d leikkauspiste 10ytyy ratkaisemalla yhtaloryhma

—ar+y=>
—dr +y =d.
Kun muuttujia on n kappaletta, kiytdmme muuttujista z:n ja y:n sijasta

merkintdd x1,xo, ..., x, ja kun yhtaloitd on m kappaletta, niin lineaarinen
yhtaloryhma saa seuraavan muodon:

1121 + A12T2 + *++ + ATy = b1

a911 + a29%9 + - - - + Aonly — bg

Am1T1 + a2y + -+ + QppTy = by,

missa by, b, . .., by, ovat reaalilukuja, kuten my6s kertoimet a;;. Yhtaloryhman
ratkaiseminen tarkoittaa, etta selvitetddn milla muuttujien x1, zo, ..., x, ar-
voilla kaikki ryhmén yhtalot ovat yhta aikaa voimassa. Ratkaisuja on aina
joko nolla, yksi tai adrettémén monta kappaletta.

Yhtéloryhman kertoimet a;; muodostavat yhtéloryhman kerroinmatrii-
sin A = [aij] . My6s muuttujista z1, o, ..., x, ja vakioista by, bs, ..., b,
voidaan muodostaa matriisit X = [a:z} oy Ja B = [bj} - Koska A on mxn-
matriisi ja X on n x 1-matriisi, voidaan laskea tulo

mXxn

air QA2 o Qg T a11T1 + a12Ts + - - + a1, Ty
Qg1 G2 -+ Qo T A21%1 + Q22T + - -+ + A2p Ty
AX = | . . . . = .
Am1 Qm2 = Amp Ty, Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn
~~ J/ ~~ J/
mxn nx1 mx1

Matriisi AX koostuu yhtéloryhmén yhtéaléiden vasemmista puolista, joten
yhtéloryhma on sama kuin matriisiyht&lo

111 + A12T9 + -+ - + A1y b1
(911 + Q999 + - -+ + A9y, Ty, b2 .
. =1 . eli AX = B.
Am121 + Am2X2 + -+ AynTn bm

Matriisiyhtaloda AX = B kutsutaan yhtaloryhmén matriisiesitykseksi.
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. . - L) —rita=3 L
Esimerkki 2.2.1. Yhtaloryhmdn 5 4 matriisiesitys on
To =

[0 o] )= 1

2.2.1 Ratkaiseminen kianteismatriisin avulla

Jos yhtaloryhmén kerroinmatriisi A on kiddntyva (eli se on nelidmatriisi ja
se determinantti on eri kuin nolla), niin sille voidaan laskea kiddnteismatriisi
A~! Koska nyt m = n ja AX ja B ovat n x l-matriiseja, ne voidaan kertoa
vasemmalta n X n-matriisilla A=!. Jos AX = B, niin

X=IX = (A'AX=A1'4X) = A'B.
I=A-1A AX=B
Toisaalta, jos X = A~!'B niin
AX = AA'B)=(AAYHYB = IB=B0B.
X=A-1B AA-I=T]

Siis yht#lo AX = B on yhtépitivi sen kanssa, ettd X = A™1B.

Siis: jos yhtaloryhmén kerroinmatriisi on kdantyva, niin yhtaloryhmalla
on tasmdlleen yksi ratkaisu ja se saadaan yhtaloryhméaé vastaavasta matrii-
siyhtalosta

AX=B& X=A"'B

laskemalla tulo A~ B.

. . - . ) Tt a2=3 L
Esimerkki 2.2.2. Yhtaloryhmdn 5 matriisiesitys on
To =
-1 1 ri| 3
0 2 i) B 41"
. o -1 1 e, o
Lasketaan kerroinmatriisin A = 0 9 kadanteismatriisi.

10

0 3 01] 0

o Ry — —R; o .
R 5 e

== [ B =[] = 1]

Yhtdaloryhmdan ratkaisu on siis x1 = —1 ja xo = 2.

N[ =D | =
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Esimerkki 2.2.3. Yhtaloryhmdn
$2+2$3+3$4:2

—2131 + 20 = 0
2x1 4+ 229 + 314 = 12
—To = 6

kerroinmatriisi A ja vakioista koostuva matriisi B ovat

0 1 23 9
2 1 00 . 0
A=19 o5 o3| Jo B=lp
0 -1 0 0 6

Koska det A # 0 (ks. Esimerkki 2.1.13), on A kddntyvi matriisi ja sen kddn-
teismatriist

1 1

o 0 o i

At=11 0
2 12 12

0 L 1

la.

) 0 -2 0 —3]7T2

2 (1) o1 01 —1] |0

3 5 —2 —3 1| [12

4 0 &+ 3 1]]6
0-2—1-04+0-12—1-6 0-0+0-3 -3
_10-24+0-0+0-12—1-6| _[0+0+0—6| | —6
S |i2-2.0-3-12-1-6] |1-0-6-6| |-11
0-245-04+35-12+1-6 0+0+4+6 10

Yhtdloryhmdn ratkaisu on 1 = —3, 19 = —6, 23 = —11, 24 = 10.

2.2.2 Ratkaiseminen Gauss-Jordanin eliminointimenetelmalla

Jos yhtaloéryhmén kerroinmatriisi ei ole kdantyva, yhtaloryhman voi ratkaista
soveltamalla matriisin kidntdmisesta tuttua Gauss-Jordanin menetelméaé ns.
laajennettuun kerroimmatriisiin:

aiy a2 - Qip by

Q21 Q22 -+ A2p by
(A | B] = .

Am1  Am2 Amn bm
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johon matriisin kddntédmisesta tuttuja rivioperaatioita sovelletaan.

(a)

Tarkastellaan yhtaloryhméa
—X1 + To = 3
—21'1 + 2[E2 =4,

ja kaytetddn sen laajennettu kerroinmatriisia

-1 1 3 1 -1 -3 1 -1 -3
|:_2 9 4:| Rl — —Rl |:_2 9 4:| RQ — R2+2R1 |f) 0 _2:|
Toinen rivi tarkoittaa 0 - z; + 0 - 9 = —2, mikd ei toteudu milldéan
reaaliluvuilla x1, x,. Siis yhtéaloryhmalla ei ole ratkaisua.

Tarkastellaan yhtaloryhméaa
—X1 + XTo = 3
21’2 =4
T+ 19 = 1.
Laajennettu kerroinmatriisi on
(-1 1 | 3 ] 1 -1 ] =3
0 2 4 Rl — —Rl, R2 — §R2 0 1 2 Rg — Rg — R1

11 1 1 1 1

(1 -1 | -3 1 0] -1

0 1 2 R1—>R1+R2,R3%R3—2R2 01 2

0 2 4 0 0 0
Ratkaisu on xy = —1,29 = 2. Viimeinen rivi tarkoittaa yhtalod O -

x1 4+ 029 = 0, joka toteutuu kaikilla luvuilla z, x5 eikd se siten ole
ristiriidassa kahden ensimmaéisen rivin antaman tuloksen kanssa.

Tarkastellaan yhtaloryhméaa
{ —x1+x0 =3
—2r1 + 229 = 6.
Laajennettu kerroinmatriisi on
RS A
Téasté ei voida endd jatkaa. Ensimmaéisen rivin yhtalo on xy — xo = —3
ja toisen rivin yhtalo on 0 = 0. Yhtaloryhmalla on darettémén monta

ratkaisua, x1 on miké tahansa reaaliluku ja xo = 1 + 3. Ratkaisut voi
ilmoittaa myos muodossa:

([El,l‘g) = (t,t+3),t € R.

_43:| RQ — R2+2R1 {
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2.2.3 Ratkaiseminen Cramerin saannolla

Jos yhtaloryhmén kerroinmatriisi on kdantyva neliomatriisi, niin yhtéaloryh-
malld on tdsmaélleen yksi ratkaisu ja se voidaan selvittda Cramerin sdannolla.
Olkoon yhtéloryhmén matriisiesitys

aix Qi - Aip x by
. G21 Q22 -+ QA2p X2 by

AX =B el ] . ] =
Ap1 Ap2 - Qpp Tp bn

Muodostetaan matriisi A; matriiseista A ja B siten, ettd matriisin A sarake
1 korvataan sarakematriisilla B. Esimerkiksi

aiy by a3z - a,
az1 by a3 -+ ap
Ay = . !
Gn1 bn Gp3  *++ Qnn
Silloin yhtdlon AX = B ratkaisut zi, xo, ..., x, saadaan kaavasta
det Az
xT; = .
det A

Esimerkki 2.2.4. Ratkaistaan yhtdloryhmd

21’1+l’2—3$3:1
$1—$2+2ZL‘3:3
—$1+2$2—3$3 =—-2

Lasketaan ensin det A ensimmdisen rivin suhteen.

2 1 -3
det A=det | 1 -1 2
-1 2 =3

-1 2 1 2 1 -1

—2detl2 _3}—1det l_l _3}—3det [_1 2}

=2-3-4)—-(-3+2)-3-2-1)=-2+1-3=—4.
Koska det A # 0, voidaan kdyttda Cramerin sdantod. Muodostetaan matriisit

1 1 -3 2 1 -3 2 1 1
A=|3 -1 2|, A=|1 3 2 ja Ay=1]1 -1 3
—2 2 -3 ~1 -2 -3 ~1 2 -2
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ja lasketaan nitden determinantit.

1 1 -3
det Ay =det | 3 -1 2
-2 2 =3
-1 2 3 2 3 -1
zldet{2 _3]—1det {_2 _3]—3det {_2 2}
=(3—-4)—(-9+4)—3-(6—-2)=-8,
2 1 -3
det Ay =det | 1 3 2
-1 -2 -3
3 2 1 2 1 3
= 2det [_2 _3} — 1det [_1 _3} — 3det [_1 _2}
=2-(-94+4)—(-3+2)—3-(—243)=—-12
ja
2 1 1
detAs=det | 1 -1 3
-1 2 =2
-1 3 1 3 1 -1
—2det{2 _2} — 1det {_1 _2}+det {_1 2}

=2.(2-6)—(2-1)+(2-1)=-8

Ratkaisut ovat

det Al —8

pu— e ipu— 2
o det A —4
det A2 —12 3
To = = — =
7 det A —4
. det Ag . -8 —9

S det A~ —4

Vastaus: ©1 = 2, x99 = 3 ja x3 = 2.
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3 Analyysin alkeita

3.1 Yhden reaalimuuttujan funktio

Téama luku on suurimmaksi osaksi yhden reealimuuttujan funktioiden pe-
ruskasitteiden kertausta. Reaalilukujen joukon R osajoukko on jokin joukko
reaalilukuja, esimerkiksi piste {a}, suljettu véli [a,b], avoin véli (a,b), ai-
dosti positiiviset luvut (0,00), kokonaisluvut Z = {...,—2,—-1,0,1,2,...},
rationaaliluvut Q = {% : m,n € Z}, reaaliluvut joista on poistettu nol-
la R\ {0}, koko R itse ...Kun luku = kuuluu joukkoon A, siitd kidytetddn
merkintdd r € A. Kun joukko A siséltyy joukkoon B, kdytetddn merkintaa
ACB.

Olkoot A ja B reaalilukujoukkoja. Funktio eli kuvaus f : A — B on sidén-
t0, joka liittda jokaiseen joukon A lukuun tésmélleen yhden luvun joukosta
B. Séanto ilmaistaan funktion lausekkeen avulla yleensa seuraavasti:

f:A— B, f(x) =“lauseke”.

(Sanotaan “ f kiy joukosta A joukkoon B, f(x) on ...)

Joukkoa A kutsutaan funktion f ldhtdjoukoksi eli mdadrittelyjoukoksi ja
siitd kédytetdén joskus merkintada My. Joukko B on funktion f maalijoukko,
eli joukko misséd funktion f arvot sijaitsevat. Kun kootaan yhteen kaikki
funktion f saamat arvot, eli luvut f(x) kaikilla x € M}, saadaan funktion
f arvojoukko eli kuvajoukko A;. Joukkomerkinnéilld tamé voidaan kirjoittaa
nain:

Ap = {y € ]R‘ y = f(z) jollakin x € Mf}.
Arvojoukko on aina maalijoukon osajoukko, eli A; C B.

Esimerkki 3.1.1.

Olkoon A = [-2,0], B = [0,10] ja f : A — B, f(x) = z + 4. Silloin
esimerkiksi
1
—2)=-244= 2 ' —1/2)=-1/24+4= 3= .
fc2)=—244=2 jo f(-1/2)=-1/2+4= 3.
eA €B €A el
€B
Funktion madrittelyjoukko on My = [—2,0]. Selvitetidn mikd on funktion f

arvojoukko Ay. Huomataan, ettd
y=f(z)ey=rv+4sy—4=u

Siis y = f(y —4), kunhan f(y —4) on mddritelty. Tamd on mddritelty juuri
silloin, kun y —4 € My = [—2,0], eli y € [2,4]. Ndin ollen Ay = [2,4].
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Esimerkki 3.1.2. Mddritid Ay funktiolle f : A = R, f(z) = x?, missi
(a) A=10,2],

(b) A=[-3-1),

(c) A=[-2,-1]U][3,4].

Huomataan ensiksi, etti y = f(x) = x* voi toteutua vain jos y > 0. Lisdksi,
kun y >0, on

y=1° & Jy=uztai —/y=nx.
Siis y € Ay kuny >0, ja lisiksi \/y € My tai —\/y € M.
(a) My =10,2], joten \/y € My jos ja vain josy € [0,4]. Koska —\/y € My
vain kun y =0, on Ay = [0,4].

(b) My = [-3,—-1), joten \/y, joka on ei-negatitvinen luku, ei kuulu jouk-
koon My mullddn y > 0. Puolestaan —./y € My jos ja vain jos

—3<—\y< -1
& 1<y<3
& 1<y <o,
Siis Ay = (1,9].
(c) My=[-2,—1]U][3,4], joten
VY € Mj
& 3<y<4

& 9<y <16
Lisdksi
—Vy € My
& 2< - y<-1
s 1<y <4
Siis Ay = [1,4] U [9,16].

Jos funktiosta annetaan vain lauseke, niin méaéarittelyjoukoksi valitaan
suurin mahdollinen joukko jossa lauseke on méaaritelty.

Esimerkki 3.1.3. Funktion f(z) = x* madgrittelyjoukko on M; = R. Tdlloin
arvojoukko on [0,00), silli x* > 0 kaikilla x € R, ja f(v/x) = x kaikilla
z > 0.

Funktion f : A — B kuvaaja eli graafi on pisteparien (z, f(z)), missi
x € A, muodostama kiyra tasokoordinaatistossa.
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Esimerkki 3.1.4.

(a) Funktion f: R — R, f(z) =2? kuvaaja:

(b) Funktion f:R — R, f(z) =sin(z) kuvaaja:

-1.00 0o 1.0
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Trigonometriset funktiot, eksponenttifunktio ja algebralliset funktiot seka
néiden kddnteisfunktiot ja yhdistetyt funktiot ovat ns. alkeisfunktioita. Lisak-
si alkeisfunktioihin kuuluvat funktiot, jotka on saatu edellisisté soveltamalla
niihin &érellinen mééra peruslaskutoimituksia (summa, tulo, osaméaéra). Al-
la on lueteltu joitakin tutuimpia alkeisfunktioita, niiden suurin mahdollinen
maédrittelyjoukko ja arvojoukko.

vakiofunktio f: R = R, f(z) =a (a € R), Ay = {a}

potenssifunktio f : R — R, f(z) = 2", missd n = 1,2,3,...,
R, jos m pariton

A =
d [0,00), jos n parillinen

juurifunktio f : A — R, f(z) = Tw = {/x, missi A ja A; ovat kuten
potenssifunktion arvojoukko, paitsi parillisilla n, jolloin A = [0, c0)

polynomifunktio f : R — R,

f(x) = Zaiﬂfi =ag+ a1x + CI,Q,],'Q —+ a3$3 R R
i=0

Ay riippuu luvuista ag, a1, . . ., a,

rationaalifunktio f : A — R, f(z) = %, missia P ja () ovat polyno-

mifunktioita. Lauseke f(z) on médritelty kun Q(z) # 0, eli mééritte-
lyjoukko on A = R\ {Q(z) = 0}, ja arvojoukko A; riippuu funktioista

Pijaq@
trigonometriset funktiot

— sinifunktion sin : R — R arvojoukko on [—1, 1]

— kosinifunktion cos : R — R arvojoukko on [—1, 1]

sin(z)

— tangenttifunktion tan : A — R, tan(x) = cos(a) madrittelyjoukko
on

A:]R\{QTGRZCOS(.CE):O}:R\{g+]€7rik€Z}

ja arvojoukko on R.

eksponenttifunktio f : R — R, f(z) = a” (a > 0 ja a # 1), arvojoukko
Ay = (0,00) (térkein eksponenttifunktio exp : R — R, exp(z) = ).
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e logaritmifunktio f : (0,00) — R, f(z) = log,x (a > 0 ja a # 1),

A; =R (log, = log = In, luonnollinen logaritmi).

Huomautus 3.1. Rationaalifunktion ja polynomifunktion arvojoukkoa (sekdi
rationaalifunktion madarittelyjoukkoa) selvittiessd laskuja yleensd helpottavat
yhtalot:

a®>—b = (a—0b)(a+b),
a’+2ab+b> = (a+b)
a’® —2ab+b* = (a—b)?

missd a,b € R. Ndiden lisaksi polynomien jakaminen jakokulmassa helpottaa
joskus laskuja.

Esimerkki 3.1.5.

(a)

Polynomifunktion f : R — R, f(z) = 22% — 4x + 4 arvojoukko on
[2,00), silld

20 —dr +4=2(2"-22+1)+2=2(x—1)*+2.

Rationaalifunktion f(z) = % mddrittelyjoukko on M; = R,
silli 10 — 18z + 927 = 9(2* — 22 + 1) + 1 = 9(z — 1)? + 1, joka ei

ole nolla milladn x € R. Sis lauseke % on mdadritelty kaikilla
x e R.

Rationaalifunktio f(x) = % ei ole mddritelty kun 2> —1 = 0,
eli kun (z+1)(x —1) =0, eli kun v = —1 tai z = 1.

Lauseke + on mddritelty kun x # 0. Siis funktion f(x) = L madrittely-
joukko on My =R\ {0}. Myds arvojoukko on Ay = R\ {0}: jos x # 0,

nin % on mdadritelty, ja eri suurt kuin nolla. Siis % € My, eli f(%) on

mddritelty. Nyt
1 1
f (—) =1:—=ux,
x x

Funktw f(z) = =L on mddritelty kun x # 0. Koska *=* = £ — 1 =
1-— E, ndhdddan ettd funktio saa (kohdan (c) nojalla) kaikki ar’uot paztsz
arvon 1. Siis Ay =R\ {1}.

elix € Ay.

Saako funktio f(x) = ‘#Q—ﬁflﬂ arvoa 2, eli onko 2 € Ap? Kz’rjoitetaan
zt—2241 441

ensin S = T x4+1 =1- 4+12 Huomataan, etta 4+1 >0
kaikilla v € R, josta seuraa ettd 1 — -7 < 1 katkilla x € R. Sus

funktio f ei voi saada arvoa 2, joten 2 ¢ Ay.
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3.1.1 Yhdistetty kuvaus ja kiddnteiskuvaus

Yhdistetty kuvaus on kuvaus, jossa muuttujat kuvataan ensin yhdella funk-
tiolla ja sitten toisella. Olkoot f : A — B ja g : B — C kuvauksia. Silloin
niiden yhdistetty kuvaus go f : A — C' on kuvaus

(go f)lx) =g(f(z)).

Sanotaan, ettd f on yhdistetyn kuvauksen sisdfunktio ja g on ulkofunktio.
Esimerkki 3.1.6.

(a) Olkoon f : R — R, f(z) =3z jag: R = R, g(z) = x*. Silloin
gof:R—R,

(go f)(x) =g (f(x)) = g(3z) = (3x)?,
ja fog: R — R,
(fog)(x) = flg(x)) = f(a®) = 32>

(b) Olkoon f:R — R, f(x)=2r—1jag: R — R, g(x) = 23+ 3. Silloin
gof:R—R,

(go f)(x) =g (f(x)) = g2z —1) = (22 —1)> +3,
ja fog:R — R,
(fog)(z)=f(g(x)) = f(a®+3)=2- (2" +3) - 1.

(¢) Olkoon f: R — (0,00), f(z) =€” ja g: (0,00) = (0,00), g(x) = 1.
Silloin go f: R — (0, 00),

(go f)(z) =g (f(z)) =g(e") = 2 =€

(d) Olkoon f : (0,00) — (0,00), f(x) =2" jag: (0,00) = R, g(x) = logx.
Silloin go f:(0,00) = R,

(go f)(x) =g (f(z)) =loga" = nlog.

(e) Olkoon f : (0,00) = R, f(x) =logx ja g : R — (0,00), g(x) = €*.
Silloin go f: (0,00) — (0, 00),

(g0 f)(z) = g(logz) = €'#" =z,
ja fog: R — R,
(fog)(z) = f(e") = log(e”) = .
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(2)
(h)

Olkoon f:R — [-1,1], f(x) =cosz ja g:[-1,1] = R, g(x) = tanz.
Talloin
sin(cos z)

(go f)(x) =g(f(x)) = tan(cosx) =

cos(cosx)’

Tamd lauseke on mddritelty kaikilla © € R, koska cos(cosx) ei saa
arvoa nolla milldin v € R.

Yhdistetty kuvaus /—x on mddritelty kun —x > 0, eli kun x < 0.

Yhdistetty kuvaus tan(log(z)) on madritelty niilld luvuilla x joilla log(x)
on mddritelty (eli x > 0) ja log(x) ei ole muotoa 5+ km milldin k € Z.

Kuvauksella f : A — B on kddnteiskuvaus f~ : B — A, jos se on bijektio.
Kuvaus f : A — B on bijektio, jos se on

e surjektio eli B = Ay eli jokaiselle maalijoukon pisteelle y € B 16ytyy

jokin ldhtojoukon piste € A niin ettd f(x) =y
JA

e injektio eli funktio f kuvaa jokaisen pisteen eri pisteeksi eli ehdosta

x # z seuraa f(x) # f(z) kaikilla z, z € A.

Kaanteiskuvaus on se kuvaus, jolle

flo)=y & f[Hy) ==

Kéadnteiskuvaus madraytyy myos ehdoista f~1 (f(z)) = z kaikilla z € My ja
f(f7'(y)) = y kaikillay € A (vrt. Esimerkkiin 3.1.6(e)). Huomaa, ettd aina
patee My = A;1 ja My = Ay.

Esimerkki 3.1.7.

(a)

(b)

Esimerkin 3.1.1 kuvaus f : [-2,0] — [0,10], f(z) = = + 4 on injektio,
silli v # z <= v+ 4 # 2+ 4. Kuvaus ei kuitenkaan ole surjektio, joten
silld ev ole kadnteiskuvausta.

Kuvaus f: [=2,0] — [2,4], f(z) = x + 4 on injektio, ja lisiksi se on
surjektio koska maalijoukko [2,4] on myds sen arvojoukko As. Koska
lisiksi f(x) =y < y—4 =x (ks. Esimerkki 3.1.1), on kddnteiskuvaus

f_l : [274] — [_2’0]7 f_l(y) =y—4.

Funktio f : [-3,2] — R, f(x) = 2% ei ole injektio, koska esimerkiksi
f(=2) =4 = f(2). Funktio ei ole mydskdin surjektio: jos y > 10, niin
et ole olemassa x € [—3,2] siten ettd f(x) =y, silld f(x) <9.
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(d) Funktio f : [0,00) = Ay, f(x) = 2 + 1, on selvisti surjektio, koska
maalijoukko on sen arvojoukko. Lisiksi se on injektio, silli x* # 2* jos
x # 2 jax,z>0. Sis [ on bijektio, ja silld on kidinteiskuvaus f=1.
Olkoon x > 0 ja y = x*> + 1. Tdlléin y > 1 ja

y=fx) & y=22+1

< Jr=+y-1
x>0
S r=y\y—1

Siis f~1 1 [1,00) = [0,00), f7Hy) = Vy— L.
Tehtava: Piirrd sekd funktion f ettd funktion f~' graafit. Kddnteis-
funktion graafin saat kun kdanndt alkuperdisen funktion graafin.

(e) Funktiolla f : R — R, f(z) = 2* on kddinteiskuvaus f~' : R — R,
koska ehto f(x) =y eli x* =y on yhtipitivi sen kanssa etta x = I/y.
Siis [~ (y) = ¢y kaikilla y € R. Muista, etti esimerkiksi V-8 = -2,
koska (—2)3 = —8.

(f) Kuvauksen f : R\ {0} — R\ {0}, f(z) = 2 kddinteiskuvaus on
LR\ {0} = R\ {0}, f~Y() = 2, silld kaikilla x # 0 pitee:

x’

(g) Logaritmifunktio on eksponenttifunktion kidnteisfunktio: log, (a*) = x
kaikilla x € R ja a'°%«¥ = y kaikilla y € (0, 00).

(h) Oletetaan ettd f : A — Ay on aidosti kasvava, eli kaikilla x,z € A
ehdosta x < z seuraa f(x) < f(z). Tdlloin f on injektio (harjoitusteh-
tavai). Koska f on selvdsti surjektio, on f tdlldin bijektio, joten silld on
olemassa kadnteiskuvaus f~1: Ay — A.

(i) Vastaavasti kuin kohdassa (h), jos f : A — Ay on aidosti vihenevd, eli
kaikilla x,z € A ehdosta x < z seuraa f(x) > f(z), niin f on bijektio,
joten silli on olemassa kidnteiskuvaus f~1: Ay — A.

' <0
Esimerkki 3.1.8. Kuvaus [ : [-1,1] = [-1,1], f(z) = x; ]0.8 r=0
x*, jos x > 0,

on aidosti kasvava: tdma on selvdsti totta valeilla [—1,0] ja (0,1]. Jos lisdiksi
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f(0) < f(x) kaikilla x > 0, niin f on aidosti kasvava koko mddarittelyjoukos-
saan. Kun >0, on f(z) = 2* > 0, joten

f(0)=0<2a® = f(x).

Koska Ay = [—1,1], niin Esimerkin 3.1.7(h) nojalla funktiolla on olemassa
kidnteiskuvaus f~' : [=1,1] — [=1,1]. Kdidnteiskuvauksen lausekkeen pddit-
teleminen on harjoitustehtdivd.

3.1.2 Raja-arvo ja jatkuvuus

Funktiolla f : A — B on raja-arvo pisteessa zy € R, jos on olemassa jokin
luku yy € R, jolle
lim f(z) = yo

T—rT0

eli f(x) lahestyy lukua yg, kun z lidhestyy lukua xy. Raja-arvon ominaisuuk-
sia: Jos lim, ., f(z) = a ja lim,_,,, g(z) = b, ja ¢ € R, niin:

o limy o0 (f (@) + 9(x)) = limga f(#) + limgay g(x) = a+ b
o lim, ., (cf(z)) = clim,_,,, f(x) =ca

° hmx—mo (f(l’)g(:b)) = limaz—mo f(ff) hmx—mo g(w) = ab
fl) _ limeag f(z)

[ ] limx%xo m p— 11m$_>x0 g(;z;) = E’J

Esimerkki 3.1.9. Polynomifunktion f(x) = (4z — 3)(z* + 1) raja-arvo pis-
teessi xg =1 on lim, i (4z — 3)(z* + 1) = lim,_; (4z — 3) - lim,_; (22 + 1) =
1-2=2.
Esimerkki 3.1.10. Rationaalifunktio f(z) = 963_;22—:“1”_1 ei ole mddritelty
pisteessi xy = 1. Koska 13 — 12+ 1 —1 = 0, on osoittaja 2> — 2> + x — 1
muotoa (x — 1)P(x), missi P : R — R on polynomi. Pddttelemdlld, tai
jakokulmalla, huomataan etti P(x) = x® + 1, joten

-t +z—1 . (r=1D)(2*+1)
lim = lim
z—1 x2 —1 r—1 (g; — 1)(x + 1)
ot 41
= lim
z—1 ;L‘—}—]_

2
= —=1
2
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Esimerkki 3.1.11. Olkoon f: R\{-1,0,1} — R, f(z) = %= +3. Funktio

log |z
f on madritelty kaikissa pisteissi x € R paitsi —1, 0 ja 1, koi/lfcl log |0]| ei ole
madritelty ja log| — 1| = log|1| = 0 ja nollalla ei voida jakaa. Funktio f ei
ole madritelty pisteessd xo = 0, mutta silld saattaa olla raja-arvo kyseisessd
pisteessd. Tarkastellaan funktion f arvoja f(x), kun x on ldhelld pistettd
o — 0:

x 0,1 —0,01 —0,003 | 0,0005 | —0
F(z) | 2,9565... ] 3,0021... | 3,0005... ] 2,9999... | — 3

Funktion f arvot f(x) lihestyvat lukua 3, kun x lihestyy lukua 0. Siis

lim f(z) = 3.

a—0

Funktio f : A — B on jatkuva pisteessi xq, jos
(1) funktio f on médritelty pisteessé o, eli xy € A,
(2) jos funktiolla f on raja-arvo pisteessi zg, ja

(3) funktion f arvo pisteessi xy on sama kuin funktion raja-arvo pisteesséi
Zo.

Lyhyesti ndmé kolme ehtoa voi tiivistdd néin: funktio f : A — B on jatkuva
pisteessi xg € A jos

lim f(z) = f(xo)-

Tr—TQ

Funktio f : A — B on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessé
x € A.

Esimerkki 3.1.12. Olkoon f: R — R, f(z) = 3z ja o = 1. Kun luku x
on ldhelld lukua 1, niin f(x) = 3z on ldhelld lukua 3. Siis

mlggo flz) = ilig 3z = 3.

Koska f(1) = 3 = lim,_, f(z), niin f on jatkuva pisteessd 1.

Kaikki alkeisfunktiot, varsinkin siis kaikki luvun 3.1 alussa luetellut funk-
tiot, ovat jatkuvia maarittelyjoukossaan. Lisdksi kahden jatkuvan funk-
tion f:A—Rjag: A— R

e summa f+¢g: A= R, (f+g)(x) = f(x)+ g(x)

e tulo fg: A= R, (fg)(z) = f(z)g(z) ja
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e osamiird £ : ¢ — R, g(x) — 1@ missi ¢ C A on joukko missi

g g(x)”?
g(x) #0

on jatkuva. Jos f : A — B on jatkuva ja kddntyvé, niin kiddnteiskuvaus
f~': B — Aon jatkuva. Jos f : A — B ja g: B — C ovat jatkuvia, niin
yhdistetty kuvaus go f : A — C on jatkuva.

Esimerkki 3.1.13.

(a) Kaikki esimerkin 3.1.5 funktiot ovat alkeisfunktioita, joten ne ovat jat-
kuvia mddrittelyjoukoissaan. Huomaa, ettd tamdan mukaan esimerkiksi
flz) = % on jatkuva mddrittelyjoukossaan eli joukossa R\ {0}. Koska
f(z) ei ole maaritelty kun = =0, ei f voi olla jatkuva kun x = 0.

(b) Kaikki esimerkin 3.1.6 funktiot ovat alkeisfunktioiden yhdistettyjé funk-
tioita, joten ne ovat jatkuvia madrittelyjoukoissaan.

(¢) Punktio f(z) = 3 cos(z2e® — 7)) on muodostettu yhdistimilli ja ker-
tomalla alkeisfunktioita, joten f on jatkuva mddrittelyjoukossaan, joka
on My =TR.

(d) Funktio f(x) = Sm(w)% on muodostettu yhdistamdlld ja jakamalla
alkeisfunktioita, joteﬁ f on jatkuva mddarittelyjoukossaan. Funktio f on
madritelty kun sin(zx), €*, ja z3 = Vx on mdadritelty, ja z2 # 0. Namda
ehdot toteutuvat kun x > 0, joten mddrittelyjoukko on My = (0, 00).

Esimerkki 3.1.14. Funktio

e” 12 4 cos(log(22 + 3))

f(z) = %+ 1+ (tan(sin(z)))?

on muodostettu yhdistimdlld ja kertomalla alkeisfunktioita, joten f on jatku-
va madrittelyjoukossaan. Funktion madrittelyjoukko on My = R, silld

(1) tan(sin(x)) on mdadritelty kaikilla x € R, koska sin(z) € [—1,1], ja
tan(y) on mddritelty kun y € [—1,1],

(2) log(x*+ 3) on madidritelty kaikilla x € R, koska 2%+ 3 > 0, ja log(y) on
madritelty kun y > 0,

(3) x* + 1 + (tan(sin(z)))? > 1 kaikilla © € R, eli nimittiji ei ole ikind
nolla.
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Funktiolla f : A — B on oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessi xo € A, jos
on olemassa jokin luku a € R, jolle

li = a.
ac%lfrvrolJr f(x) ¢

Funktiolla f : A — B on vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessé xo € A,
jos on olemassa jokin luku b € R, jolle
lim f(z)="b.
T—T0—
Funktio f on oikealta jatkuva pisteessi xo, jos f(zo) = a ja vasemmalta
jatkuva pisteessd xg, jos f(xg) = b. Se on jatkuva, jos se on seké oikealta etté
vasemmalta jatkuva eli a = b.

-1, kunx <0

22, kunx >0

kastellaan funktion f mahdollisia raja-arvoja pisteessi ro = 0. Kun x — 0+
eli x lihestyy nollaa oikealta, niin funktio f saa arvoja x2. Kun x on lihelld
nollaa, niin myés x> on lihelld nollaa. Siis

. T 2
IE%Jrf(l‘) - xg%l+x =0

Esimerkki 3.1.15. Olkoon f : R — R, f(x) = . Tar-

Kun x — 0— eli x ldhestyy nollaa vasemmalta, niin [ saa aina arvon —1.Siis

lim f(z)= lim —1=—1.
r—xro— r—0—
Koska f(0) = 0 = lim, .+ f(z), on f oikealta jatkuva pisteessd 0. Koska
lim, ., f(x) # 0, funktio f ei ole vasemmalta jatkuva pisteessd 0, eikd siis
mydskadn jatkuva pisteessd 0.

Esimerkki 3.1.16. Esimerkin 3.1.8 kuwvaus [ : [-1,1] — [-1,1],

flz) = ac,2 ]O.S z=0, on jatkuva vdleilld [—1,0) ja (0,1], koska alkeis-
x*, jos x > 0,

funktiot ovat jatkuvia mddrittelyjoukoissaan. Tutkitaan kuvauksen jatkuvuut-

ta pisteessi 0. Kun x > 0, niin funktio f saa arvoja x2, ja raja-arvo kun

x — 0+ on talloin

. T 2

Kun © — 0— eli x ldhestyy nollaa vasemmalta, niin f saa arvoja x, joten
raja-arvo vasemmalta on

S Sy = g v =0
Koska lim,_,o— = limz — 04+ = f(0), on funktio jatkuva pisteessd 0. Siis f
on jatkuva kaikissa pisteissi x € [—1,1], eli f on jatkuva. Myds funktion f
kidinteiskuvaus =1 : [—1,1] = [=1,1] on ndin ollen jatkuva.
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3.2 Yhden muuttujan funktion differentiaalilaskentaa
3.2.1 Differentioituvuus ja derivaattafunktio

Funktion f : A — B erotusosamdydrd pisteessi o € A on

F@) = flzo)

T —T

Erotusosamééra kertoo funktion keskiméaraisen kasvunopeuden pisteiden
x ja xo valilli. Funktion kuvaajalla tamé tarkoittaa pisteiden (z, f(z)) ja
(xo, f(x0)) lapi kulkevan suoran (ns. sekantin) kulmakerrointa. Funktion het-
kellinen kasvunopeus pisteessid xg saadaan raja-arvona erotusosamaérasti
kun x — 4. Jos raja-arvo

f@) = foo) _ o flwo+h) = fo)

T—T( T — ZL‘O h—0 h,

on olemassa, niin sanotaan ettd funktio f on derivoituva pisteessd xq ja
f'(xo) on funktion f derivaatta pisteessi xy. Funktion kuvaajalla luku f’(x¢)
on pisteeseen (xg, f(zo)) piirretyn tangenttisuoran kulmakerroin. Jos f on
derivoituva pisteessd x(p, niin méaaritelmén mukaan on olemassa raja-arvo
lim, ., M Koska nimittdjan raja-arvo on 0, on tilloin oltava myos
lim, ., (f(z) — f(z0)) = 0, eli f on jatkuva pisteessé .

Jatkuvuudesta puolestaan ei seuraa derivoituvuus (ks. esimerkki 3.2.1(c)).

Esimerkki 3.2.1.
(a) Olkoon f:R — R, f(x) =z ja zg € R. Silloin
f(@) — f(o) -

lim — lim —2 = lim 1=1.

T—T( T — X T—=x0 T — X T—T0
Raja-arvo on olemassa, joten f on deriwoituva pisteessi xqy ja deri-
vaatta on f'(xg) = 1. Funktion f kuvaajalle mihin tahansa pisteeseen
(xo, f(z0)) piirretty tangenttisuora on funktion kuvaaja itse. Tdamdn

suoran kulmakerroin on f'(x¢) = 1.

(b) Olkoon f:R — R, f(x) =€ ja xy € R. Silloin

. flwo+h)— f(zg) . e¥fh gm0 eToeh g0
lim =lim———=lim———
h—0 h h—0 h h—0 h
T h h
ero(e —1 e —1
= lim # = lim e"° = ™
h—0 h h—0 h
——
=1
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Siis f on deriwoituva pisteessi xo, ja f'(zg) = €™ = f(xg). Funktion
kuvaagjalle pisteeseen (0, f(0)) = (0,1) piirretyn tangenttisuoran kulma-
kerroin on siis f'(0) = €° = 1, ja pisteeseen (1, f(1)) = (1,€) purretyn
tangenttisuoran kulmakerroin on f'(1) =e' =e.

Olkoon f: R — R, f(x) = |z|, ja zo = 0. Nyt

x)— f(z x x
TG el 1) B TN . R TR A B
T—xo+ xr — Xo z—0+ I z—0+ o z—0+
ja
A ) B L T TR )
T—=To— T — X z—=0— I z—=0—- I z—0—
Siis ei ole olemassa raja-arvoa lim,_,,, %ﬁéxo)’ joten f ei ole deri-

voituva pisteessi xg = 0. Funktion f graafilla ei ole tangenttisuoraa
kohdassa (0,0), koska siind on "piikki".

Funktio f : A — B on derivoituva, jos se on derivoituva jokaisessa méaa-
rittelyjoukkonsa pisteessi xy € A. Silloin derivaatat (eli tangenttisuorien
kulmakertoimet) méarittavét derivaattafunktion

Derivaattafunktiosta kiytetdan myos merkintéja D f ja %. Néin saadaan
siis uusi funktio, jota voimme vaikka yrittdd derivoida uudestaan. Jos f’ on
derivoituva, niin sen derivaattafunktiota merkitdan yleensa f”.

Esimerkki 3.2.2.

(a)

Esimerkissa 3.2.1(a) selvitimme ettd funktio f : R — R,
f(z) = x on derwoituva kaikissa pisteissi xyg € R, ja f'(xg) = 1.
Sits funktio f on derivoituva, ja sen derivaattafunktio on f': R — R,

f'(x) =1

Esimerkissa 3.2.1(b) selvitimme, ettd funktio f : R — R,
f(x) = €* on derioituva kaikissa pisteissd xo € R, ja f'(xy) = e™.
Siis funktio f on derivoituva, ja sen deriwaattafunktio on f': R — R,
f(x) =e®. Siispd myds f"(x) =e*. Ja f"(x) = €, ja...
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3.2.2 Derivoimissaantoja

Derivaatan magritelmésta voidaan johtaa derivoimissaantoja.

Esimerkki 3.2.3. (a) Olkoon f : R — R wvakiofunktio f(x) = a jollakin
a € R. Silloin

) = i JEED @)y a—a

h—0 h h—0 h h—0 h
kaikilla © € R. Siis funktion f(x) = a derivaattafunktio on f'(x) = 0.

(b) Olkoon f : R — R, f(z) = 2% Silloin f(x+h) = (x+h)? = 2*+2xh+h?

ja
. fle+h)—fx) . (x+h)?*—2® . 2xh+h?
! — — - = _
flz) = Jim h e h e —
= lim (22 + h) = 2z.

h—0
Siis funktion f(z) = z* derivaattafunktio on f'(x) = 2.

Emme todista kaikkia saéntoja télla kurssilla, vaan otamme seuraavat
saannot kayttoon ilman todistusta.

n—1

e potenssifunktio f(x) = 2™ f'(x) = nx
e juurifunktio f(z) = Vx: f'(z) = :\L/_f
1

e yleisemmin: jos r € R\ {0}, ja f(z) = 2", niin f'(z) = ra" .

e polynomifunktio f(z) = a9 + amxr + axx® + - + apa™
f(z) = ay + 2a2x + - - - + na,a™
e trigonometriset funktiot:
(i) sin’(x) = cos(x)
(ii) cos'(z) = —sin(x)
(iii) tan’(z) = 1 + tan(x)?
e cksponenttifunktio f(z) = e*, f'(z) = e*. Jos f(z) = a® (a > 0 ja
a # 1), niin f'(z) =In(a) - a®
e luonnolliselle logaritmifunktiolle patee D logx = %, ja yleisesti logarit-

mifunktioille f(x) =log, x (a > 0 ja a # 1) pétee f'(z) = 1og(1a)-:c
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Liséksi, jos f ja g ovat derivoituvia funktioita ja ¢ € R, niin

« (F+9)(@) = f(z)+g) (Derivoinnin lineaarisuus 1/2)
o (cf)(z) = cf'(z) (Derivoinnin lineaarisuus 2/2)
e (fg)(x)=fl(x)g(x)+ f(x)d (z) (Tulon derivointi)
. 5)' () = Lzl gy ) (Osamiirin derivointi)
® (9o f)(z)=(g"0f)x)f'(z) =g (f(x))f(z) (Ketjusédntd)
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Esimerkki 3.2.4.

(b) D(Z)=D(z™) = —da™* = —da™5 = =
(¢) D(2x+logz) =2Dx + Dlogz =2+ 2.
(d) Olkoon g : R — R, g(z) = 2%, ja f : R — R, f(z) = 3z. Tidlloin

(go f)(z) = (3x)* = 922, joten derivoinnin lineaarisuuden mukaan

(go f)(z) = D(92%) = 9D(2*) =9 - 2z = 18x.

(e) Lasketaan (c)-kohta myos kdayttamalld ketjusdantod. Koska ¢'(x) = 2x
ja f'(x) =3, on

(9o f)(x) =g (f(@)f'(x) = 2:32- 3
(@) £

= 18x.
(f) Tulon derivoimissdinndlld saadaan
D | (32* —1)sinz | = 62 sinz+ (32> — 1)cosz.
~— —— N~ ~—~
o et 7@ (o) o e
(g) Lasketaan D(xlog(x)) tulon derivoimissddnndlld:
1
D | _x log(x) | = D(z)log(x)+_ x D(log(x)) = log(:c)—i-a:; = log(z)+1.

——
F@) - g(x) f'@)  g(x) @) g

(h) Derivoidaan (cosx)? = cos® z ketjusiinnon avulla. Tdlloin ulkofunktio
on g(x) = z? ja sisifunktio on f(x) = cosz, jolloin

D [ cos’x | =2cosz-(—sinx) = —2cosxsin .
~—— —
(gof)(z) g'(f(x)) #(x)
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(i) Lasketaan rationaalifunktion 2 derivaatta osamddrin derivoimis-

z2+1
saannolla:
f(z) f'(z) 9(@) f(z) g'(x)
7 N\ 7 \ / N\ 7 7\ 7 %
5 ?+r+1|  D@+a+1)(@®+1)—(2®+z+1)D(@” +1)
2+ 1 - (22 +1)?
~—— ——
g(x) g(x)?
e+ (@4 1) - (2P +1)2
o (22 +1)2
@+ 20427+ 1) — (20° 4 227 4 21)
o (22 4 1)2
R x?
(22 +1)2
. sinx sin )2 —sin z D2 cos z)x?—(sinz)2z rcosr—2sinx
() D (?) =& )(x2)2 Zap .. x4( 2 132 :
(k) Ketjusiinnolli saadaan D(e™*") = —2xe . Téissi ulkofunktio on
g(x) = €® ja sisifunktio on f(x) = —x2.

(1) Kohta (k) yleisemmin: Jos f on derivoituva funktio, niin ketjusddnnon

nojalla on D | /@ | = /@ f/(x).
~— ~—~
g(f(x)) g'(f(z))

(m) Johdetaan kaava D(a”) = a*log(a), kun tiedetiin ettd D(e”) = e* ja

log(x) on funktion e® kdidnteisfunktio:

D(a*) = D(elog(“x)) = D(e’”log(“)) = log(a)emog(“) = log(a)a”.

(n) Jos f on deriwoituva funktio, niin ketjusidnnolli saadaan

D (og(f(0) = 15 £ = 125,
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3.2.3 Implisiittinen derivointi

Funktion f : A — B kuvaaja on joukko, joka muodostuu niistd tason pis-
teistd (x,y), jotka toteuttavat yhtdlon y = f(z). My0s esimerkiksi yhtalo
2? + y?> = 4 médrittelee tason joukon (ympyrin), mutta ei ole olemas-
sa funktiota f, jonka avulla yhtédlon voisi esittda eksplisiittisessd muodossa
y = f(z), koska yhtdlon ratkaisu y = ++/4 — 22 méiérittelee kaksi funktiota
fi:[-2,2] = R, fi(z) =vV4—2% ja fr:[-2,2] = R, fa(x) = —v4 — 22
Yhtélo
F(z,y) =0

on funktion y = y(x) implisiittinen eli ratkaisematon esitysmuoto ja se ei aina
médrad funktiota yksikisitteisesti, kuten tapauksessa F(z,y) = 22 + y* — 4
joka méaaritteli kaksi eri funktiota.

Implisiittisesti méaaritellyn funktion y derivaatan ¢’ selvittdmiseen on kak-
si keinoa:

1. Jos yhtélosta voidaan ratkaista muuttuja y muuttujan x funktiona, eli
muodossa y = y(z), niin funktio y(z) voidaan derivoida normaalisti.

2. Oletetaan, ettd y = y(z) ja derivoidaan funktio F(z,y(x)) muuttu-
jan z suhteen. Saadaan derivaattafunktio, jossa esiintyy z, y(x) ja
y'(z) eli D (F(z,y(x))) = h(z,y(z),y'(z)). Koska F(z,y(x)) = 0, niin
myts D (F(z,y(x))) = 0, eli derivaattafunktio on nolla. Yhtalosté
h(z,y(z),y (x)) = 0 pyritdén ratkaisemaan y'(z) muuttujien x ja y(z)
funktiona, eli muodossa

y'(z) = g(z,y(x)).

Funktion 3/ arvoja voidaan nyt laskea tésta yhtalostd. Jos esimerkiksi
halutaan tietdd y'(0), niin ratkaistaan ensin y yhtalostd F'(0,y) = 0,
merkitddn y(0) = y, ja ratkaistaan sen jalkeen 2/(0) yhtalosta

y'(0) = g(0,y(0)).

Huomautus 3.2. Jos ei haluta ratkaista derivaattafunktiota vy, vaan pelkds-
taan sen arvo jossakin pisteessd (esimerkiksi y'(0)), niin ei ole valttdmdtonta
paastd muotoon

y'(x) = g(z,y(x)).

Esimerkiksi arvo y'(0) voidaan ratkaista jo yhtdldsta

h(07 y(())? yl(o)) =0,

kunhan tunnetaan arvo y(0).
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Esimerkki 3.2.5.

(a)

Deriwvoidaan x* + y* — 4 = 0 implisiittisesti: Oletetaan ettd y = y(z).
Yhtdlostd

DF(x,y(x)) = D(z* + (y(x))* — 4) = D(z*) + D(y(2)*) — D(4)
=2z + 2y(z)y'(z) = 0

ratkaistaan

—2x T T T
y' ()

B 2y(x) y(z) +v/4 — 22 - :F\/4 — 22

Tassd vou kayttad myds eksplisiittistd derivointia derivoimalla funktiot
f1 ja fo erikseen:
1 1 x

filr) = 5 —7=—=(-27) = -

T2 = ~hlo)

V4 — x? B

Yhtilon xy® + 22y — 6 = 0 eksplisiittistd muotoa on vaikea ratkais-
ta. Oletetaan, ettd muuttuja y voidaan esittid muuttujan x funktiona
y = y(z) ja etsitddn y'(2) implisiittisen derivoinnin avulla.

DF(z,y(x)) = D(zy(x)*+2zy(z)—6) = y(z)*+a3y(x)*y (x)+2y(z)+2zy' (x)

saadaan
y(@)? + 29(z) + (Boy(e)? + 20)y/ () = 0

oy Y@’ +2y(x)
yie) = 3xy(x)? + 2x

Kun x = 2, nuin yhtdalo
xy® + 22y —6 =2y +4y —6 =0

toteutuu vain kun y =1, silld
5 ) 1\* 11
20 +4y—6=(y—1)2y°" + 2y +6) =2(y — 1) vts) 1)

Siis on y(2) = 1, ja nyt voimme laskea

y(2)3 +2y(2) ¥+2-1 3
3-2-y(2)242-2 3.2-12+4+2-2 10

y(2) = -
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Esimerkki 3.2.6. Mddrdtddn iy funktion y ja muuttujan x avulla, kun funk-
tion y mdadrittelee yhtdlo

o2y + 2y = 3z + 2.
Merkitaan y = y(x), jolloin yhtdlé saa muodon
2y (z) + 2y(z)® = 3z + 2y(x).
Derwoidaan timd puolittain muuttujan x suhteen jolloin saadaan
2zy(z) + 2%y () + 2 3y(x)*y/ (2) = 3+ 2y (2)

eli
y'(z) (6y(2)* + 2 — 2) = 3 — 2xy(x),
josta voidaan ratkaista

3= 2xy(x)
C by(w)2 a2 -2

y'(z)
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3.2.4 Funktion monotonisuus

Kuvaus f on kasvava valilla [a,b] jos f(x) < f(z) kaikilla x, z € [a, b] joilla
x < z, ja aidosti kasvava jos téllaisilla z, z pateekin f(x) < f(z). Funktion
suurin arvo kyseiselld vélilla 16ytyy silloin vélin loppupisteesté ja pienin arvo
alkupisteesta.

Kuvaus f on wvihenevd valilla [a,b] jos f(x) > f(z) kaikilla =,z € [a,b]
joilla © < z, ja aidosti vihenevd jos tallaisilla z, z pateekin f(x) > f(z).
Funktion suurin arvo kyseiselld vélilla 16ytyy silloin véilin alkupisteesta ja
pienin arvo loppupisteesté.

Kuvaus f on monotoninen vélilla [a, b] jos f on joko kasvava tai viheneva
valilla [a, b].

Oletetaan ettd kuvaus f on derivoituva vililla (a,b). Kuvauksen f deri-
vaatta pisteessi x "kertoo mihin suuntaan f on menossa pisteessi z". Téaméan
vuoksi pateekin seuraavat tulokset:

e Jos f'(x) > 0 kaikilla z € (a,b), niin f on kasvava vililla (a,b).

()
e Jos f'(x) > 0 kaikilla x € (a,b), niin f on aidosti kasvava vililla (a, b).
e Jos f'(z) <0 kaikilla z € (a,b), niin f on viheneva vélilla (a, b).

(

e Jos f'(x) < 0 kaikilla x € (a,b), niin f on aidosti véhenevé vililla (a, b).

Jos kuvaus [ on lisdksi jatkuva suljetulla valilld [a,b], niin ylldole-
vat ominaisuudet pétevit suljetulla vililld [a,b]. Esimerkiksi jos f'(z) > 0
kaikilla « € (a,b), niin f on aidosti kasvava vililla [a, b]. Lisdksi, jos f on jat-
kuva suljetulla vélilla [a, b], niin f'(x) saa jopa olla nolla tai méaaritteleméton
yksittéisissa vélin (a,b) pisteissa.

Y14 olevat ominaisuudet voidaan perustella differentiaalilaskennan vdi-
liarvolauseella®, joka toteaa seuraavaa: Jos f : [a,b] — R on jatkuva, ja
lisdksi derivoituva avoimella vélilld (a,b), niin on olemassa ¢ € (a,b) siten

" F0) - fta)
pon — fl(a
f (C) - b—a :
Téama tarkoittaa, ettd funktion kuvaajalla pisteesséi (¢, f(c)) olevan tangent-
tisuoran kulmakerroin on sama kuin pisteiden (a, f(a)) ja (b, f(b)) vilille
piirretyn sekantin kulmakerroin.
Perustellaan tamén avulla se, etté ehdosta f/(x) > 0 kaikilla x € (a,b)

seuraa funktion f aito kasvavuus valilla (a, b). Olkoon y, z € (a, b) siten etté

2Yksi hienoimmista differentiaalilaskennan tuloksista
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y < z, ja todistetaan ettd f(y) < f(z). Viliarvolauseen nojalla on olemassa
c € (y, z) siten ettd

eli
f2) = fly) = f(c) (z—y)
Koska f'(z) > 0 kaikilla z €

f'(¢)- (2 —y) > 0. Siispa f(z) —
dosti kasvava.

(y,2), on erityisesti f'(c) > 0, joten
(y) > 0, eli f(2) > f(y), eli f on ai-

Esimerkki 3.2.7.

(a) PFunktio f(x) = (z + 1)3 + 2 on aidosti kasvava koko reaaliakselilla,
koska f'(z) = 3(x +1)> + 1 > 0 kaikilla x € R.

(b)  Funktio f(z) = 2*—32*+3x—12 on aidosti kasvava koko reaaliakselilla,
koska f on jatkuva ja f'(z) = 32%* — 6z + 3 = 3(z — 1)? > 0 kaikilla
re R\ {1}

(c) Olkoon f: R — ]R,2f(a:) = log(2?+1)+x. Talloin f'(x) = o-20+1 =
wgf_l + iiﬁ = (ijﬂ > 0 kaikilla v € R, ja f'(z) = 0 vain kun x = —1.

Koska [ on jatkuva (huomaa etti log(z* + 1) on mddritelty kaikilla

x € R), on f aidosti kasvava koko mddrittelyjoukossaan.

(d) Funktio tan : (=5,%5) — R on aidosti kasvava vélilli (—73,%), koska
D(tan(z)) = 1 + tan?(z) > 0.

(e) Funktion f(x) = —a* + 3 derivaattafunktio on f'(z) = —42®. Koska
f(x) <0 kun z > 0, ja f'(x) >0 kun z < 0, on f aidosti kasvava
valilli (—o0, 0], ja aidosti vihenevd valilld [0, 00).

(f) Funktio f: R — R, f(x) = |z| on jatkuva, ja lisiksi se on derivoituva
kaikkialla paitsi nollassa. Kun x > 0, on f(x) = z, joten f'(x) = 1.
Kun z < 0, on f(x) = —=x, joten f'(z) = —1. Suis f'(z) < 0 kaikilla
r € (—00,0) ja f'(x) > 0 kaikilla x € (0,00). Tdamdn (ja funktion
f jatkuvuuden) perusteella f on aidosti vihenevd wvalilli (—oo,0] ja
aidosti kasvava vdlilld [0, 00).

(g) Olkoon f(x) = m?j—ilﬂ Esimerkissd 3.2.4 (i) saatiin derivaattafunktioksi
fl(x) = ﬁ Koska deriaattafunktion nimittiji (x* + 1) on aina
positiinen, on derivaattafunktion merkki sama kuin osoittajan 1 — 2
merkki. Siispd f'(z) < 0 kun x < =1 tai x > 1, ja f'(x) > 0 kun
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x € (—=1,1). Sits f on aidosti vihenevdi vdleilli (—oo, —1] ja [1,00),
sekd aidosti kasvava valilla [—1,1].

Esimerkki 3.2.8.

(a) Olkoon f: R — R, f(z) = x3. Tdllsin f'(z) = %x_g = ﬁ >
kaikilla x € R\ {0}. Lisdksi f'(x) on ddretontd jos ja vain jos x = 0.
Koska f on lisiksi jatkuva koko mddrittelyjoukossaan, on se aidosti
kasvava koko mdarittelyjoukossaan.

(b) Olkoon f : R\ {0} = R, f(z) = —1. Tdlloin f'(x) = 5 > 0 kaikilla
z € R\{0}. Siis f on kasvava valilld (—oo,0), ja vdlilld (0, 00). Kuvaus
f ei kuitenkaan ole kasvava koko maééirittelyjoukossaan, silld
esimerkiksi f(—1) =1 > —1 = f(1), vaikka —1 < 1. Ero kohtaan (a)
on se, ettei [ ole jatkuva (eikd edes mddritelty) suljetulla valilla joka
sisdltdaa nollan.

3.2.5 Funktion aariarvot

Maéaritelladn, mitd tarkoitamme [lokaaleilla ddriarvoilla. Kuvauksella
f A — B on pisteessid o € A lokaali minimi (vastaavasti lokaali mak-
simi), jos kaikilla pisteen x, ldheisyydessa olevilla pisteilld x € A pétee
f(x) > f(xo) (vastaavasti f(z) < f(o)).

Globaalit ddriarvot puolestaan maéadritellidn seuraavasti: Kuvauksella
f A — B on pisteessi xg € A globaali minimi (vastaavasti globaali maksi-
mi), jos kaikilla pisteilla x € A pitee f(x) > f(xg) (vastaavasti
f(z) < flxo)).

Huomaa ettéd globaali dariarvo on aina myos lokaali aédriarvo; jos zy on
ddriarvo koko joukossa (eli globaali), se on dériarvo myoskin kaikissa ympé-
ristoissaan.

Siispé keskitymme etsiméin lokaaleja dariarvoja; jos kuvauksella on ole-
massa globaali aédriarvo, se 10ytyy lokaalien dariarvojen joukosta. Muistetaan
lisdksi, ettd suljetulla vélillda méaritelty jatkuva kuvaus saavuttaa aina mi-
niminsa ja maksiminsa, eli tdllaisella kuvauksella on aina olemassa globaali
minimi ja globaali maksimi. On kuitenkin olemassa myds kuvauksia joilla ei
ole ddriarvoja:

Esimerkki 3.2.9. Olkoon f : R — R, f(zx) = =x. Tadlloin
lim, , o f(z) = —o0 ja lim, o f(x) = 00, joten funktiolla ei ole globaa-
leja dadriarvoja.

Funktion f lokaaleja dériarvoja voi 1oytya ainoastaan
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e midrittelyjoukon M reunapisteisté (yleensd My on joko vili tai vilien
yhdiste),

e derivaatan nollakohdista,
e pisteistd joissa f ei ole derivoituva.

Esimerkki 3.2.10. Etsitiin kuvauksen f :[0,2] = R, f(z) = 23 — x lokaa-
lit ja globaalit ddriarvot. Koska f on derioituva vdlilld (0,2), voivat lokaalit
adriarvot olla vain derivaatan nollakohdissa tai mddrittelyjoukon reunapis-
teissi (0 ja 2). Derivaatta on

<0, kun3x2—1<()elix<\/g
flle) =32 -14¢=0, kun3a?’—1=0cliz= /%

>0, hun3a?—1>0cliz >,/

Siis f on vihenevd vdlilli [0,+/1/3) ja kasvava vdlilla (\/1/3,2]. Kerdtddn
tama tieto kulkukaavioon:

e [ 013 | (V173.2)

+
() R /

Kulkukaavion (eli monotonisuuden) perusteella kuvauksella on yksi lokaali
minimi, se sijaitsee pisteessdi \/1/3. Kulkukaavion perusteella tamd on myds
globaali minima, ja sen arvo on

; \F B \FS \F - \/T \/T2 N ooy
3/ V3 3 V3 3 - V3\3 33
Kuvauksella on lisiksi kaksi lokaalia maksimia, ne syjaitsevat pisteissa 0 ja

2, ja arvot ovat f(0) =0 ja f(2) =23 — 2 = 6. Kuvaus on jatkuva suljetulla
valilla, joten se saavuttaa maksiminsa. Siis globaalin maksimin on oltava 6.

69



0.0 05 1.0 1.5 2.0

Esimerkki 3.2.11. Etsitddn kuvauksen f: R — R, f(z) = sin(z) — |z| + 2
lokaalit ddriarvot. Kuvaus et ole deriwoituva pisteessd x = 0, koska

i L@ =0y sin@) me g psin@)
z—0t T z—0+ T z—0t T

—1

ja
i L@ =SO) oy sin@ e @) )y
z—0~ X rz—0~ T rz—0~ X
——
—1

Kuvaus f on deriwoituva vileilld (—oo,0) ja (0,00), ja

) = {COS(ZL‘) + 1,

cos(z) — 1,

x <0
x>0

Koska cos(x) € [—1,1] kaikilla x ja cos(x) = —1 kun x = m + 2kx jollain
k € Z ja cos(x) = 1 kun x = 2k7 jollain k € Z, niin derivaatalle pétee

x| | (=3m,—m) | (=7, 0) | (0,27m) | (2m,47]
F |+ =+ + = - =
fl@) | /" /" N\ R N
Kuvauksella on globaali maksimi pisteessd x

0 ja se on

f(x) = sin(0) — |0| + 2 = 2. Muita lokaaleja ddriarvopisteitd ei ole. Huo-
maa, etti vaikka esimerkiksi f'(—m) = 0, niin se ei ole ddriarvopiste.
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Esimerkki 3.2.12. (a)

Selvitetidn kuvauksen f : [-2,2] — R, f(z) =

xd — g:p?’ adriarvot laskemalla ensin derivaatan nollakohdat:
f'(x) = 5z* — 52® = 5a*(z* — 1) = 0,
josx =0, x =1 tai x = —1. Naistd pisteistd ja valin [—2,2] pddtepis-

teistd syntyvilld vdleilld f on joko aidosti kasvava tai aidosti vihenevd
ja adriarvot loytyvdt noista pisteista.

x| [-2,—-1) | (=1,0) | (0,1) | (1,2]
f'(z) + — - +
fle)| /7 N N | S

Lasketaan funktion f arvot mddrittelyjoukon pddtepisteissd ja derivaa-

tan nollakohdissa:

F(=2) = (=25 — 3(—2)3 = —32 — 2L8 _ _96-a0 g2
=) = (-1 = 3(-1) = -1+ 3 =3
f0)=0"-2-0=0

fA)y=19-2.13=1-3=-2

J(2) =2 =520 =32 - 5% = 183

Pienin arvo loytyi

pisteestd x = —2. Myds pisteessd x = 1 oli pieni

arvo, jonka molemmin puolin on sitd suurempia arvoja eli siind on

lokaali minimi: se

on vilin (—1,2) pienin arvo. Suurin arvo taas on
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pisteessa x = 2 ja pisteessi x = —1 on lokaali maksimi; vdlin (—2,1)
SUUTIN aTvo.

20

10
|

-10

-20
L

(b) Kuvaus f : R — R, f(z) =a° — 22°, ei saavuta suurinta tai pieninti
arvoa, koska se voi saada miten tahansa pienen arvon ja miten tahansa
suuren arvon. Silli on kuitenkin lokaali minimi pisteessd © = 1 ja
lokaali maksimu pisteessa x = —1.

Esimerkki 3.2.13. Selvitetiin kuvauksen f : [-3,3] = R, f(z) = f’iﬁ—jjl
suurin ja pienin arvo. Koska f on derivoituva, ddriarvoja voi loytyd ainoas-
taan derivaatan nollakohdista ja vdlin padtepisteistia. Esimerkissa 3.2.4(i)
laskimme

1— 22
/ _
f (ZE) - (.ZEQ + 1)27
josta huomaamme, etti f'(zr) =0 < x = %1, ja lisiksi
o fl(z)<0kunx<—1taiax>1,
o f'(x) >0 kunz e (—1,1).

Kerataan nama tiedot kulkukaavioon:

f'(x) - + -

f(z) \ /" N\
Suis funktiolla f on lokaalit minimit kohdissa x = —1 ja x = 3, ja lokaalit
maksimit kohdissa x = 1 ja x = —3. Arvot ndissd pisteissd ovat
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2
o FO) =" =13,

_ (3)%43+1 _ 13
e f(3)= (3)2+1 107

joten funktion pienin arvo (eli globaali minimi) on 3, ja suurin arvo (eli

globaali maksimi) on 3.

Esimerkki 3.2.14. Selvitetian funktion f : R — R, f(z) = e * 4+ 2z
lokaalit ddriarvot. Funktio on deriwoituva, joten ddriarvokohtia voi olla vain
derivaatan nollakohdissa. Koska

1 2" -1

f’(x):—e’z—i—Z:Z—e—m: ra

on f'(z) =0& e =1 <z =log(3) = —log(2). Lisiks
o f'(z) <0 kunx < —log(2),
o f'(x) >0 kun x > —log(2),

joten saamme kulkukaavion:

z (-OO, _IOg(Q)) <_ 10g(2),00)
f'(x) - +
f(x) hY /!
Siis funktiolla on lokaali (ja myds globaali) minimi kohdassa © = —log(2),

funktion arvo on
f(—1log(2)) = e~ 183 1 2(—1og(2)) = 2 — 21log(2).

Esimerkki 3.2.15. Selvitetidn kuvauksen f : (=5,3) — R,
f(x) = = + log(cos(z)) lokaalit ddriarvot. Koska funktio f on derivoituva

(kaikilla v € (=5, %)), ddriarvokohtia voi olla vain derivaatan nollakohdissa.
Koska

fla) =1+

(—sinz) =1 —tanuz,
cos T

on f'(r) =0« tanx =0 Ve R

v = 7. Lisiksi
o fi(x)>0kunzec (-5, 7%),
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o f'(z) <0 kunze(f,5),

joten saamme kulkukaavion:

v (=59 | (§:3)
fllz) |+ -
fl@)| ~ N\
Stis kuvauksella on lokaali (myds globaali) maksimi kohdassa x = %, funktion

arvo tdassa kohdassa on

1) =t ) =5 s (3g) <5 pud
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3.2.6 Approksimointi

Derivaatan maéritelméan avulla voidaan arvioida funktion arvoja halutun pis-
teen ldheisyydessd. Kun f on derivoituva pisteessa x, niin
) x+h)— flx

h—0

Kun h on ldhelld nollaa, niin

I CELIES (G}

mistéd saadaan

fle+h) = fx) + f/(x)h

Y14 olevassa arviossa f(x) + f'(x)h on funktion kuvaajalle pisteeseen
(x, f(x)) piirretyn tangenttisuoran arvo kohdassa x + h. Arvo f(z + h) puo-
lestaan on funktion arvo kohdassa x + h. Siis arviomme on, ettd pisteeseen
(x, f(x)) piirretty tangenttisuora on l&helld funktion kuvaajaa pisteen z 14~
helld (eli kun h on pieni).

Samaa arviota voi kiyttdd myds toisin pain. Jos halutaan l6ytaa esimer-
kiksi funktion f nollakohta, eli piste a jossa f(a) = 0, niin edetdéin seuraa-
vasti:

(1) Tehddén ensin alkuarvaus xq. Jos f(x¢) = 0 halutulla tarkkuudella, esi-
merkiksi kolmen desimaalin tarkkuudella, niin hyvi. Jos f(zy) on kaukana
nollasta, tehddan uusi arvaus:

(2) Ratkaistaan h yhtélosta f(zo) + f'(xg)h = 0, ja asetetaan x; = xy + h.
Koska

f(xo + h) = f(xo) + f'(x0)h =0,

on mahdollista ettd f(x;) on ldhes nolla. Jos ei, niin tehddédn uusi arvaus:
(3) Ratkaistaan hy yhtalosta f(zq) + f'(x1)he = 0, ja asetetaan zo = xq + hao.
Koska

flzr+he) = f(21) + f'(z1)he = 0,
on mahdollista ettd f(x2) on lahes nolla...

Néin jatkamalla saatamme padsté lahelle funktion f nollakohtaa. Téméa on
nimeltddn Newtonin menetelma.

Esimerkki 3.2.16. FEsimerkissd 3.1.11 todettiin, ettd kuvauksen
f:R\{0,1} = R, f(z) = %5 + 3 raja-arvo nollassa on 3. Raja-arvoa

In |z|
voi arvioida myos edellisen kaavan avulla asettamalla h = —x. Silloin

FO) = flz—a) = f2) + [(2)(-2) = f(z) = f'(z)z.
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Vertaillaan arvoja f(z) ja f(z)—xf'(z), kun x on lihelld pistetti o = 0:

T 0,1 —0,01 ~0,003 0,0005 | — 0
F(z) | 2,9565... ] 3,0021... | 3,0005... | 2,9999... | — 3
F(z) — f(x)z | 2,9811... | 3,0004... | 3,00008... | 3,00000... | — 3

Esimerkki 3.2.17. Sirkan synnytys kaynnisty: ennenatkaisesti ja matkaa
sarraalaan on 7 km. Ambulanssi on kutsuttu ja sovittu, ettd Paavo ldhtee kul-
jettamaan Sirkkaa ambulanssia vastaan. Ambulanssin kuljettaja arvioi koh-
taamispaikkaa ja kohtaamisajanhetked autojen nopeuden perusteella.

Muuttuja © edustaa aikaa (tunteina) joka on kdytetty lahtohetkestd, ja
f(z) on Sirkan ja Paavon etdisyys kotoaan kun x tuntia on kulunut. Silloin
f'(x) on auton nopeus. Jokaisella ajanhetkelld x arvo f(z) ndhdadin auton
matkamittarista ja f'(x) nopeusmittarista. Ambulanssin etdisyys sairaalasta
on g(x), jolloin ¢'(x) on ambulanssin nopeus.

Milloin ja missd auto ja ambulanssi arviolta kohtaavat, kun Paavon kul-
jettaman auton nopeus talld hetkelld on 90 km/h, ja ambulanssin nopeus on
120 km/h? Auton kulkema matka h tunnin kuluttua on

f(h) = f(0) + f/(0)h =90 - h,
ja ambulanssin kulkema matka h tunnin kuluttua on
g(h) =~ g(0) + ¢'(0) - h =120 - h.
Autot kohtaavat kun molempien etdisyys sairaalasta on sama, eli

g(h) =7—f(h).
Sijoittamalla tihdn (molemmat) arviomme, saamme yhtdalon

120 - h~7—90-h,

josta ratkaisemme h = ﬁ = %. Autot kohtaavat siis noin 2 minuutin kulut-

tua, jolloin etdisyys sairaalasta on

1

1
— ) ~g(0) +120 - — =4 km.
9(30> 9(0) + 30 m

Esimerkki 3.2.18. Arvioidaan lukua +/150. Olkoon f(x) = +/x, jolloin
f(z) = #5 Nyt (v =144 ja h=6)

1
-6:12—|—£:12—.

/ B 1
VI = F(150) & F(140) + (106 = VIEE+ S
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Esimerkki 3.2.19. Olkoon f : R — R, f(z) = 2% + 32% — 22 — 6. Koska
f(1) = —4 ja f(2) =10 ja f on jatkuva, on olemassa piste x € (1,2) siten
etti f(x) = 0. Etsitddn tdtd pistettd Newtonin menetelmdlld: Lasketaan ensin
derivaatta:

f'(z) = 32% + 62 — 2.

Alkuarvaus olkoon vaikka xo = 2, jossa siis f(xo) = 10, ja lisdksi f'(xy) = 22.
Ratkaistaan h yhtdldsta

~ J (o)
[ (o)

Asetetaan x1 = xg+h = 2 — % Nyt f(x1) = 1.77, joten taitaa olla syytd
jatkaa. Asetetaan

_10_ 5
22 11°

flxo)+ f(xo)h=0 <& h= h =

f(xl)
ho = — ~ —0.122
)
ja o = 1 + ha, jolloin xe &= 1.423, ja f(x3) ~ 0.112. Seuraavaksi asetetaan
f(z2)
hsy = — ~ —0.009
’ f'(x2)

ja x3 = xo9+hg, jolloin x3 ~ 1.41426, ja f(x3) ~ 0.0006, joka riittinee meille.
Suis funktiolla f on nollakohta suunnilleen kohdassa v = 1.41426.
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3.3 Yhden muuttujan funktion integraalilaskentaa

Edellisessé osiossa késiteltiin seuraavaa ongelmaa: kun tunnetaan funktio F',
niin ratkaise sen derivaattafunktio F’. Téssa osiossa késitellaan vastakkaista
ongelmaa; kun tunnetaan derivaattafunktio F”, niin ratkaistaan funktio F'.

3.3.1 Integraalifunktio

Oletetaan, ettd f on funktio, joka on mééaritelty vililla (a,b). Jos funktio
F : (a,b) — R toteuttaa ehdon

F'(z) = f(z) kaikilla z € (a,b),

niin F' on funktion f integraalifunktio ja siité kiaytetddn merkintda

Flz) = /f(a:)d:c.

Jos f on jatkuva, niin silld on aina olemassa integraalifunktio, mutta se
ei ole yksikdsitteinen eli integraalifunktioita on monta: Onpa C' € R mika
tahansa luku, niin F'(z) + C on funktion f integraalifunktio, koska

D (F(z) + C) = DF(z) = f().

Muita integraalifunktioita ei olekaan: Jos F' on jokin funktion f integraali-
funktio, niin kaikki funktion f integraalifunktiot ovat muotoa

F(x)+C, CeR.
Lukua C' kutsutaan integroimisvakioks:.
Esimerkki 3.3.1.
(a) Selvitetian funktion f(x) = 6z integraalifunktio [ 6zdz.

[ 6xdx = 32* + C, koska D(32* 4+ C) = 6.
(b) Selvitetidn funktion f(z) =1+ ﬁ integraalifunktio [ (% + ﬁ) dr.
J (2 + 52) dz = log x| + /7 + C, koska D (log || + /&) = 1 + 51

(c) Selvitetdin se funktion sin(x) integraalifunktio, joka saa arvon 2, kun
x = m. Funktion sin(z) integraalifunktiot ovat muotoa

F(z) = —cos(z) + C,

silld D(— cos(x)+C) = —D cos(z) = —(—sin(z)) = sin(z). Haluamme,
etti F(m) =2, eli —cos(m) + C = 2. Koska —(— cos(m)) = —(—1) =1,
nin valitsemalla C' =1 saamme haluamamme integraalifunktion eli

F(x) = —cos(z) + 1.
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Derivoimissaannoistd voidaan johtaa integroimissaantoja:
o [adz=ax+C

o [2"dr = 52" 4+ C, r# —1 (Huom! VT =aw)

o [ldz=Inlz|+C

o [e"dz=e"+C

e [sin(z)dr = —cos(z) + C

o [cos(z)dx = sin(z) + C

Funktioiden summan, tulon ja yhdistetyn funktion derivoimissdannoisté saa-
daan seuraavat integroimiskaavat:

o [af(z)dz = a [ f(z)de (lincaarisuus 1/2)
o [(f(z)+g(x))de = [ f(x)dzx + fg(x)dx (lineaarisuus 2/2)
o [g(f(@)f

—ff(a: r)dr = +1f( )T+1+C,r7é—1
f’@)dx =In|f(z)|+C

f(z)
— [ f(z)ef@dx = /@ + C

x)dz = G(f(x)), missa G(z) = [ g(z) (ketjusidinto)

Liséksi aina

e D[ f@)da = f(a)

o [Df(x)dx = [ f'(z)dx = f(x) +C
Esimerkki 3.3.2.

(a) Funktion f(x) = 15z integraalifunktio selviid kun ensin huomataan,
1 2 ’
etti f(x) = QDl(i;x) eli se on muotoa %gg((f)), missi g(x) = 1+ x°.

Koska D (Ing(zx)) = %, niin integroinnin lineaarisuuden perusteella

on
T 1 2z 1

de = = dz = = In(1 + %) + C.

/1+x2x 2/1+$2x 2n( + %) +
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(b) Middrdtddin [(z+1)*dx. Funktio (x+1)* on yhdistetty funktio g(f(z)),
missi g(z) = 22 ja f(z) =z + 1. Koska f'(z) =1, on

(z+1)* = g(f(2)) [ (2).

Funktion g(x) = x* integraalifunktio on G(x) = 32 4 C. Siis
[+ 10d0 = [ (@)1 @) = Gr(w) = o+ 1)+ C

(¢) Madrdtidin [ *22dx kiyttamdilli integraalin lineaarisuutta:

2 2 1
/x—l— dx:/1+—dx:/ldx+2/—dx:az+210g\x|—i—C.
T T T

(d) Koska [ cos(zx)dx = sin(x) + C, niin

e’ cos(e”) dx = sin(e”) +C
\,’/H/—/ ~——
@) g (f()) G(/(@))

e) Kdiyttimdlli sidntod [ f(z)"f(z)de = = f(2) + C saamme
r+1

1
2? (1432 ide = — / 122°(1 4 32%) "7 dz
~—

/(@) f(@) @) f)
LD gy ity
== T
12-3+1

1
=5 (1 +324)i 4+ C

(f) Lasketaan [ 28224y Koska DInz = L ja Da® = 322, niin

2 _ G2 2 _ 9.2 3 _ 3
20" — 6" Inz 0% 3 Inx 2(Dlnx)x (Dz®)Inx _9p Inx
26 26 (29)?
Siis 0?6221 |
[
x

26

Muista etti integroinnin tuloksen voit aina tarkistaa derivoimalla!
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3.3.2 Osittaisintegrointi

Osittaisintegrointi on apukeino integraalifunktion laskemiseen ja se perustuu
tulon derivoimissaédntdon:

(f(2)g(x))" = f'(x)g(z) + f(x)g (x),

eli

Integroimalla molemmat puolet, ja kiyttamalla tietoa

[(f(z)g(x))dz = f(z)g(x) + C, saamme

/f@mmezﬂmam—/}mMQMx

Téata sanotaan osittaisintegrointikaavaksi.
Esimerkki 3.3.3.

(a) Madrdtidin [ 3x/x + 1dx osittaismtegmmnilla. Valitaan f'(z) = 33/x + 1
ja g(z) = x, jolloin f(z) = (x+1)2 ja ¢'(x) = 1. Siis

/ x\/ﬁdx—/ (z)f'(z)dz

o)~ [ far

— @+ D} /<x+1)3.1dx
= (z+1)2-2— ? (x+1)2 +C
:(x—i-l)g~(J:+1—1)—§-(x+1)3—|—0
=(@+1)f —(x+1)2 — - (@ +1)I+C
zg(x+1)3—(:p+1)3+0

(b) Lasketaan [ xsin(z)dx osittaisintegroinnilla. Valitaan f'(x) = sin(z)
ja g(z) = z, jolloin f(z) = — cos(x) ja ¢'(x) = 1. Silloin

[asinte)dz = [ o) @)ds = f@)g(o) - [ Fa)g' (@)

= —zcos(x) + /cos(:v)dx = —wcos(z) + sin(z) + C.
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(¢) Lasketaan [ sin®(z)dz osittaisintegroinnilla. (Merkintd sin®(z) tarkoit-
taa (sin(z))?.) Valitaan f'(x) = sin(z) ja g(z) = sin(z), eli
f(z) = —cos(x) ja ¢'(x) = cos(z). Nyt

/ sin?(z)dz = / sin(z) sin(z)dz = / F2)g(x)dz
0~ [ g
= —sin(z) cos( )—/—cos( ) cos(z)dx
—  sin(z) cos(x) + / cos?(z)dz.

Koska sin?(x) + cos?(z) = 1 kaikilla x € R, niin saamme

/sin2(a:)d:r; = —sin(z) cos() + /COS2((I})diB
_ _ sin(z) cos(z) + / (1 - sin®(2)) da

= —sin(x) cos(x /ldx— /sm

= —sin(x) cos(x) + & + C — /sm (z)dz.
Lisdimdlld yhtiléon puolittain [ sin®(z)dx saadaan
2 / sin®(z)dz = — sin(z) cos(z) + x + C

eli
1 1
/sin2(cc)dm =3 sin(z) cos(x) + 57+ C.

(d) Lasketaan [In(z)dz valitsemalla f'(z) =1 ja g(z) = In(z). Silloin

[z = [ F@gds = f@gle) - [ 1@y

= xln(z) — /xldx =zln(z) —z+C.

T
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(e) Lasketaan [ e®sin(x)dx:

/\e;sin(a:)dx:\ei/(—cos(:c))—/\ei/(—cos(w))dx

9@ pr(a) 9@ s 9@ f@)
:—excos(x)—l—/ e’ cos(x)dx
9(@)  p(z)

= —e"cos(x) + _€° sin(x)—/ e’ sin(x)dx
—~— ——
9(z)  p(z) 9'(@)  p(z)

Tdsta saadaan yhtdlo
2 / e”sin(z)dr = —e” cos(z) + e*sin(x) + C

eli
/ez sin(z)dx = %ex(sin(x) —cos(z)) + C.

3.3.3 Integrointi sijoituksen avulla

Sijoitusmenetelmaéssé integroitava funktio esitetddn yhdistettyna funktiona.
Sisdfunktio valitaan sopivalla integroimista helpottavalla tavalla ja sitd mer-
kitddn muuttujalla t = f(x) ja silloin dt = f'(x)dz:

t dt

A~ ——
/ (7)) T (w)da = / S0\t

Kun integraalifunktio G(t) = [g(t)dt on laskettu, sijoitetaan takaisin
t= f(x).

Esimerkki 3.3.4.

(a) Lasketaan [e“\/1+ e*dz. Tehddiin sijoitus ¢ = 1 + €%, jolloin
dt = e*dx.
/ex\/l—i-ezdx—/ /1+ezemdx—/\/¥dt—/tédt
dt
t
2 2

=S40 =2(1+6%)2

C
3 3 "
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(b) Lasketaan [ xv/x + 1dz. Tehdddin sijoitus t = x + 1, jolloin dt = du.
Sijoituskaavan nojalla

/x\/x+1dx:/(t—1)\/7fdt:/t\/%—\/Edt:/tidt—/t%dt
25 2 2

Tarkistetaan vield derivoimalla tulos:

Wlw

(x+1)2+C.

Wl o

D(%(x+1)g—§(m+1)g+0) =(z+1)% — (z+1)2
— (4D (r+1-1)=avr+1.

(¢) Lasketaan [ x(3z*+2)"dx. Sijoitetaan t = 32* + 2, jolloin dt = 6zdz.

Silloin
2 Ty 2 7
/x(Sx +2) dx—/(Sx +2) zdx
t Ldt
1 11 1
= [tTodt = —=t® = (32 +2)*+C.
/ 5 53R +C 48(395 +2)°+C

Asken teimme sijoituksia, joissa muuttuja ¢ esitettiin muuttujan z funk-
tiona. On my6s mahdollista tehda sijoitus esittdmalld muuttuja  muuttujan
t funktiona g(¢), kunhan g on bijektio. Silloin tehdédén sijoitus z = g(t) ja
dz = ¢/(t)dt eli

[ e = [ o) wae.

Ideana on tehd4 sellainen sijoitus, etté oikealla puolella oleva integraali (muut-
tujan ¢ suhteen) ratkeaa. Saatu tulos riippuu nyt muuttujasta ¢, mutta ha-
luamme tuloksen joka riippuu alkuperaisestd muuttujasta z. Téméa onnistuu
kunhan g on bijektio, koska talloin:

r=g(t) & gl(x)=t
Siis lopuksi sijoitamme tulokseemme ¢ = g~*(z).

Esimerkki 3.3.5. Lasketaan feﬁdx sijoituksella * = 2. Kuvaus
g : [0,00) — [0,00), g(t) = t* on bijektio, joten sijoitus tosiaan voidaan
tehdd. Talloin eV® = eVI®) = ¢t ja dr(1) = ¢'(t) = 2t eli dz = 2tdt. Saadaan

/eﬁdx = /etQtdt.
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Lasketaan tdmd integraali osittaisintegroinnilla valitsemalla f'(t) = €' ja
g(t) = 2t. Silloin

[ e = [ riogae = ratn - [ g

:et-2t—/et-2dt:2tet—2et+C’:2et(t—1)—|—C.

Sijoitetaan nyt takaisin muuttuja x. Koska g(t) = t*, ont = g~ '(z) = /z,
ja
/eﬁdx = /ettht =2t (t—1)+C =2z — 1)+ C.

3.3.4 Maaritty integraali ja epaoleellinen integraali

Olkoon f : [a,b] — R jatkuva funktio. Valilté [a, b] valitaan n + 1 kappaletta
pisteita x;, niin etta

Aa=Tg<T1 <Xy < Tp_1 < Ty =20

Jos f(z) > 0 kaikilla x € [a,b], niin funktion f kuvaajan ja z-akselin
valiin jaavaa pinta-alaa voidaan arvioida laskemalla yhteen niiden suorakul-
mioiden pinta-alat, joiden kulmat ovat pisteissé (z;_1,0), (x;,0), (21, f(x;))
ja (@, f(z;)) eli

pinta -ala ~ Z flz)(x; — xi-1).
i=1

Mitd enemmén pisteitd eli mitd suurempi luku n on, niin sitd tarkempi ap-
proksimaatio saadaan.
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Kun pisteet z; valitaan niin ettd vierekkéisten pisteiden vélinen etéisyys
menee kohti nollaa kun valitaan enemmaén pisteitd, niin pinta-ala-approksimaatio
lahestyy funktion f mddrdttyd integraalia

/a  Ha)d.

Jos funktio f saa my0s negatiivisia arvoja, niin maaratty integraali voi-
daan laskea aivan samalla tavalla ja geometrinen tulkinta on silloin funktion
f kuvaajan rajoittaman alueen pinta-ala z-akselin yldapuolella vihennettyna
x-akselin alapuolelle jadvalla pinta-alalla.

Maaratylle integraalille patevat seuraavat laskuséddnnot: Olkoon r € R,
a<c<b,jaf:la,b] = Rjag:[a,b] — R jatkuvia. Silloin

o [P(f(2)+g(x))da = [° f(z)dz + [’ g(z)da (lineaarisuus 1,/2)
o [Prf(x)de =7 [’ f(x)dz (lineaarisuus 2,/2)
o [Pf(@)de = [ f(z)dz + [’ f(x)dz (osittelu)
o [Vf(@)de =~ [ f(z)dz (suunnanvaihto)
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e Jos f(r) < g(x) kaikilla = € [a,b], niin
f: f(x)de < fab g(z)dx (monotonisuus)

Integraalilaskennan viliarvolause sanoo, etté jos f : [a, b] — R on jatkuva,
niin vélilld [a, b] on olemassa sellainen piste zg, etté

/ f(x)dz = (b — a) f(xo).

Geometrinen tulkinta ei-negatiiviselle funktiolle f on, ettd suorakulmion
jonka kannan pituus on b—a ja korkeus f(x(), pinta-ala on sama kuin funktion
f ja z-akselin véliin jaava pinta-ala. Kuvassa xqg = 0 .

1.2

1.0

00 02 04 0.6 08

Tamén avulla pystymme osoittamaan integraalifunktion ja méa#ratyn in-
tegraalin yhteyden. Osoitetaan ensin, ettd maaratyn integraalin avulla saam-
me integraalifunktion jatkuvalle funktiolle: Olkoon f : [a,b] — R jatkuva.
Maaritelladn

F(z) = / " rdt.

Kun h # 0, niin véliarvolauseen mukaan pisteiden z ja x + h vélissd on
olemassa piste xg, siten etta

z+h
/ (0t = (z + h— 2) f(z0) = h - f(x0).
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T Rmat b f(ao)

h h
= f(xo)

Kun h ldhestyy nollaa, niin x, ldhestyy lukua z. Koska f on jatkuva niin
f(zo) lahestyy silloin arvoa f(z). Siis

o Flzth) = F()
F(z) = im h

= f(z)
eli F on funktion f (erds) integraalifunktio.

Néytetadn seuraavaksi, ettd jos tieddmme integraalifunktion, niin sen
avulla pystymme laskemaan maérattyja integraaleja: Jos F' on jokin funk-
tion f integraalifunktio ja Fy(z) = [ f(x)dz, niin F(z) = Fy(z) + C jollain
CeRja

F(b)—F(a):(Fo(b)—l—C')—(Fo(a)—i—C):/ f(x)dx+0—/af(x)dx—0

:lw@Mm

Tulimme todistaneeksi analyysin peruslauseen  joka sanoo, ettd jos
f :la,b] = R on jatkuva ja F' on jokin funktion f integraalifunktio, niin

F(b) — F(a) = [ f(x)dz.

Erotukselle F'(b) — F(a) kdytetddn usein merkintaa

[ﬂ@:F@—F@.

Esimerkki 3.3.6.

a asketaan wntegraalt | x°dx. Koska | x°dx = 2% 4+ C, nun
Lask / li [ a%de. Koska [a3da = Lot + C, nii
/6 % —/61 1o Lot 1ot g
s T T A T T T
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(b)

0 0 0
2 1 1
v e =) G =/ e
_Vnd >~ N~ —VIn42 —VIn42
117(a) 9(F())

— 1602 — 16(_\/@)2 — 1 — 1€1n4 — 1 — 2 — _§

2 2 2 2 2 2

Koska madrattyja integraaleja voi laskea integraalifunktion avulla, sovel-
tuvat integraalifunktion laskemistekniikat myos méaératyn integraalin laske-
miseen.

Osittaisintegrointi: Jos f ja g ovat derivoituvia ja niiden derivaatat
ovat jatkuvia valilld [a, b], niin

/a  F@)g(e)dr = / Fa)ta) - / ) (@)d

Esimerkki 3.3.7.

(a) Lasketaan foln?’:cef"’dx. Valitaan f'(x) = €* ja g(x) = x, jolloin

In3 n3 In3
zetdr = / ze® — e*dz
0 0 0

In3

:3-ln3—0~60—/ e’
0
=3In3 — (e"* —¢e”) =3In3 -2

/ " 2 cos(z)dz = Z " rsin(z) — / " sin(z)dz

T ™ —T

— msin(r) — (= sin(—7)) — Z:<— cos(x))
=0—0—(—cos(m) —(—cos(—m))) =—-1+1=0.

Sijoitus- eli muuttujanvaihtomenetelma: Menetelmad kiytettiessé
on muistettava muuttaa myos integrointirajat. Olkoon f : [a,b] — R jat-
kuva ja g : [¢,d] — [a,b] derivoituva bijektio, jonka derivaatta on jatkuva.

Silloin . o
[ s@ar=[" " sang o

~1(a)
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Téssd on siis tehty sijoitus x = ¢(t). Vaihtoehtoisesti integrointirajat voi
pitdd ennallaan, kunhan integrointitulokseen sijoittaa lopuksi muuttujan ¢
paikalla x = g~ 1(¢).

Esimerkki 3.3.8. Lasketaan mdardtty integraali f?l xv/x + 1dx. Tehdadn
sijoitus x = t3 —1 = g(t), jolloin ¢'(t) = 3t*. Uudet integroimisrajat saadaan
selville laskemalla g~ (1) ja g~'(0):

Jg)y=-1 & t*-1=-1 & t=0,
joten g~ 1(=1) =0 ja
gt)=0 & t-1=0 & t=1,
joten g~*(0) = 1. Siis

0 g~ 1(0)
/ v/ + 1dz = / (3 — 1)/ (13 — 1) + 13¢3dt
-1

g~ (=1

1 1 1 3 3
= -1 t-3t2dt:/ 3t6 — 3t3)dt = T St
/O< ) K =/ (23

3-4—-3-7 9

3_ —_
4 7.4 928
+

1

3
7

Koska t = g7 (z) = (z + 1)3, laskun voi tehdd myds ndin:

0
/ :L'\S/x—i—ldx_/ P 1)Y/(#3 1) + 13t%dt
-1

7—1

=0
= / 1)t - 3t2dt = / (3t° — 3t%)dt
=1 r=—1

x=0 3 1.7 14
_Z:_l (?(x—l—l)s ~ @+ ¥ )
3 3 3.4-37 9
7 4 7-4 28

Jos integrointirajoina on aarellisten lukujen a ja b sijaan oo tai —oo,
niin integraalia sanotaan epdoleelliseksi integraaliksi. Epaoleellisen integraa-
lin olemassaolo edellyttéd, etté integraalifunktiolla on epdoleellinen raja-arvo
aarettomassa tal miinus aarettomassa. Raja-arvo

lim F(b)

b—o0
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on olemassa, jos 16ytyy jokin luku yo € R niin ettd arvot F'(b) ovat aina vain
lahempéna lukua 1y, kun luku b kasvaa rajattomasti. Silloin
limy o F'(b) = yo. Raja-arvo

lim F(a)

a——00

on olemassa, jos loytyy jokin luku y. € R niin ettd arvot F'(a) ovat aina vain
lahempéna lukua y,, kun luku a vdhenee rajattomasti. Silloin
lim,, o F(a) = y..

Esimerkki 3.3.9.

(a)

(b)

m 2oL o =2 e o 2
b—oo |b—|—1| bsoo b+ 1 b—o0

ja

—1 1-2 2
im 4 — fim T2 g (14 — 1.
a——00 |CL —+ ]_| a——0o0 —(a + 1) a——0o0

e Jos f:[a,00) — R on jatkuva ja sen integraalifunktiolla on raja-arvo

lim F(b),

b—o0

niin silloin funktiolla f on epéoleellinen integraali

/ " F@)de = lim F(b) — Fla).

b—o0

e Jos f: (—00,b] — R on jatkuva ja sen integraalifunktiolla on raja-arvo

lim F(a),

a——0o0

niin silloin funktiolla f on epéoleellinen integraali

/ f(z)dx = F(b) — lim F(a).

a——00
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e Jos f: R — R on jatkuva ja sen integraalifunktiolla on raja-arvot
lim F(b) ja lim F(a),
b—oo a——00
niin silloin funktiolla f on epéoleellinen integraali

/_ " f(@)dz = lim F(b) ~ lim_F(a).

a——0o0

e Jos ei ole olemassa dérellisté raja-arvoa lim, o F'(b) (tailim,, o F(a)),
niin sanotaan, etté epéoleellinen integraali [ f(x)dx (tai ffoo f(x)dz
hajaantuu.

Esimerkki 3.3.10.

(a) Lasketaan f1 2 +2 —==dx. Lasketaan ensin mddardatty integraali f1 2 +2) —erd.
b b b
9z 9
————dx = 2) e = 2z (z° +2)7*
/1(x2+2)4dx 9/ z(2? 4 2) 'dx = 2/1 z (x°+2)  de
f’(w) f(x)
/ +2)” > !
—_ = .T — e —
T2 24 (224 2)3

B 1 1 1 3
B 2((b2+2) (12+2)> 18 2(b2 4 2)3

> 9 b 9
/ Q—xdx —lim [ —2 4w
1 (22 +2) boo Ji (22 +2)4

~ lim 1 3
o b—o0 18 (b2 + 2)3
1

Silloin

(b) Lasketaan [ lz|le™**dz. Kun a < 0 < b, niin

0 b
|:c|e””2dx:/ —:cezzdx—l—/ ze da
a a 0
1 /O 1 [
= —/ —22e " dr — —/ —oze " dx
2 a 2 0

_§a€ _506
1 1
=5 ) =5 ()
= 1—16_(12 —le_b2
2 2



Epaoleellinen integraali on

)
a——00 b—o0

/ lZle ¥ dz=1— lim ¢ — lime ¥ =1

o0

koska € ldhestyy nollaa, kun x ldhestyy muinus ddaretontd.

Tahéan saakka laskimme integraaleja vain suljetulla valilla jatkuville funk-
tioille, mutta joskus integraalin voi laskea, vaikka funktio ei olisi méaéaritelty
valin paatepisteessa tai silla olisi dérellinen méara epajatkuvuuspisteita.

Esimerkki 3.3.11.
(a) Olkoon f :0,4] — R,

fa) = {f kun z € [0, 2] |

Funktio F : [0,4] — R,

1 kun x €0,2]
F(z) = ? 2
307 kun x € (2,4]

el ole deriwoituva pisteessd x = 2, joten se ei voi olla funktion f inte-
graalifunktio. Kuitenkin F'(x) = f(x) kun x # 2. Funktion f mddrdtty
integraalt vordaan laskea seuraavasti:

4 2 4
/ f(z)dx :/ z’dz + lim xdx
0 0

a—2t1 a

21 41
:/ —2% + lim — 2

o 3 a—21 /la

1 1 1
— 23_ 3 1 _42__ 2

3 (27 =00) + Jim <2 2¢

8 2
=—-+8—-2=8-.

3+ 3

(b) Funktion f : (0,1] = R, f(x) = \/LE’ arvot ldhestyvdt ddretontd kun

x ldhestyy nollaa. Silli on integraalifunktio F(x) = 2\/x kun = > 0.
Koska integraalifunktiolla on (oikeanpuoleinen) raja-arvo nollassa,

lim F(z) = lim 2y/x =0
i Fw) = Jig 2z =0
niin integraalin fol f(z)dx voi laskea:

1 . t1 . .
/0 ﬁdx - ali{(r)le a ﬁdx - F(1> B all}él* F(CL) =2 allggr 2\/6 =2
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(¢) Funktion f:(0,1] = R, f(z) = =, arvot lihestyvit ddretonti kun x
lahestyy nollaa. Silla on integraalifunktio F(x) = —% kun x > 0. Koska
integraalifunktiolla ei ole (oikeanpuoleista) raja-arvoa nollassa,

1
lim F(z) = lim —— = —o0,
z—07t z—0t T

niin integraali fol f(x)dz hajaantuu.

3.3.5 Sovelluksia

Jos jatkuva funktio f ilmoittaa jonkin suureen kasvunopeuden, niin sen in-
tegraalifunktio

Fa) = [ @)

ilmoittaa kyseisen suureen kertyneen médréin kohdan a jélkeen. Siksi sitd
kutsutaan kertymdfunktioksi.

Esimerkki 3.3.12 (Oppimistehtéva 3.17 Hékkisen kirjasta). Tietyn vesisdi-
lion vedenkulutus lauantai-iltapdiving klo 14-21 valisend aikana noudattaa
funktiota

f:00,7 =R, f(t)=—6t>+60t+140 m?/h,

missd t edustaa aikaa tunteina ja t = 0 kun kello on 14.00. Vesisdilion
pumpataan lisdd vettd koko ajan 120 kuutiota tunnissa. Kuinka paljon sdilion
vesimadrd muuttuu lavantaina iltapdivan/illan aikana?

Vesimddardin kasvunopeus on tulevan ja ldihtevin veden erotus eli

g(t) = 120 — f(t) = 6t* — 60t — 20.
Jos g(t) > 0, niin vesimddrd lisiantyy hetken t ymparistossd ja jos
g(t) < 0 niin vesimddrd vihenee hetken t ympdristossa. Kertyneen veden

midri saadaan selville laskemalla kertymdifunktion G(z) = [ g(t)dt arvo
hetkelld t =7, eli kun kello on 21.00.

7 7
G(7) = / (6t* — 60t — 20)dt = K (26 — 30¢% — 20t)
0
=2-7-30-77-20-7—(2-0°—=30-0>—20-0) = —924.

Veden mddra sailiossd vahenee 924 kuutiota.
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Esimerkki 3.3.13. Funktio f :[0,00) — R, f(t) = ﬁe_ﬁé*o, ilmaisee lam-

pun elinidn todenndkdisyyttda pdivind siten, ettd mitd suurempi arvo funktiolla
f on hetkelld t niin sitd todenndkoisemmin lamppu rikkoutuu ldhelld kyseistd
ajanhetked. Silloin kertymdfunktio

F(z) = /O F(t)dt

ilmaisee kuinka paljon hajoamisen todenndkoisyyttd on kertynyt hetkeen x
mennessa eli kuinka todenndkdisesti lamppu hajoaa ennen hetked x. Mikd on
todenndkoisyys, ettd lamppu kestid korkeintaan 100 pdivid? Se on

100 100 1 .
F(100 :/ ftdt:/ — e o dt
(100) = [ sar= [ s

- [00 —ewn = —e5 — (—e%) & 0,15.

Siis on 15 prosentin todenndkdisyys, ettd lamppu et endd toimi sadan pdivan
kuluttua.

Funktioiden f ja g kuvaajien valiin jaavéa pinta-ala valilld [a, b] on
b
A= [ (15 - glade

Jos on voimassa f(z) > g(z) kaikilla = € [a, b], niin kyseinen ala on

A= [ @) - gy

Esimerkki 3.3.14. Olkoon f(x) = 10z* + 1 ja g(x) = 62%. Lasketaan ku-
vaagien viliin jidva pinta-ala valilld [0, 2]. Naytetddan ensin, ettd f(x) > g(z)
eli f(x) —g(x) > 0 selvittimdlld funktion h(x) = f(x) — g(x) minimi vdlil-
ld [0,2]. Ensinndkin h(0) = f(0) —¢(0) =1 > 0 ja h(2) = f(2) — g(2) =
81 — 24 = 57 > 0. Selvitetdidn derivaatan nollakohdat:

1
B (z) = 402° — 122 = 122 <§Ox2 — 1) =0,

jos x =0 tai 13—0562 —1=0eix = ,/%. Funktion h arvo derivaatan nolla-
kohdassa on

4 2
3 3 3 1
nlJ2)=10(2) +1- I
( 10) 0( 10) + 6( 10) 100
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Funktio h on jatkuva ja positiivinen kaikissa mahdollisissa ddriarvopisteissa,
joten se on positiivinen.
Silloin funktioiden f ja g kuvaagien vdliin jidvd pinta-ala valilla [0,2] on

/Oz(f(x)—g(x))dx:/210x4+1—6x2dx:52 (22° + z — 22°)

0
=2.2°42-2.23=5(.
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4 Differentiaaliyhtaloita

Integraalifunktion méa#draaminen tarkoittaa funktion F' ratkaisemista yhté-
16sta
F'(z) = f(2), (1)
missé f on tunnettu funktio. Ta&méa on samalla esimerkki differentiaaliyhta-
lostd.
Differentiaaliyhtalo on yhtéld, joka sisdltdd tuntemattoman funktion
y : A — R ja sen derivaattoja. Kuten maéritessa integraalifunktiota, pyrim-
me ratkaisemaan funktion y téstd yhtélosta. Differentiaaliyhtéalon kertaluku
on korkeimman yhtalossa esiintyvin derivaatan kertaluku. Esimerkiksi

y(@)y (z) = sin(z)y"(z) — y(z)’ = 0

on toisen kertaluvun differentiaaliyhtélo, koska siiné esiintyy toisen kertalu-
vun derivaatta y”. Integraalifunktion F' méaradminen yhtdlostd (1) on sama
asia kuin differentiaaliyhtalon

Y(z) = f(z) (2)

ratkaiseminen, eli funktion y méardaminen yhtalosta (2). Tamai, ja yhtalo:

Y (r) = —cy()

ovat esimerkkeja ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtélosté, koska kor-
kein yhtélossa esiintyva tuntemattoman funktion derivaatan kertaluku on 1.

Joidenkin ilmididen matemaattinen malli johtaa differentiaaliyhtaloon.
Esimerkiksi radioaktiivisen aineen vihenemisnopeus on suoraan verrannolli-
nen jéljelld olevaan aineen mééraén. Siis hajoamista voidaan kuvata yhté-
16114 ¢/'(t) = —cy(t), missd t edustaa aikaa, y(t) on aineen méaird hetkella
t, ja ¢ > 0 on hajoamisvakio. Talloin y'(¢) kuvaa aineen méadrdn muutosta
hetkelld ¢, ja on tdssd tapauksessa negatiivinen koska ainemééra viahenee.

Jos pankkitilille maksetaan korkoa jatkuva-aikaisesti korolla p%, missa
p > 0, niin tililld oleva rahamééré toteuttaa yhtélon y'(t) = 55y(t). Téssd t
edustaa aikaa, y(t) on tililld oleva rahamééra hetkelld ¢, ja 3/(¢) on rahamé&é-
ran muutosnopeus hetkella ¢.

Implisiittisen derivoinnin yhteydessa padadytaan usein differentiaaliyhta-
166n: Esimerkissi 3.2.5(a) johdimme tason yhtilostd x? + y* — 4 = 0 diffe-
rentiaaliyhtalon

Téassé luvussa késitelladn vain ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhta-
16ita.
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4.1 Differentiaaliyhtilon ratkaisu(t)

Differentiaaliyhtélon ratkaisu on funktio y = y(z), joka toteuttaa kyseisen
differentiaaliyhtdlon jossakin avoimessa joukossa (yleensé avoimella vélilla,
usein peréti koko reaaliakselilla).

Esimerkki 4.1.1.

(a) Tarkastellaan differentiaaliyhtilod
y4+e P +sine—z=0 eli y(z)=—-€e"—sinz+ux.
Tamdn differentiaaliyhtilon ratkaisu on
y(x) =e* +cosz + %xQ +C
milld tahansa C' € R, koska tdlle funktiolle pdtee
y'(x) = —e ¥ —sinz + .

Ratkaisuvali on koko R, koska y' on mdaritelty kaikkialla, ja toteuttaa
annetun differentiaaliyhtilon kaikkialla.

(b) Tarkastellaan differentiaaliyhtilia
v +ay=0 eli y(z)+aylx)=0.

Tdamdn differentiaaliyhtilon ratkaisu on

koska sille pdtee
’ —1g2 —1z
y'(z)+ay(z) = —= - 2ze 2% 4 ze 27 = 0.
Huomataan lisdksi, etti kaikki funktiot jotka ovat muotoa
y(x) = Ce 2%, CER,

ovat annetun differentiaaliyhtilon ratkaisuja. Ratkaisuvdli on taas koko
R.
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(¢) Tarkastellaan differentiaaliyhtilid
Y (z) = 2zy()*.

Selvdsti funktio y(x) = 0 on erds ratkaisu. Osoitetaan, ettd myds funk-

tio
1

224 0

y(z) =

on ratkaisu:
1 —2x
/ e D — = —-——
01 =0( ) =g op

2—x—2:1: ! 2—21‘(3:)2
(@240 2+c) T

Koska lauseke y(x) (ja lauseke y'(x)) ei ole mddritelty kun x* = —C,

on y(zr) = —ﬁ differentiaaliyhtilon ratkaisu joukossa

{xE]R‘ :1327&—0}.

Edellisten esimerkkien ratkaisut y(z) = Ce 2% ja y(z) = —ﬁ, ovat
kyseisten differentiaaliyhtaloiden yleisid ratkaisuja. (Luvussa 4.4 néytetédén,
kuinka ratkaisut voidaan 16ytéé.) Kiinnittdméalla vakion C' arvo saadaan yk-
sittiisratkaisu. Esimerkiksi y(z) = 5e72%" (arvolla C' = 5) ja y(z) =
(arvolla C' = —1) ovat edellisten esimerkkien yksittéisratkaisuja.

Esimerkin (c)-kohdassa yhtélolla oli my6s ratkaisu y(x) = 0, jota ei saada
yleisestd ratkaisusta milldédn vakion C' arvolla. Differentiaaliyhtélon ratkai-
sua, jota ei voida johtaa yleisestd ratkaisusta, kutsutaan erikoisratkaisuksi.

Seuraavaksi tutustumme erilaisiin differentiaaliyhtéloihin ja niiden rat-
kaisumenetelmiin.

1—z2

4.2 Alkuarvotehtavat

Integraalilaskennassa tehtévd "madrad [ sin(z)dz" tarkoitti sitéd, ettd etsi-
tadn kaikki funktion sin(z) integraalifunktiot, eli funktiot F joille
F'(x) = sin(z) kaikilla . Tamén tehtdvéan ratkaisu on funktiot — cos(z)+ C,
misséd C' on mikéd tahansa reaaliluku. Esimerkin 3.3.1 (c¢)-kohdassa selvitim-
me funktion sin(z) sen integraalifunktion F, jolle F'(7) = 2. Tdmén tehtévin
ratkaisu on yksi funktio; F'(x) = — cos(z) + 1.

Vastaavasti tilla kurssilla esiintyville differentiaaliyhtéldille saadaan rat-
kaisuksi aérettomén monta funktiota (yleinen ratkaisu), mutta antamalla
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lisdehdoksi ettd funktion on saatava jokin tietty arvo annetussa pisteessi,
saadaan ratkaisuksi yksi funktio (yksittaisratkaisu).

Tehtéva, jossa etsitdan differentiaaliyhtdlon se ratkaisu joka saa tietyn
arvon annetussa pisteessd, on nimeltdan alkuarvotehtavd. Ratkaisuun liittyy
aina ratkaisuvali. Ratkaisuvali on suurin avoin véali johon annettu piste kuu-
luu, ja jossa seka differentiaaliyhtalo ettd ratkaisufunktio ovat madritelty-
ja.? Talld kurssilla kily usein (mutta ei aina) niin, etti ratkaisuvili on koko
reaaliakseli R = (—o00, 00).

Esimerkki 4.2.1.

(a) Esimerkissd 3.3.1 (c) ratkaisimme alkuarvotehtivin
y'(z) = sin(x)
y(m) =2

ja saimme ratkaisuksi y(x) = — cos(x)+ 1. Koska yhtilo y'(x) = sin(x)
ja funktio y(x) = — cos(x) + 1 ovat madariteltyja kaikilla x € R, ratkai-
suvali on R.

(b) Ratkaistaan alkuarvotehtdivd
y'(x) +xy(z) =0
y(0) =4

Esimerkissa 4.1.1 (b) selvitettiin, ettd ratkaisu wvoisi olla muotoa

y(x) = Ce 37", Lasketaan, milld vakion C arvolla funktio toteuttaa
alkuehdon y(0) = 4:

4=y(0)=Ce 2" =C.-1=C
Siis alkuarvotehtivin ratkaisu on y(x) = 4e~ 27" Differentiaaliyhtdlo

ja ratkaisufunktio ovat taas mddriteltyja kaikkialla, joten ratkaisuvdli

on R.

(¢) Ratkaistaan alkuarvotehtdvi

{y'm = 2uy(x)?
y(2) =1

3T#ami on suurin villi jossa voi perustellusti sanoa etti saatu funktio on kyseisen al-
kuarvotehtévin ratkaisu.
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Esimerkissa 4.1.1 (b) selvitettiin, ettd ratkaisu wvoisi olla muotoa

y(x) = —ﬁ. Lasketaan, milla vakion C arvolla funktio toteuttaa
alkuehdon y(2) = 1:

1 1
1=y(2) = & 44+C=-1 & (C=-5.

240 440

Siis alkuarvotehtdvin ratkaisu on y(x) = _12;—5' Differentiaaliyhtdlo on

madritelty kaikilla x € R, mutta funktio y(x) = —ﬁ on mdanritelty

vain kun x* # 5, joka on avointen vilien (—oo, —/5), (=v/5,v/5), ja
(vV/5,00) yhdiste. Koska alkuarvona annettu piste v = 2 kuuluu vilille
(—\/5, \/5), on alkuarvotehtdivin ratkaisuvdli (—\/5, \/5)

4.3 Integroimalla ratkeava differentiaaliyhtalo

Yksinkertaisimmillaan ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtdloé on siis
muotoa

y'(z) = f(z).

Silloin tuntemattoman funktion y derivaatta tunnetaan eksplisiittisesti muut-
tujan z funktiona ja differentiaaliyhtélon yleinen muoto saadaan laskemalla
integraali

) = [ fa)d.

Esimerkki 4.3.1.

(a)

Ratkaistaan alkuarvotehtiva

{y'(x) .
y(0) =1

Yhtilo on muotoa y'(x) = f(x), joten sen ratkaisu on

2 1 2
y(x) = /y'(x)dx = /xe“” dr = —5/—2xe_x dz
g'(z) e9@
1
= —567332 + C

Alkuehdon y(0) = 1 nojalla

1 1 1 3

e+ % Ratkaisuvali on R.

Ratkaisu on y(z) = —1
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(b) Ratkaistaan differentiaaliyhtilé

22y (z) + v/ (z) = 2° — z.

Koska
2 (2) +y(r)=2" -2 & (P+1)y(r)=2"—2
- rt -1 (22 = 1)(2® + 1)
<:> / = — = . = . = 2 - 1
y(@) 241 2l 2 +1 zz )
nuin yhtalé on integroimalla ratkeava differentiaaliyhtilo:

1, 1

y(x):/x(x2—1)dx:/(x3—x)dx:1x - P e

4.4 Separoituva differentiaaliyhtilo

Ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtdldé on separoituva, jos se voidaan
esittdd muodossa

Esimerkiksi differentiaaliyhtalot

sin(z)

y(@)=Qr=3@) +1) Ja v(0)= GrrsTry

ovat separoituvia. Ensimmaéiselle yhtélolle on g(z) = 2z — 3 ja h(y) = ﬁ?
ja toiselle yhtélslle on g(x) = sin(z) ja h(y) = cos?(y) sin(y).
Oletetaan, ettd h on jatkuva ja tutkitaan yhtaloa:

)= [ h ()

H(z) = /h(w)dx
& DH(y() = glx) /

& Hu@) = [glade+C=G@+C Gl = [ gla)da
Kuvaus y (eli yleinen ratkaisu) yritetdén nyt ratkaista yhtalostéa

H(y(x)) = G(z) + C

Liséksi, jos lausekkeella @ on nollakohta pisteessd y = yp, niin yhtalolla

on ratkaisu y(z) = yo. Esimerkiksi yhtdlon ¢/(x) = (22 — 3)(y(x) + 1) erés
ratkaisu on y(z) = —1, silld lausekkeella @ =y + 1 on nollakohta pisteessé

y=—1

102



Esimerkki 4.4.1.

(a)

Tarkastellaan differentiaaliyhtilod v'(z) = 2y(x). Yhtdlé on separoitu-
va, koska se voidaan kirjoittaa muotoon

2 g(z)
o M)

missd g(x) = 2 ja h(y) = %} Tdlloin G(z) = 2x ja H(y) = In|y|, ja
koska y = 0 on lausekkeen ﬁ = y nollakohta, erds ratkaisu differenti-
aaliyhtalolle on y(x) = 0. Lisdksi saamme
H(y(x)) = G(z) +C
& In|y(z)| =2z +C e
& ly(2)] = e
& y(r) = +e%e*

Koska ¢ > 0 kaikilla C € R, niemme tistd etti y(z) = Coe**
on yhtdlon ratkaisu kaikille Cy € R\ {0}. Lisdiksi muistetaan, ettd

y(r) = 0 = 0 - €*® on yhtilon ratkaisu, joten saammekin etti
y(z) = Ce* on ratkaisu kaikilla C' € R.
Muista etta ratkaisun voi aina tarkistaa:

Kun y(x) = Ce**, on y/(z) = C - 2e** = 2- Ce*® = 2y(x). Siis Ce**
todella on differentiaaliyhtdlon y' (x) = 2y(z) ratkaisu.

Ratkaistaan alkuarvotehtdiva

{y'<x> = 2y(x)
y(0) =1

Kohdassa (a) totesimme ettid yhtdlon y'(r) = 2y(x) ratkaisut ovat
y(z) = Ce** kaikilla C € R. Ratkaistaan luku C kdyttimdlld lisiehtoa
y(0) = 1:

1=y(0) =Ce** =C.
Siispi C = 1, eli alkuarvotehtivin ratkaisu on y(z) = €**. Ratkaisuvili
on R.
Tassd voi lisdksi tarkistaa ettd y toteuttaa lisdehdon:
Nyt y(0) = €20 = €% = 1, joten funktio y(z) = €** toteuttaa lisich-
don y(0) = 1.
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()

Tarkastellaan differentiaaliyhtalod y' () = (2o — 3)(y(x) + 1). Yhtdlo
on separoituva, koska se voidaan kirjoittaa muotoon
2r — 3 g(x)

(o) = (22 = 9olo)+1) = — = e

missd g(z) = 2x — 3 ja h(y) = ?ﬁ Tillgin G(x) = z* — 3z ja
1

H(y) = In|y+1|, ja koskay = —1 on lausekkeen " y+1 nollakohta,

eris ratkaisu differentiaaliyhtdlolle on y(x) = —1. Lisiksi saamme

H(y(z)) = G(x) + C

& Inly(z) +1| =2 -3z +C e
2N |y(x) + 1| — 6x2—3x+C
= y(zr)+1= +eCem’ 37
& y(z) = Coe™ 3% — 1, Co#0
Koska myds y(z) = —1 on yhtdlon ratkaisu, on y(z) = Ce*” =3 — 1

ratkaisu kaikilla C € R.

Ratkaistaan alkuarvotehtiva

{y'@s) = (22 — 3)(y(z) + 1)
y(1) =0

Kohdassa (c) totesimme ettd yhtalon y'(x) = (20—3)(y(x)+1) ratkaisut
ovat y(x) = Ce*” =3 —1 kaikilla C € R. Ratkaistaan luku C' kayttimdilli
lisdehtoa y(1) = 0:

0=y(l)=Ce" 3 —1=Ce?-1
& 1=Ce?

s 2 =C.

Siispi C = €2, eli alkuarvotehtivin ratkaisu on y(z) = e2e® 3 — 1 =

e®=3e+2 _ 1 Ratkaisuvili on R.

Tarkastellaan differentiaaliyhtilod y'(z) + xy(x) = 0. Se voidaan kir-
joittaa muotoon

V(@) = —ala) = 5 = 7

1
y(z)
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Tissi siis g(x) = —x ja h(y) = i, jolloin G(z) = —3a? ja

H(y) = In|y|. Lausekkeella @ on nollakohta y = 0, joten yhtdlolld
on ainakin ratkaisu y(x) = 0. Lisiksi saamme

H(y(x)) = G(x) + C

t ot 0

= Che 2™, Cy#0

Koska myds y(z) = 0 on yhtilén ratkaisu, on y(z) = Coe™2"" ratkaisu
kaikilla Cy € R.

(f) Tarkastellaan differentiaaliyhtilod

' — (1) = 2$: g9(x)
y'(z) = 2zy(x) = h@)’

missi g(x) = 2x ja h(y) = y% Silloin G(x) = 2? ja H(y) = —5 ja

H(y(z)) = G(x) + C

- 2 C . y(.f) 2 —C
& () x”+ 2y x* #
& =)
2+c
Siis y(x) = —ﬁ on ratkaisu kun x* # —C. Lisiksi lausekkeella

1
h(y)
kaisu y(x) = 0.

= y? on nollakohta pisteessi y = 0, joten yhtdldlli on erikoisrat-

(g) Ratkaistaan alkuarvotehtdivd

{y’m = 2ay(x)(y(x) — 1)

Separoidaan:

Y(r) = 2wy(e)(y(z) —=1) = ——— =
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missd g(x) = 2z ja h(y) = @ Lausekkeella ﬁ on nollakohdat
pisteissa y = 0 ja y = 1, joten yhtalolld on ratkaisut y(x) = 0 ja
y(z) = 1. Kumpikaan ndisti ei kuitenkaan toteuta alkuehtoa y(0) = 1

27
joten jatketaan etsintid. Nyt G(z) = 2° ja

Hly) = /ﬁdy N /%dy - / <y(1y__y1) " y<yy_ 1)) 4
= [Say+ [ L= =l + gy - 1) = | 1]).

Nyt
H(y(r)) = G(z) + C
& In (’y<;()$_1 ) =2>+C
N ‘y(l’) - 1‘ _ 2O _ O
y(a

‘y(w) — 1‘ B %, kun y(x) < 0 tai y(x) > 1
y(z) | %x()x), kun 0 < y(z) <1

Koska haluamme, etti y(0) =

%, tarkastelemme wvain tilannetta
0 < y(x) <1, jolloin yhtilé H(y(z))

= G(z) + C saa muodon

=€ €
y(x)
& 1—y(x) = e“e"y(x)
& = (ecer + 1) y(z)
1
= = .
Sepr y(x)

1 1 1
Z — (0) = -
y(0) eCe?? +1 €41

1

>—. Ratkaisuvdli on R.
er” 41

Alkuarvotehtivin ratkaisu on y(x) =
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Esimerkki 4.4.2.

(a)

Tarkastellaan esimerkin 3.2.5(a) differentiaaliyhtilod y' (x) = et
Tdamd differentiaaliyhtilé  on  separoituva, koska se on muotoa
y(z) = h(g;a))) funktioille g(x) = —x ja h(y) = y. Tdlloin G(z) = —1a?
ja H(y) = 3y?, joten saamme ratkaisuksi

H(y(z)) = G(z) + C
Loove_ 1, )
& éy(x) =3 +C ‘ 2
& y(x)?=-2*+20 ‘ /0
& y(zr) =+tv—a?+42C ‘ merkitddin Cy = 2C

= y(x) = £/ Co — 22

Differentiaaliyhtdlon ratkaisut ovat siis y(xr) = +vC —x?, missd
C > 0 (muuten lauseke ei olisi missddn mddritelty), ja lisiksi on oltava

2% < C, eliz € (—/C,\VC).
Ratkaistaan alkuarvotehtdiva
y'(r) = =35
y(0) =2

Kohdassa (a) totesimme ettd yhtdlon y'(x) = — 5 Totkaisut ovat

y(x) = £V C — 22, missd C > 0. Ratkaistaan luku C' kayttamalld li-
siehtoa y(0) = 2:

2=y(0)=VC-02=VC
& 4=C.

Siispi C' = 4, eli alkuarvotehtivin ratkaisu on y(x) = /4 — z2. Diffe-
rentiaaliyhtil ei ole mdédritelty kun y(x) = 0, eli kun x* = 4. Lisdiksi
y(z) on mddritelty kun x* < 4, eli ratkaisuvili on (—2,2). Vastaavasti

alkuarvotehtdvin
) = — 2
y'(z) = ()
y(0) = —1
ratkaisuksi saadaan y(x) = —v/1 — 22, ja ratkaisuvdli on (—1,1).
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4.5 Lineaarinen yhtalo

Differentiaaliyhtélo on lineaarinen ensimmdisen kertaluvun differentiaaliyh-
tald, jos se on muotoa

Y (x) + f(@)y(r) = g(x).

Jos funktio g on nolla, niin yhtdl6a sanotaan homogeeniseksi. Téssa tapauk-
sessa yhtélo voidaan muokata muotoon:

@)+ F@u) =0 & y(@) = —fa) = L2
y(z)
Siis homogeeninen yhtilo onkin separoituva funktioilla g(z) = —f(x) ja
h(y) = i, joten G(z) = —F(x) = — [ f(z)dz ja H(y) = log|y|. Nyt saamme

separoituvan yhtalon ratkalsukaavasta
H(y(r)) = —F(z) + C

homogeenisen yhtélon y'(x) + f(z)y(x) = 0 yleiseksi ratkaisuksi

y(z) = Ce= J1@)dr — Ce=F@) e R

Huomaa, ettd tdmé sisdltdd myos ratkaisun y(z) = 0. Epdhomogeenisen yh-
talon ¢ (x) + f(z)y(x) = g(x) ratkaisun voi 16ytaa esimerkiksi seuraavasti:

1. Etsitdén (kokeilemalla) jokin ratkaisu. Kaytetddn siitd merkintaé y.

2. Ratkaistaan vastaava homogeeninen yhtalo y'(x) + f(x)y(z) = 0, jolle
saadaan yleinen ratkaisu yo(z) = Ce~/ /@ ¢ ¢ R,

3. Epdhomogeenisen yhtalon y'(x) + f(z)y(x) = g(x) yleinen ratkaisu on
silloin y1 + yo:

(12 + 90 (@) + F@)(w + 90) ()
= (@) + f@) (@) + o) + F()u(x)

—g(x) =0

= g(=).
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Esimerkki 4.5.1.

(a) Ratkaistaan yhtdlo
y'(x) + y(x) = cos(z).

1. FEtsitadn jokin ratkaisu: Kokeillaan olisiko funktio
y1(z) = Asin(z) + B cos(x)

ratkaisu joillain A, B € R eli yritetdadn loytad luvut A ja B, joille
y1(x) + y1(x) = cos(x):

y1(z) + y1(x) = Acos(z) — Bsin(z) + Asin(z) + B cos(z)
= (A+ B)cos(z) + (A — B)sin(x)

= cos(x),

jos A+ B =1 ja A— B = 0. Namd ehdot toteutuvat, kun

A= B =1 Siisy(z) = Lsin(z) + 3 cos(x) on erds ratkaisu.

2. Ratkaistaan vastaava homogeeninen yhtdlo y'(x) + y(x) = 0: Nyt
f(z) =1, joten yleinen ratkaisu on

yo(z) = Ce /@ — Ce=2 O e R.
3. Epihomogeenisen yhtdlon y' (x) + y(x) = g(x) yleinen ratkaisu on
y1(z) + yo(z) = %sin(x) + %cos(x) + Ce™™.
(b) Ratkaistaan yhtdlo
v () + 2y(z) = 22% + 4z + 5.

1. Koska g(x) = 22> 4+ 4x + 5 on toisen asteen polynomi, kokeillaan
toteuttaako jokin toisen asteen polynomi yi(x) = ag + a1x + axx?
yhtdlon. Yhtdsuuruus

222 +4x + 5 = yi(2) + 2y1(2) = a1 + 2a07 + 200 + 24,7 + 20527

johtaa lineaariseen yhtdloryhmddn

a1+2a0:5 apg =
2a2—{—2a1:4 = a; =
2(12:2 agzl

Siis y1(x) = 2+ x + 2% on erds ratkaisu.
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2. Ratkaistaan vastaava homogeeninen yhtilé y'(x) + 2y(z) = 0: Nyt
f(z) =2, joten yleinen ratkaisu on

3. Epihomogeenisen yhtdlon y'(z) + y(x) = g(x) yleinen ratkaisu on
y1(z) +yo(z) =2+ 2+ 2% + Ce ™,

Esimerkissa 4.5.1 ratkaisun 16ytamista helpotti se, etté differentiaaliyhta-
16ssé ¢ (x) + f(z)y(z) = g(z) funktio f(x) olikin vakiofunktio (esimerkin (a)-
kohdassa f(x) = 1 ja (b)-kohdassa f(z) = 2). Yleisessé tapauksessa ratkai-
sun arvaaminen voi olla hankalampaa. Lineaarisen differentiaaliyhtdlon rat-
kaisemiseksi on kuitenkin olemassa toinenkin keino, jossa yksittaisratkaisua
Y1 el tarvitse arvata tai 10ytda kokeilemalla, vaan sen voi laskea. Johdetaan
seuraavaksi laskukaava lineaarisen differentiaaliyhtdlon

Y (z) + f(x)y(z) = g(x)

yleiselle ratkaisulle.
Tehdién ratkaisuyritys y(z) = V(z)e @, missi F(z) = [ f(z)dz on
funktion f jokin integraalifunktio ja V' (z) on tuntematon funktio. Silloin

y'(x) + f(@)y()
=V'(2)e @ 4 V(2)(~ F\’(f@)e’”‘” + f(2)V(z)e @
f(z)

Jotta y(z) = V(x)e '@ olisi yhtdlon ' (z) + f(2)y(z) = g(z) ratkaisu, on
oltava
V'(2)e " = g(x)

eli
V'(z) = e""g(x).

Tamaé on integroimalla ratkeava differentiaaliyhtélo, josta funktio V' saadaan
laskemalla integraali

V(z) = /eF(z)g(Q:)dx +C, CeR.

Koska y(z) = V(x)e @) on

y(z) = ([e"@g(z)dz + C) e F@,  CeR
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lineaarisen differentiaaliyhtélon ¢ (z) + f(x)y(z) = g(x) yleinen ratkaisu.

Huomaa, ettd tésta kaavasta saadaan myods homogeenisen yhtéalon yleinen
ratkaisu: homogeenisessa yhtélossi g(z) = 0, jolloin ylldoleva kaava muok-
kautuu muotoon

y(z) = (/ @0 dr + C) e @ = Ce @),
Esimerkki 4.5.2.
(a) Ratkaistaan Esimerkin 4.5.1(a) yhtdlo

y'(z) +y(x) = cos(z)

yo. kaavan avulla. Koska f(x) =1, on F(z) = x. Ratkaisu on

y(x) = (/ eF@g(z)dx + C) e @ = /ex cos(x)dxe ™™ + Ce™™.
Lasketaan integraali [ e” cos(z)dx osittaisintegroinnilla: Yhidlostd
/em cos(x)dz = e®sin(x) — /ew sin(x)dz
= e”sin(z) — (ex(— cos(x)) — /ex(— cos(x))dx)
= e“(sin(x) + cos(x)) — /e’” cos(z)dx

saadaan

/ex cos(z)dx = %e”(sin(x) + cos(z)).

Sijoittamalla timd yhtiloon y(zx) = [ e* cos(x)dze ™ + Ce ™ saadaan

y(x) = /e” cos(x)dxe ™™ + Ce™

= %ew(sin(x) + cos(z))e " + Ce™®

1 . —z
= 5(3111(3:) + cos(x)) + Ce™™.

(b) Esimerkin 4.5.1(b) differentiaaliyhtilon

Y (z) 4+ 2y(x) = 222 + 42 +5
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ratkaisu on
y(x) = </ e @ g(z)dx + C’> e @ = /62“’(2x2 + 42 + 5)dze ** + Ce .
Lasketaan integraali [ €**(22% + 4z + 5)dx osittaisintegroimalla:
2x 2 1 2x 2 1 2x
e“*(22° + 4z + 5)dx = 3¢ (22° + 4z +5) — 3¢ (4z + 4)dz
= (2 + 22 + §) - l623”(4x +4)— / 1eQ‘T -4dx
2 4 4

3, 1
2 (,.2 e 2
e**(x +x+2)+26

=e* (2 +z +2).

Styjoittamalla tamd ratkaisufunktioon saadaan

y(zr) = /6235(21‘2 + 4x + 5)dwe " + Ce "
=e* (@t +2e ¥+ Ce ™
=24 +2+Ce .

(¢) Ratkaistaan lineaarinen differentiaaliyhtdlé

e®

y(2) - eyla) = e

Téssi f(x) = —e® ja g(x) = e, joten F(z) = [ f(z)dz = [ —e*dx =
—e®. Siis saamme ratkaisukaavalla:

y(r) = ( / F@g(x)dr + c> o~ F@)

— </ e_exeewdx—i—C) e
_ (/1dx+0) e

= (z+O)e”.
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4.6 Differentiaaliyhtialoiden sovelluksia

Tarkastellaan joitain ilmioita, joiden matemaattinen malli johtaa differenti-
aaliyhtaloon.

Saalistaja- ja saalisongelma: Oletetaan, etté jollei petoja olisi, niin saali-
seldinten mééra kasvaisi eksponentiaalisesti. Saaliseldinten madrad p(t) kuvaa
silloin differentiaaliyht&lo

p'(t) = ap(t).
Toisaalta yksi petoeldin sy saaliseldimia vauhdilla v, jonka suuruus riippuu
saaliseldinten méadrasta p, eli saaliseldinten syontivauhti on v(p(t)). Olete-
taan, ettd syontivauhti on suoraan verrannollinen saaliseldinten lukumaé-
raéan eli v(p(t)) = bp(t). Kun petoeldinten madrad kuvataan funktiolla g(t),
saadaan saaliseldinten madraa kuvaava differentiaaliyhtalo

P (t) = ap(t) —v(p(t))g(t) = ap(t) — bp(t)g(t).

Saalistajien médra ¢ on riippuvainen saalistusvauhdista ja luonnollisesta
kuolleisuudesta. Sitd kuvaa yhtalo

g'(t) = co(p(t))g(t) — dg(t) = (cbp(t) — d)g(t),

missé ¢ on lisdantymisvauhtia kuvaava vakio ja d kuolleisuuden osuus.
Saalistaja- ja saalisongelmaa kuvaa yhtélopari

p'(t) = ap(t) — bp(t)g(t)
g'(t) = (cbp(t) — d)g(t)
Jatkuvakorkoinen tili: Oletetaan etta tilille lisdtaan korko pddomaan jat-

kuvasti, (jatkuvalla) korolla p%. Olkoon funktio y(¢) rahan méérd euroina
hetkelld ¢ > 0, missé ¢t on aika vuosina. Rahan maéara lisdantyy koko ajan

vauhtia »
'"(t) = —y(t).
(1) = oyt
Kun tilille on alussa, hetkella ¢ = 0, talletettu A euroa, niin saadaan alkuar-

votehtava
{y'u) — Zy(1)

y(0)=A
Tamaéan alkuarvotehtavan ratkaisu on
y(t) = Aeito’.

Koska y(1) = Aeito, kasvaa talletus vuodessa eiti-kertaiseksi, eli jatkuvaa
korkoa £5 vastaava vuosikorkokanta on ei60 — 1. Toisinpéin ajateltuna, vuo-
sikorkokantaa ¢ vastaava jatkuva korko on In(q + 1).
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Yhden tuotteen hinnan dynamiikka: Tarkastellaan erdén tuotteen hinnan
kiyttaytymistd. Kaytetadn merkintoja

e hinta = H(t)

e kysynta = K (t) = a; —by H(t) (kun hinta nousee, niin kysynté vihenee)
e tarjonta = T'(t) = —as+boH(t) (kun hinta nousee niin tarjonta kasvaa)

Vakiot aq, as, by ja by ovat ei-negatiivisia vakioita.
Kauppa on tasapainossa, jos kysynta ja tarjonta ovat yhta suuret eli

K(t) =T(t)
ar — bH(t) = —as + by H(2)
ay + a9 = (bl + bg)H(t)

a; + as
H(t) = .
(t) by + by

Oletetaan, ettd hinnan muutos on suoraan verrannollinen ylikysyntéin eli

H'(t) = m(K(t) = T(t))

jollain m > 0. Sijoitetaan tdhén yhtéloon funktioiden K ja T lausekkeet ja
saadaan

Hl(t) =m (CLl — blH(t) — (-(IQ + bgH(t))) = m(a1 + ag) — m(1)1 + bg)H(t)

Tamén differentiaaliyhtélon ratkaisu on

ay + ao _ ay + as
HH = H(O) - 22122 m(bit+b2)t 21 T 2
®) ( (0) b1+b2>e by + by’

misséd H (0) on hinta hetkelld ¢t = 0. Riippumatta alkuarvosta H(0) tuotteen
hinta muuttuu pitkdn ajan kuluessa niin ettd kauppa tasapainottuu:

lim H(t) = lim (H(O)

_ a) + as e—m(bl-i-bg)t ay) + ao . aj + as
t—o00 t—o00

by + by — by +by by + by

Newtonin jadhtymislaki: Newtonin jadhtymislain mukaan ldmpiméan kap-
paleen lampotila y(t) alenee yhtalon

y'(t) = —K(y(t) —a)

mukaisesti, missé

e K on vakio, joka ilmaisee ldmmon siirtymisen nopeutta

e ¢ on ympardivian aineen lampdétila
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