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Alkulause

Kasissdsi on puhtaaksi kirjoitettu versio allekirjoittaneen syyslukukausilla 2005 ja
2006 Jyvaskylan yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksella luennoiman Dif-
ferentiaaliyhtélot -kurssin (3 op/2 ov) luentomuistiinpanoista. Kurssi on osa matema-
tiikan aineopintoja ja sen menestyksekés suorittaminen edellyttdd yhden reaalimuut-
tujan differentiaali- ja integraalilaskennan perusteiden ( = kurssien Analyysi 1-3 sisél-
t0 tai vastaavat tiedot) hallintaa. Myos useamman muuttujan differentiaalilaskennan
ja lineaarialgebran tuntemuksesta on apua ja iloa.

Kurssin pédpaino on ensimmaéisen ja toisen kertaluvun tavallisten differentiaaliyh-
taldiden teoriassa, erityisesti eri ratkaisumenetelmien esittelyssé. Differentiaaliyhtalo-
ryhmid, osittaisdifferentiaaliyhtéloité tai differentiaaliyhtéloiden kvalitatiivista teori-
aa kurssilla ei juurikaan ehdité késitellé.

Petri Juutinen



Luku 1

Johdanto

Maiaritelmis ja terminologiaa

Tavallisella differentiaaliyhtdlolli (ordinary differential equation) tarkoitetaan yhté-
164, joka siséltdd tuntemattoman yhden muuttujan reaalifunktion ja sen derivaatto-
ja. Yhtélon kertaluku on korkeimman yhtélossé esiintyvan tuntemattoman funktion
derivaatan kertaluku.

Esimerkki 1.0.1. Differentiaaliyhtélon

3y"(x)y(x)* = sin(z + y(2)),

jossa tuntematon funktion on y = y(x), kertaluku on 2, silld korkein yhtéalossé esiin-
tyvé y:n derivaatta on sen toinen derivaatta 1.

Yhtélod, jossa esiintyy tuntematon useamman kuin yhden (reaali)muuttujan funk-
tio ja sen osittaisderivaattoja, kutsutaan osittaisdifferentiaaliyhtdloksi. Talla kurssilla
kasitellaan vain tavallisia differentiaaliyhtaloja.

Esimerkki 1.0.2. Yksiulotteinen lampoyhtalo

ou 0*u
a(tax> = GQ_x(t"r)a

missd u on reaalimuuttujien ¢ ja = funktio, u = wu(t, x), on esimerkki osittaisdifferen-
tiaaliyhtalosté.

Yleinen n. kertaluvun tavallinen differentiaaliyhtélé on muotoa
F(z,y(x),y'(x),....y" (@) =0, (1.1)

missé F' : D — R on alueessa! D C R"™2 maidritelty jatkuva funktio. Yhtélon sano-
taan olevan normaalimuotoinen, jos se on esitettavissd muodossa

y" (@) = Gla,y(@),y (2),...,y"D(x)). (1.2)

lalue = avoin ja yhtensinen joukko




Esimerkki 1.0.3. Esimerkin 1.0.1 yht&lo 3y”(x)y(x)? = sin(z+y(z)) voidaan esittéi
muodossa F'(z,y(x),y (z),y"(x)) = 0, kun valitaan F(z,y, z,w) = 3wy? — sin(z + y).

Huomautus 1.0.4. Kaikkia muotoa (1.1) olevia differentiaaliyhtdloitd ei suinkaan
voida esittdd normaalimuodossa eikd normaaliesitys, jos sellainen on olemassa, ole
valttamatta yksikésitteinen. Esimerkiksi yhtéaloa

(¥ (2))* + 2y’ (x) +4y =0
vastaavat normaalimuotoiset yhtalot

,  —x /22— 16y(z)?
y = 2 °

Differentiaaliyht&lon (1.1) ratkaisulla tarkoitetaan jollakin avoimella valilla A € R
médriteltysd n kertaa derivoituvaa funktiota y : A — R, jolle (z, y(z),...,y™(z)) € D
kaikilla z € A ja

Fz,y(x),y'(z),...,y"(x)) =0  kaikilla 2 € A.
Differentiaaliyhtélon ratkaisemisella tarkoitetaan sen kaikkien ratkaisujen 10ytamista.
Esimerkki 1.0.5. Funktio y : R — R, y(x) = e~**/2 on yhtilon

Yy +ay=0 (1.3)

ratkaisu, silla

i (e‘x2/2> +x (e‘x2/2> = —pe "2 4 gem®2 = )
dx

kaikilla = € R. Myos y(z) = Ce *"/? on ratkaisu kaikilla vakioilla C' € R, ja itse
asiassa yhtdlon y' + zy = 0 kaikki ratkaisut ovat tdtd muotoa. Tamén osoittamiseksi
olkoon 7, yhtilén (1.3) mielivaltainen ratkaisu ja asetetaan f(z) = yo(z)e* /2. Talloin

(@) = yp(2)e™ " + ayo(a)e”* = e/ (y(x) + zyo(2)) = 0,
joten f on vakiofunktio eli on olemassa C' € R siten, ettd f(z) = yo(:lc)e”ﬂ/2 =C

kaikilla z. Niin ollen yo(z) = Ce™*"/2.

Esimerkkeja

a) Radioaktiivisen aineen hajoamista voidaan kuvata yhtalolla
N'(t) = =AN(1),

missd N (t) on ydinten lukumééré ajanhetkelld ¢ ja A > 0 on hajoamisvakio. Yhtaloon
liittyy tyypillisesti alkuehto N(tg) = Ny, ts. ydinten lukumé&ira tietylla hetkelld tq
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tunnetaan. Talloin tehtavéna on 1oytad yhtalon N'(t) = —AN(t) juuri se ratkaisu,
joka toteuttaa annetun alkuehdon.

b) Jatkuvasti derivoituvan funktion u : [0,1] — [0,00) kuvaajan pyoréhtéessd a-
akselin ympéri syntyvan pyoérahdyskappaleen pinnan pinta-ala on

I(u) = 27T/0 u(z)y/ 1+ u'(x)?de.

Annetuilla kiinteilld reuna-arvoilla u(0) = o > 0, u(1) = § > 0 tdmén pinta-alan
minimoivan funktion etsintd johtaa toisen kertaluvun differentiaaliyhtaloon

u’(z)u(z) — /' (2)* =1, u(0) = a, u(l) =p.

c¢) Peto-saalis -malli:
{p'<t> = ap(t) — bp(t)r(t)
r'(t) = —cr(t) + dp(t)r(t)

missé p(t) kuvaa saaliseldinten ja r(t) petojen lukuméarad hetkelld ¢ ja a,b, ¢, d ovat
malliin liittyvid positiivisia vakioita.



Luku 2

Ensimmaisen kertaluvun yhtaloista

Téassd luvussa tutustutaan ensimméisen kertaluvun yhtéaloiden teoriaan. Tarkaste-
lemme ensin ratkaisun olemassaoloa ja yksikésitteisyyttéd, ja kdymme sen jalkeen lapi
tiettyja yhtalotyyppejé, joiden ratkaiseminen onnistuu suhteellisen alkeellisin keinoin.
Lukijan kannattaa kuitenkin pitd& mielessé, ettd yleisesti ottaen annettu differenti-
aaliyhtélo osataan ratkaista ainoastaan tietyissé erikoistapauksissa.

2.1 Olemassaolo ja yksikésitteisyys

Tarkastellaan normaalimuotoista ensimmaéisen kertaluvun yhtaloa

y'(x) = f(z,y(2)),
missd f : D — R on jatkuva alueessa D C R2.

0
Lause 2.1.1. Oletetaan, etti f : D — R ja sen osittaisderivaattal 8_f D — R ovat
Y

jatkuvia alueessa D ja (xo,v0) € D on annettu. Tallin on olemassa 6 > 0 siten, ettd

alkuarvotehtdvalla
r_
?J(ﬂﬂo) = Yo

on olemassa vililld |xg — d, o + 8] madritelty ratkaisu, ts. on olemassa jatkuvasti
derivoituva funktio y : |xg — 0, xg+ 0] — R siten, ettd y(xo) = yo ja y'(x) = f(x,y(z))
kaikilla x € Jzg — d, 20 + 0].

Lisdksi jos y1 : A1 — R ja yo : Ay — R owat alkuarvotehtivin (2.1) ratkaisuja,
niin yp(x) = yo(x) kaikilla x € Ay N Ay,

Huomautus 2.1.2. Lause 2.1.1 kertoo, ettd alueen D jokaisen pisteen (xg, o) kaut-
ta kulkee tdsméilleen yhden yhtdlon y' = f(z,y) ratkaisun kuvaaja. Erityisesti siis
ratkaisujen kuvaajat peittavat alueen D toisiaan leikkaamatta tai sivuamatta.

. . Of . flz,y+h) - f(z)
1 o
Muista, etta " (z,y) := }lbnrb W

, mikéli kyseinen raja-arvo on olemassa.




Huomautus 2.1.3. Voidaan osoittaa, etté ratkaisun olemassaoloon riittda pelkés-
taan funktion f : D — R jatkuvuus. Sen sijaan yksikésitteisyyteen tdmé oletus ei
yksin riitd. Esimerkiksi alkuarvotehtéavéilla

{y'm = (y(z)*)'?
y(0) =0

on triviaalin ratkaisun y;(z) = 0 liséiksi ainakin ratkaisu y»(z) = 5-2°. Huomaa, ctté

0
funktiolla f(x,5) = (y?)'/3 ei ole olemassa osittaisderivaattaa —f(x, 0) millién x € R.

dy

Lauseen 2.1.1 oletuksin on olemassa ns. maksimaalinen ratkaisuvili A ja yksikésit-
teinen maksimaalinen ratkaisu 7 : A—R siten, ettd mille tahansa alkuarvotehtdvén
(2.1) ratkaisulle y : A — R piitee A C A ja y(z) = §j(z) kaikilla 2 € A (katso esi-
merkiksi [6] tai [7]). Voidaan osoittaa, ettd maksimaalisen ratkaisun kuvaaja kulkee
alueen D "reunalta reunalle”) eli sen kuvaaja ei sisélly mihink&dén D:n kompaktiin
osajoukkoon. Tamé ei kuitenkaan tarkoita sité, ettd edes tapauksessa D = A x R
maksimaalinen ratkaisu olisi méaritelty koko vélilla A. Tietyin lisdoletuksin néin kui-
tenkin kay:

Lause 2.1.4. Olkoon A C R vdli ja f : A xR — R jatkuva funktio, jonka osittaisde-

0
rivaatta of on jatkuva ja lisiksi rajoitettu jokaisessa joukossa ([a,b] x R) C (A x R).

dy
Tdlloin katkilla (xg,y0) € A X R alkuarvotehtivilld

y = flz,y)
y(zo) = yo
on olemassa yksikdsitteinen koko vdlilld A mddritelty ratkaisu y : A — R.

Esimerkki 2.1.5. Tarkastellaan alkuarvotehtavaa

{y’(x) = cos(z%y(x)),
y(0) = 0.

Talloin f(x,y) = cos(x?y), joten g(x, y) = — sin(z?y)2?. Koska
Y

0
8—];(:1:,y)| < |sin(z%y)|2? < 2? < max{a?, b*}

kaikilla (z,y) € [a,b] x R, on alkuarvotehtavélla yksikéasitteinen ratkaisu y : R — R.

Olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen todistukseen palataan mychemmin.



2.2 Separoituvat yhtilot

Maaritelma 2.2.1. Ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtélé on separoituva, jos
se on esitettavissd muodossa

Y (z) = g(x)h(y(z)),
missd g : Ay — R ja h: Ay — R ovat jatkuvia funktioita.

Esimerkki 2.2.2. Yhtilo ¢/ = 2zy? on separoituva (g(z) = 2z, h(y) = y?), mutta
Yy =y +x eiole.

Separoituvan yhtéilon ratkaiseminen:

Tarkastellaan yhtaloa

y' = g(x)h(y), (2.2)
ja oletetaan aluksi, ettéd funktiolla h ei ole nollakohtia valilla Ay. Olkoon y : A — R
yhtédlon (2.2) jokin ratkaisu, A C A;. Téalloin

y'(v)
h(y(z))

Jos merkitédén H(y) = [ @ dy, ts. H on jatkuvan funktion % (jokin) integraalifunk-
tio, niin saamme

= g(x) kaikilla x € A.

) = H ) @) = 72D~ g(0) = L ( [ oty ).

Néin ollen
H(y(x)) = /g(as) dr+ C  jollakin vakiolla C' € R.

Koska H on jatkuvasti derivoituva ja H'(y) = @ # 0 kaikilla y € Ay, on olemassa
jatkuvasti derivoituva kddnteisfunktio H—! : H(Ay) — Ay. Siten saamme

i) = H (@) = 17 [ gle) o+ C)

Ka#ntéen, jos méarittelemme funktion y kaavalla

a) =17 ( [ gtz +C).

missd [ g(z)dz on g:n jokin integraalifunktio ja C' € R, niin

1
(@)= H)( [ 9(@)dz+C)g(x) = ()
’ </g Jo H’(H—1<fg(:v)dx+(]>)g
1
= ) = hle)e(e)



Siten yhtalon (2.2) kaikki ratkaisut saadaan kaavasta

/@dy:/g(aﬁ)daﬁ—i—a

Jos liitimme yhtéloon (2.2) alkuehdon y(xg) = o, niin ratkaisu saa implisiittisen

muodon
/y L / (s)d
——dt = g(s)ds.
yo M) %0

Enté jos funktiolla A on nollakohtia vélilld Ay? Jos oletamme, ettéd h ei ole pel-
késtadn jatkuva, vaan myos jatkuvasti derivoituva, niin Lauseen 2.1.1 nojalla alkuar-

votehtavalla
{QZQ@M@)
y(xo) = yo
on yksikésitteinen ratkaisu (mééritelty jollakin valilla |xg — 6,z + d[). Nyt

e jos h(yp) = 0, niin alkuarvotehtavén ratkaisu on vakiofunktio y(x) = yo.

e jos h(yo) # 0, niin ratkaisu saadaan kaavasta

/yj%dt:/x:g(s)ds.

Huomautus 2.2.3. Jos h on jatkuvasti derivoituva ja silld on nollakohdat a; <
ag < -++ < ap, niin yhtalolld ' = g(z)h(y) on erikoisratkaisut y;(x) = a;, i =
1,...,m, ja muiden ratkaisujen kuvaajat kulkevat suorien y = a; vélissa (tai joukoissa
y < aj tai y > a,,) niitd sivuamatta. TAmé& ei ole totta ilman oletusta funktion h
jatkuvasta derivoituvuudesta; jo aiemmin vastaan tullut yht#lo ¢' = (y?)'/? kelpaa
tasta esimerkiksi.

Esimerkki 2.2.4. a) Ratkaistaan separoituva yhtilo
y = 2y

T&llsin siis h(y) = y? ja g(z) = 2z, joten ratkaisut saadaan yhtilosta

1
/Edy—/Zxdx—i-C

1 2
——— =z +C.
y()

Vaihtamalla vakion C' merkkid saamme ratkaisut kirjoitettua muotoon

eli

1
y(x):C—xz’ CeR.

Ratkaisuvali A on



e koko R, jos C' < 0.
e |—00,0] tai |0, 00[, jos C' = 0.
e |—00, —V/C|,|-VC,VC] tai W/ C, oq, jos C > 0.

Koska h(0) = 0, yhtalolla on liséksi erikoisratkaisu y = 0. Huomaa, ettd muut ratkai-
sut eivit missddn pisteessé saa arvoa nolla.
b) Ratkaistaan alkuarvotehtéva

{y’ =2zy(y — 1),
y(0) = 3.

Funktio h(y) = y(y—1) on jatkuvasti derivoituva ja silld on nollakohdat y = 0 jay = 1.
Néin ollen tutkittavan alkuarvotehtdvén ratkaisu saadaan muuttujien separoinnilla

vhtilosti
Yy 1 x
dt = / 2sds. 2.3
I =il 29
Vasen puoli saadaan integroitua osamurtokehitelmén avulla: ﬁ = ﬁ — %, joten
v ] —1
/ dt:/log]t—ll—log]t\:log y_‘
1/2 tt—1) 12 Y

Siten (2.3) antaa

-1

log —y(x) ‘ = 22
y(z)

1

Koska yhtélolld y' = 2zy(y—1) on erikoisratkaisut y = 0 ja y = 1 ja alkuarvo y(0) = ;5

on néiden vélissé, patee haetulle alkuarvotehtdvam ratkaisulle 0 < y(z) < 1. Siten

‘ym—l‘:l—y(x)

Y

jonka nojalla saamme

eli
=
c) Varoittava esimerkki: Tarkastellaan yhtaloa
(1 —2%)y + 2y = 0. (2.4)

Jos x # +£1, niin yhtélo voidaan kirjoittaa separoituvaan muotoon

y = —2y (2.5)

1 — 22
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ja sen ratkaisuiksi saadaan y = 0 tai

1—=z
= R +1.
y(x) Cl—i—x’ CeR, x+#

Funktio z — C i;—j on hyvin méiritelty ja derivoituva myos kun z = 1 ja on helppo
todeta suoraan laskemalla, etté

1—=x
1+z

y:]-l,oo[ =R, y(z)=C

toteuttaa alkuperdisen yhtdlon (2.4) méadrittelyvalilladn |—1, oo[. Nyt siis alkuarvo-

tehtavalla
(1—2%)y +2y=0
y(1) =0

on aarettéomdn monta ratkaisua (kaikki funktiot z — C;—i), kun taas esimerkiksi

alkuarvotehtavalla
(1—a?)y +2y=0
y(1) =1

ei ole yhtéaén ratkaisua.

Tamé esimerkki ei kuitenkaan osoita Lausetta 2.1.1 véaraksi, silld siiné tarkastel-
tiin normaalimuotoista yhtiloa y' = f(x,y). Tarkkaan ottaen (2.4) ja (2.5) ovat siis
kaksi eri differentiaaliyhtélo!

2.3 Separoituvaksi palautuvia yhtaloita

Maéaritelméa 2.3.1. Differentiaaliyhtdlo v’ = f(z,y) on tasa-asteinen, jos se on Kir-
joitettavissa muotoon

misséd ¢ on jokin jatkuva funktio.

Olkoon y' = g(g), x # 0, tasa-asteinen yhtélo, ja tarkastellaan funktiota
x

T4lléin, jos y on yhtilon ¢ = g(g) ratkaisu, niin
x

A (z) = W _ i (y'(@ _ %x)) — é (9(2(x)) — z(x))

eli z toteuttaa separoituvan yhtalon

2= (o) - 2). (2.6)



Kédntéen, jos z toteuttaa yhtélon (2.6), niin funktiolle y(x) = xz(x) pétee

Y
Y (@) = 2(2) + 27 (2) = 2(2) + g(2(2) — 2(x) = g(£).
Esimerkki 2.3.2. Tutkitaan yhtdloa
=Ty
r—y

, TFY.

Koska

x+y:x(1+%> _ (1""%) :9<%),

PTVoa(i-t) (-2

on tutkittava yhtélo tasa-asteinen alueissa, joissa = # 0 ja y # x.

- 1+s
missi g(s) = T
-5

Edella tehdyn péaattelyn nojalla padddymme siten tutkimaan separoituvaa yhtaloa

, 1<() ) 1 /142 1/1+ 22
7 ="(g(z)—2)=~ —z ==
$g x\1—z x\1—2)"

jonka ratkaisut saadaan yhtalosta

1— 1
/ = dz = / ~dz+C.
1+ 22 x
Vasen puoli antaa

11—z 1 1 2z 1 9
/1+z2dz:/1+z2dz—§/1+22dz:arctanz—§log(z +1),

joten saamme

arctan (@) - %log <(@>2 + 1) = log|z| + C.

Tésté el funktiota y(x) kuitenkaan endé saada ratkaistua.

Toinen esimerkki separoituvaksi palautuvista yhtéldistd ovat muotoa
y = flax+by+c), b#0 (2.7)
olevat yhtélot. Télloin kannattaa tarkastella funktiota
2(z) = ax + by(x) + c.

Suoralla laskulla on helppo néhda, ettd funktio y on yhtdlon (2.7) ratkaisu jos ja vain
jos z toteuttaa separoituvan yhtalon

2 =a+bf(z).
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Esimerkki 2.3.3. Ratkaistaan alkuarvotehtava

{y’ = cos(z +y),
y(0) =0.

Tamé on muotoa (2.7) valinnoilla f(z) = cosz, a = b =1 ja ¢ = 0. Olkoon z(x) =
z + y(zr) ja tutkitaan separoituvaa yhtalod

2 =1+ cosz.

Talla yhtalolla on erikoisratkaisut 2 = 7 + k27, k € Z, muut ratkaisut saadaan

kaavasta )
/—dz:/ld:c+0.
14 cosz
1
Funktion ———— integrointi onnistuu esimerkiksi sijoituksen ¢ = tan 5 avulla:
1+ cosz
1 1 2
/—dz—/ 3 dt—/ldt—t—tanz.
14 cosz 1+}J—r—tt21—|—t2 2

Siten saamme ratkaisuiksi
z(x) = 2arctan(z + C),
eli (koska z(z) = = + y(x))
y(x) = 2arctan(x + C) — x.

Alkuehdon y(0) = 0 perusteella C' = 0, joten alkuarvotehtdvan yksikésitteinen rat-
kaisu on koko reaaliakselilla mééritelty funktio

y(x) = 2arctan(x) — x.

2.4 Ensimmaéiisen kertaluvun lineaariset yhtalot

Maéritelma 2.4.1. Ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtélé on lineaarinen, jos
se on muotoa

y'(z) + p(x)y(z) = q(z), (2.8)
missd p,q : A — R ovat jatkuvia. Yhtélo (2.8) on homogeeninen, jos q(x) = 0. Jos
puolestaan p on vakiofunktio, niin yhtalod (2.8) sanotaan vakiokertoimiseksi.

Huomautus 2.4.2. Homogeeninen lineaariyhtdlo ¢ + p(x)y = 0 on separoituva ja
sen kaikki ratkaisut saadaan kaavasta

y(z) = Ce” IP@d O e R,

Huomaa, ettd tdma ratkaisuparvi pitdd sisdllddn myos erikoisratkaisun y = 0. Eri-
tyisesti siis jos y on homogeeniyhtdlon 3’ + p(x)y = 0 ratkaisu, niin my6s funktio
y1(z) := Cy(x) toteuttaa saman yhtélon milld tahansa vakiolla C' € R.
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Lause 2.4.3. Jos funktio y, on lineaarisen yhtdlon y' +p(x)y = q jokin ratkaisu, niin
yhtalon kaikki ratkaisut saadaan muodossa

y(r) = y1(x) + Cya(x),

missi C' € R ja yo on vastaavan homogeeniyhtilon y' + p(z)y = 0 jokin nollasta
poikkeava ratkaisu, ts.

yo(x) = Cpe™ I P@)dz. jollakin Cy # 0.
TobisTus. Jos y(z) = y1(x) + Cya(z), niin
Y +p(@)y = yi + Cys + p(@) (1 + Cya) = () + p(@)y1) + C (v + p(x)y2)
=q(z) +0=q(z)

eli jokainen muotoa y(z) = y;(x)+Cys(x) oleva funktio toteuttaa yhtalon y' +p(z)y =

q.
Kédntéen, jos y on yhtélon ¢’ 4+ p(z)y = ¢ mielivaltainen ratkaisu, niin funktiolle

Yo := Yy — Y1 patee
Yo +0(x)yo =y + p(x)y — (y; + p(x)y1) = q(z) —q(z) =0

eli se toteuttaa homogeeniyhtélon ¢’ + p(x)y = 0. Néin ollen on olemassa vakio C' € R
siten, ettad yy = Ce—Jp)dr — C%yg, joten y = y; + C%yg. O

Lineaariyhtilon ratkaiseminen

Tarkastellaan ensin erikoistapauksena vakiokertoimista yhtaloa
v +ay=q(x), ack

Kertomalla yhtilo puolittain termill e®® # 0 saamme ekvivalentin? yht#lon

ax,,/

ey + ae®y = e"q(x).

Koska J

o (€y(@)) = ey (@) + ae™y(x),
x

toteutuu saatu yhtéalo jos ja vain jos

ey(x) = / e™q(t)dt + C

eli

y(zr) = e“”/ eq(t)dt + Ce .

2Saadulla yht#l61ls on tismélleen samat ratkaisut kuin alkuperiiselld yht#lolls
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Téama yhtalo on ekvivalentti differentiaaliyhtélon y' 4+ ay = ¢(x) kanssa, joten olemme
loytaneet kaikki ratkaisut. Huomaa, ettd ratkaisun lausekkeessa esiintyy vastaavan
homogeeniyhtélon y' 4+ ay = 0 yleinen ratkaisu Ce™**.

Yleisessé tapauksessa

Y (z) + p(x)y(r) = q(x)

pyritdéin toimimaan samalla tavalla ja kerrotaan yhtélo puolittain funktiolla u(x) # 0.
Saamme t&lloin ekvivalentin yhtalon

@)y () + p(2)p(z)y(r) = p(x)q(z).

Funktio ;1 halutaan valita siten, etté

p(@)y (@) + p(@)p(@)y(@) = — @)y ().

Tamé& on voimassa jos ja vain jos

eli joko y(z) = 0 tai p/(z) = p(z)p(zr). Jilkimméiinen yhtilo on separoituva, ja siitd
saadaan

% (log pu(z)) = Z/((Z)) = p(z),
joten
u(a:) _ efzp(t)dt—i-C.

Koska riittaa 1oytéa yksi sopiva funktio p, voidaan valita C' = 0. Nyt siis jos valit-
semme p(z) = e/ PO niin

% [u(l’)y(x)] = p()y () + p(z)p(x)y(r) = p(x)q(z).

Siten

ummwz/iwmww+a

! L) [/xu(t)q(t) dt + c} |

y(z) = e

Sijoittamalla tdhén funktion p lausekkeen saamme lopulta kaavan

y(a) = e/ PO V el PO g 1) dt + C] .

Jos vield liitimme tutkittavaan differentiaaliyhtdloon alkuehdon y(zg) = yo, niin rat-
kaisukaava saa muodon

y() = o L0 { / O yo} '
zo
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Lause 2.4.4. Lineaarisen yhtalon y'(z) + p(z)y(z) = q(x), missi p,q : A — R ovat
jatkuvia, kaikki ratkaisut saadaan kaavasta

Vo) = [/Iqu(t) dt + c] . CeR

missd funktiota
p(z) = el PH

kutsutaan yhtdlon integroivaksi tekijiksi. Ratkaisufunktio y = y(x) on mddritelty koko
valilla A.

Esimerkki 2.4.5. Ratkaistaan alkuarvotehtava

Y —2zy =,
y(0) =1.

Nyt siis p(z) = —2z, q(z) = x ja p(z) = elo 24 = ¢~ Siten alkuarvotehtévin
yksikésitteinen ratkaisu on

z2 —2 z2
= tdt+1| = = - —.
y(l’) e |:/0 e :| 26 5

Lineaarisen yhtélon ratkaisukaavassa esiintyvét integraalit ovat joskus vaikeita
laskea. T&ll6in voidaan hyodyntéa Lausetta 2.4.3, jonka mukaan kaikkien ratkaisujen
médrddminen onnistuu heti kun tunnetaan yksikin ratkaisuista. Taméa yksittdinen
ratkaisu puolestaan 10ytyy monesti “valistuneella arvauksella”:

Lause 2.4.6. Vakiokertoimiselle lineaariyhtilslle y' + ay = q(x), a # 0, pitee

(i) jos q(x) on m. asteen polynomi, niin yhtdlolla on korkeintaan astetta n oleva
polynomiratkaisu.

(ii) jos q(x) = Aeb®, niin yhtdlélli on ratkaisu, joka on muotoa

y() = Keb®, jos b # —a,
Kxe®, jos b= —a,
jollakin K € R.

(7ii) jos q(x) = Acos(wx) + Bsin(wx), w # 0, niin yhtdlolla on ratkaisu, joka on
muotoa
y(x) = K cos(wz) + Lsin(wx)

joillakin K, L € R.

TobisTus. Harjoitustehtava. O
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Esimerkki 2.4.7. Ratkaistaan yht&lo
y — 4y = ¥, (2.9)

Edellisen lauseen nojalla yht#lslld on muotoa y(z) = Ke*® oleva ratkaisu. Nyt

d
d—(Ke&”) —4Ke* = —Ke**,
x
joten funktio x +— Ke3® on ratkaisu jos ja vain jos K = —1. Koska vastaavan homo-

geeniyhtilon 3 — 4y = 0 kaikki ratkaisut ovat muotoa y(z) = Ce?®, on yhtélén (2.9)
kaikki ratkaisut esitettavissa muodossa

y(r) = Ce* —e**, C eR.

2.5 Eksaktit yhtilot

Mairitelmé 2.5.1. Olkoon D C R? alue ja P,Q : D — R jatkuvia funktioita.
Differentiaaliyht&lo

Plz,y) + Q(z,y)y =0
on eksakti, jos on olemassa jatkuvasti differentioituva funktio v : D — R (ts. uwn

U U
osittaisderivaatat® — ja — ovat jatkuvia alueessa D) siten, ett#

or ~ 0Jy

ou ou

%(w,y) = P(z,y) ja a_y(x>y) = Q(,y)

kaikilla (z,y) € D.
Esimerkki 2.5.2. Yhtélo

y(x)? cosx + 2y(x)y' (z) sinz = 0

0 9,
on eksakti, silli funktiolle u(z,y) = y?sinx pitee o _ y? cosz ja au_ 2y sin x.

ox Jy

Huomautus 2.5.3. Jos u on kahdesti jatkuvasti differentioituva, niin

oP 0 /0u 0 (0u 0Q

a—y(:ﬁ,y) = a—y<a—m(ﬂ?,y)> = %<8—y($,y)> = 5, (& Y)-
Siten funktiot P ja ) ovat vahvasti sidoksissa toisiinsa.

0
Huomautus 2.5.4. Jos meilld on kaksi funktiota u; ja wus, joille pétee % = P,
x
0 0 0
TN _ 0 22 = p, 22 — O, niin on helppo nihdi, ettd u; = ug + C jollakin
oy ox dy
vakiolla C' € R.
0 0
3Téssi u = u(z,y) ja a—z = O1u, 6—; = Oyu
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Eksaktin yhtidlon ratkaiseminen
Olkoon yhtilo P(x,y)+Q(x,y)y" = 0 eksakti ja y : A — R sen jokin ratkaisu. Tlloin

ou @

% [W’y(x))] =5, @ y(@) + y (z, y(x))y'(x)
=P(z,y(z)) + Q(z,y(z))y'(z) =0

kaikilla x € A, joten on olemassa vakio C' € R siten, ettd u(x,y(x)) = C. Tami on
yhtélon P(z,y) + Q(z,y)y = 0 ratkaisu implisiittisessd muodossa.
Kédntéen, jos funktiolle y : A — R pétee u(x,y(z)) = C jollakin C' € R, niin

d d

0= 7-C = 7 |u@.y(@)| = Pla.y() + Q. y(@))y (@)

eli y on yhtalon P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0 ratkaisu. Néin ollen kaikki ratkaisut (katso
Huomautus 2.5.4) saadaan ratkaisemalla yhtélo u(z,y(z)) = C, C € R.

Esimerkki 2.5.5. Esimerkin 2.5.2 perusteella funktio y on eksaktin yhtalon
y(x)* cosx + 2y(x)y' (z) sinz = 0

ratkaisu jos ja vain jos u(x,y) = y*sinz = C jollakin C € R, ts.

y(x) = £4/ ,O , nt<z<(n+1l)r, neZ
S T

ja C' > 0 jos n on parillinen ja C' < 0 jos n on pariton; triviaaliratkaisu y = 0, joka
vastaa tapausta C' = 0, on tietenkin mééritelty koko reaaliakselilla.

Ratkaisun olemassaolo

Olkoon u : D — R jatkuvasti differentioituva ja (zo,y0) € D. Alkuarvotehtavélla

(2.10)

{PWW%H%LMM=Q
y(z0) = Yo

on ratkaisu jos ja vain jos 16ytyy funktio y : Jxg — 0, 2o + 0] — R siten, ettd y(x¢) = yo
jau(z,y(z)) = Cy kaikilla x € |xg— 0, 2o+ J[, missd Cy = u(zo, yo). Implisiittifunktio-

lauseen nojalla téllainen funktio 16ytyy, jos —u(xo, yo) # 0. Siten alkuarvotehtavalld

dy
(2.10) on ratkaisu ainakin jos
ou
a_y(mo,yo) = Q(xo,y0) # 0.

Huomautus 2.5.6. Alkuarvotehtéavilld (2.10) voi olla ratkaisu, vaikka Q(xg, yo) = 0.
Téssé tapauksessa on kuitenkin oltava myos P(xg, yo) = 0, silld muuten yhtalo ei voi
toteutua pisteessé (g, yo)-
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Esimerkki 2.5.7. Tarkastellaan jalleen eksaktia yhtaloa

2

y(z)? cosz + 2y(x)y'(x) sinz = 0.

Télloin Q(x,y) = 2ysinz = 0 jos ja vain jos y = 0 tai x = nm, n € Z. Siten
alkuarvotehtavalla
y*cosz + 2yy' sinz = 0,

y(wo) = yo

on ratkaisu ainakin kun yy # 0 ja z¢ # nn. Koska y = 0 on yhtdlon ratkaisu, myos
alkuarvolla yo = 0 10ytyy aina ratkaisu. Sen sijaan esimerkiksi alkuehdon y(7) = 1
toteuttavaa ratkaisua ei ole olemassa.

Eksaktiuden toteaminen

Sanotaan, ettd alue D C R? toteuttaa ehdon S, jos kaikilla (z1,y1), (79,92) € D
suorakaide, jonka vastakkaiset kérjet ovat (z1,y;) ja (z9,ys) sisdltyy joukkoon D.

Lause 2.5.8. Olkoon D C R? alue, joka toteuttaa ehdon S ja P,Q : D — R jatkuvasti
differentioituvia funktioita. Tdlloin yhtdlo P(x,y) + Q(z,y)y = 0 on eksakti jos ja
van Jos

oP 0

a—y(x,y) = a—f(x,y) kaikilla (z,y) € D. (2.11)

Lisdksi jos (z,y) € D, niin funktiolle
z y
u(z,y) ¢=/ P(t,y)dt+/ Q(Z,s)ds
- yy
~ [ Pegars [ Qs ds
& ]

pitee 0 (r,) = P(z.y) jo oo (r.y) = Qr,y) haikilla (z,3) € D.
x Y

ToDISTUS. Oletetaan ensin, ettd (2.11) pétee, ja médritelldan funktio u kaavalla
@ v
u(z,y) = / P(t,y)dt +/ Q(z, s) ds.
& 9

0
T4alloin analyysin peruslauseen nojalla —u(m, y) = P(x,y) ja

ox

) T HP )
8_Z(x’y):/@ 8—y(t,y)dt+Q(ij)=/i a—g(t,y)dw@(:ﬁ,y)
= Q(‘Tay) - Q(JA;?y) + Q(i’ay) = Q(x,y);
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tassa kaytettiin hyvéksi paitsi oletusta , myos padttelya

oy Oz
ou _u(zy+h) —u(n,y)
_ “Plt,y+h)—Py) 1ot
—}ILILI%) {/x - dt+ﬁ i Q(z,sds)

* P
_ /x a—y(t,y) dt + Q(z,y),

jonka yksityiskohdat jéatetddn lukijan tarkistettavaksi. Nyt on siis 10ydetty funktio w,

jolla on Méaéritelméssa 2.5.1 vaaditut ominaisuudet, eli olemme todistaneet yhtélon
P(z,y) + Q(z,y)y" = 0 eksaktiksi.
Vastaavasti, jos madritellaan

o(z, y) = / P(t, ) dt + /@yQ(x, 5)ds,

0 0
niin samaan tapaan kuin edelld nidhdaan, ettd a—v(aj,y) = P(z,y) ja a—v(:v,y) =
x Yy
O(u — o(u —
Q(z,y). Néin ollen u(z,9) = v(z,9) = 0 ja (ua o (ua Y _ 0, joten u = v.
o Y

Tamé todistaa lauseessa esitetyt kaksi tapaa madritella funktio v yhtapitéaviksi.

Jos oletamme kéédntden, ettd yhtalo P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 on eksakti, niin maa-
ritelmén mukaan 16ytyy jatkuvasti differentioituva funktio u : D — R, jolle % =P
ja §u = Q. Téllsin

or 9 /0u 9 ou 20
oy o) = 5 (G ) = 5. (5, @ 0) = 5o w)
eli ehto (2.11) on niilld oletuksilla my6s valttdméaton. O
Esimerkki 2.5.9. a) Ratkaistaan yht&lo
222y’ + 22y? +1 = 0.
Tiassd P(x,y) = 2xy? + 1, Q(z,y) = 22y ja D = R?. Yht#lo on eksakti, silld

oP  0Q

Lisaksi

x Yy T Yy
u(z,y) = / P(t,y)dt + Q(z,s)ds = / 20t + 1dt + / 2325 ds
=y’ + o — 3 — %7
Koska riittad 1oytdaa jokin funktio w , jolle % = P ja g—Z = (, niin voidaan valita
(z,9) = (0,0). Siten
u(r,y) =y’ +
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ja y on tutkittavan differentiaaliyhtfilén ratkaisu jos ja vain jos y(z)?z* + z = C
jollakin C' € R, toisin sanoen,

, x#0, CeR.

b) Ratkaistaan yht#lo
ycosw + 2we? + (sinw + 2%e¥ + 2)y’ = 0.

Tissé esimerkissi, P(x,y) = ycosz +2ze? ja Q(z,y) = sinz + z%e¢¥ + 2, sekid D = R2.

Koska op 90
el — y— 2%
o (x,y) = cosx + 2ze 5 (x,y),

niin yht#lé on eksakti, eli on olemassa jatkuvasti differentioituva u : R?> — R siten,
etta

ox

ou  — () =sinz + e + 2.

{6—“ = P =ycosz + 2xeY,
dy

Ensimmaisen yhtédlon perusteella u on valttdmétta muotoa
u(z,y) = ysinz + 2%e¥ + h(y)

jollekin jatkuvasti derivoituvalle funktiolle h. Derivoimalla td&m& muuttujan y suhteen
saadaan
du

Qz,y) = g, Smrt w'e? + 1 (y),

miké toteutuu jos ja vain jos h'(y) = 2 eli h(y) = 2y + C'. Valitsemalla C' = 0 saamme
siis

u(z,y) = ysinz + 2% + 2.
Néin ollen tutkittavan yhtélon ratkaisut ovat tédsmélleen ehdon

y(z)sinz 4 22e¥@ + 2y(z) = C

toteuttavat funktiot y.

2.6 Integroiva tekija

Jos yhtdlo P(x,y) + Q(x,y)y = 0 ei ole eksakti, niin joissakin tilanteissa se voidaan
kertoa puolittain funktiolla 4 : D — R niin, ettd saatu uusi yhtalo on eksakti.

Maéritelméi 2.6.1. Funktiota u: D — R sanotaan yhtélon P(x,y) + Q(z,y)y =0
integroivaksi tekijiksi, jos

(i) p(x,y) # 0 kaikilla (x,y) € D,
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(i) yhtélo
(@, y)P(x,y) + plz, y)Q(z,y)y =0
on eksakti.
Y14 olevan médritelmén ehto (i) takaa sen, ettd kerrottu yhtélo ja alkuperdinen

yhtélo ovat ekvivalentit. Integroivaa tekijaad haetaan yleensé sopivilla yritteilld, esi-
merkiksi muodossa

wx,y) = plz),
w(z,y) = pu(y),
wz,y) = pl +y),
1w, y) = pn () pa(y),

Eriissé erikoistapauksissa integroiva tekija 10ytyy varmasti:
Lause 2.6.2. Jos Q(x,y) # 0 kaikilla (z,y) € D, D toteuttaan ehdon S ja funktio

__ L (9P 99,
o) = g (5o ton) - 52w

ritppuu vain muuttujasta x, o(x,y) = p(x), nin
(r,y) = o 70

on yhtilon P(x,y) + Q(z,y)y" = 0 integroiva tekiji. Vastaavasti, jos P(x,y) # 0
kaikilla (x,y) € D ja funktio

1 oP 0Q
o) = o (e - 52l

riippuy vain muuttujasta y, ¥(zx,y) = Y (y), niin
p(z,y) = e J¥W
on yhtdlon P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 integroiva tekijd.
TobisTus. Suora lasku, joka jéa lukijalle harjoitustehtéiviksi. O
Esimerkki 2.6.3. Tarkastellaan yhtéaloa
3zy +y* + (22 + 2y)y = 0.
Merkitdin P(z,y) = 3zy + y* ja Q(z,y) = 2 + xy. Tilldin

P
%—y(w,y) =3r+2yF2r+y= %(x,y),
joten yht&lo ei ole eksakti. Jos lisédmme rajoitteet x # 0 ja x # —y, niin Q(x,y) # 0
ja
1 0P Q) T+y 1
— - = = Br4+2y—2w—y)=— 2 =
00y (ay (@) — 5~ (rc,y)> x2+xy( T+ 2y — 2z —y) P P
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riippuu vain muuttujasta z. Siten edellisen lauseen nojalla
pla) = el +4 = o]

on yhtélon integroiva tekija alueissa, joissa  # 0 ja x # —y. Saamme siten eksaktit
yhtélot
32%y +xy® + (2P + 2%y)y =0, x>0

ja
—(32%y + xy® + (2 + 2%y)y) =0, =z <0.
Nama voidaan yhdistéda yhtaloksi

32%y + ay® + (2% + 2y)y’ =0,

joka on hyvin méaéaritelty myos kun x = 0. Taman ratkaisuiksi saadaan

iy (x) + %ﬁy(I)Q =C.

Lukijalle ja&a harjoitustehtdvané pohdittavaksi onko téssd myos alkuperdisen yhtalon
ratkaisujen joukko.

2.7 Olemassaolo- ja yksikisitteisyyslauseen todis-
tus

Téssé osiossa todistamme olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen ensimmaéisen kerta-
luvun normaalimuotoisille yhtéloille:

Lause 2.7.1. Oletetaan, etti f : D — R ja sen osittaisderivaatta g—i D — R

ovat jatkuvia alueessa D ja (xo,y0) € D. Tallgin on olemassa 6 > 0 siten, etti

alkuarvotehtdvalla
!/ __
y(wo) = Yo

on olemassa valilld |xy — 6, xo + 0] mddritelty ratkaisu.
Lisdksi jos y1 : A1 — R ja ys : Ay — R ovat alkuarvotehtivin (2.12) ratkaisuja,
niin y1(x) = yo(x) kaikilla x € Ay N As.

Aloitamme todistuksen Gronwallin lemmaksi kutsutulla aputuloksella:

Lemma 2.7.2. Jos g : A — R on jatkuvasti derivoituva funktio siten, ettd
l9'(z)] < Kg(z) kaikilla x € A,
jax €A, niin

g(x) < g(@)eX*l.

23



TobisTus. Oletetaan ensin, ettd g(z) > 0 kaikilla x € A. T&lloin oletuksen perus-
teella

‘%[logg(ﬂf)}’ = <K,

joten
“d
log g(z) —logg(z) = / pr logg(t)dt < K|x — z|.

Siten
g(l’) _ elog g(z)—log g(&) < eK\xf:%\ ’

(%)

)

eli g(z) < g(&)eXl==2l,
Jos tiedetddn pelkistdédn, ettd g(z) > 0, niin soveltamalla ylld olevaa péittelya
funktioon g¢.(x) := g(x) + € saadaan

g-(x) < ge(@)e" e

eli
g(z) < g(@)efle=el 4 gefle=al ¢

Vaite seuraa tasta kun e — 0. O

Yksikésitteisyyden todistus:

Todistuksen yksinkertaistamiseksi tehd&én pieni lisdoletus: on olemassa vakio L > 0
siten, etta

—(z,y)| <L kaikilla (z,y) € D;

dy

ilman tétéd oletusta tehty todistus 16ytyy mm. Kekéldisen luentomonisteesta [6].
Olkoot y1, 92 : A — R alkuarvotehtavén (2.12) kaksi ratkaisua. Sovelletaan Lem-

maa 2.7.2 funktioon
g9(x) = (y1(x) — y2(x))*.

Funktio g on jatkuvasti derivoituva ja véliarvolauseen avulla saamme

19'(@)] = 12(y1 (2) — y2(2)) (11 (2) — w3 ()]
= [2(y1(2) = 12(2))(f (2, 11(x)) — f(z,92(2)))]

< 2 (a) — o) 2|2

oL
<2Lg(x).

Siten Lemman 2.7.2 nojalla, kun valitaan & = x,
g(x) < glwg)e*H el

eli
ly1(x) — ya(x)| < 6L|m_mo‘|y1(l‘o) — ya(mo)| = €L|x_z°||yo —yo| = 0.
Néin ollen y;(x) = yo(z) kaikilla z € A. O
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Olemassaolon todistus:

Jos y : A — R on jatkuvasti derivoituva, niin

y(r) = y(xo) + /x y'(t)dt.

zo

Siten funktio y on alkuarvotehtévin (2.12) ratkaisu jos ja vain jos

y(r) =yo + /z ft,y(t))dt kaikilla x € A. (2.13)

Olkoon a, b > 0 siten, ettd [ := [xg — a,x¢ + a] X [yo — b,yo + b] C D ja merkitdén

M = max{|f(z,y)| : (z,y) € I}, L:max{ ‘g—i(a:,y)': (z,) e[}.

Madritellaan funktiojono (y,,) seuraavasti. Asetetaan ensin
Yo(T) = yo (vakiofunktio)
Ja )
() = yo +/ f(t,yo) dt.
xo

Selvésti y; on jatkuva ja

() — w0l = | / F(t, o) dt] < / (o) di < Ml — |

kaikilla € [zg — a,x¢ + a]. Merkitdan § := min{a,b/M}, A = |xg — 6,20 + [ ja
madritellddan induktiivisesti

i AR, yn(@) = o +/ Ftgna (D) dt, n=2.3,...
o

Induktiolla ndhdaén, ettd (x,y,(x)) € I kaikilla z € A jan = 0,1,2,... Nimittdin
jos (z,yx(z)) € I kaikilla x € A, niin

s (2) — o] = | / £t yelt)) dt] < / (6 ()] dt < Ml — 2ol < M5 < b

eli ypr1(z) € [yo — b, yo + b] kaikilla z € A C [xg — a, zo + a]. Lisdksi viite on selvisti
totta tapauksessa n = 0. Erityisesti tieddmme nyt, ettd funktiot g, ovat jarkevasti
madriteltyja ja jatkuvia.

Seuraavaksi ndytdmme, ettd funktiojono (y,) suppenee tasaisesti. Koska

Yn = Yo + Z(yk — Y1)
k=1
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niin riittdé osoittaa, ettd funktiosarja > (yx — yx—1) suppenee tasaisesti. T#té varten

osoitamme induktiolla, etta

MLk’.Q? _ fCO’k—H - MLk5k+1
(k+ 1)! — (k+1)!

() — Yrra(z)] < (2.14)

kaikilla = € A; jos néin on, niin jonon (y,,) tasainen suppeneminen seuraa Weierstras-
sin kriteeriosta majoranttisarjan

suppenemisen nojalla.

Arvion (2.14) todistamisen osalta huomataan ensin, ettd véite on jo todistettu
ylla tapauksessa k = 0. Oletetaan siis nyt, ettd (2.14) on voimassa jollakin k > 0,
jolloin viéliarvolauseen nojalla

() = iea@)] = | [ A0t = [ a0
‘/Utm St e ()

<L [ ) - g at

xo
T MLk t— k+1 MLk+1
< = gy [
o °
MLk+1 1 2 MLk+1|l‘ _ :E()|k+2
sl — @l =
(k+1)lk+2 (k+2)!

Néin ollen (2.14) on totta kaikilla k = 0,1,2,...
Koska funktiot y, ovat jatkuvia ja suppenevat tasaisesti, on rajafunktio

y(x) == lim y,(z)

n—oo

myo0s jatkuva. Lisdksi koska f(t,y,(t)) — f(t,y(t)) tasaisesti kun ¢ € A (tdméi johtuu
siité, ettd y, — y tasaisesti ja f on tasaisesti jatkuva kompaktissa joukossa I), niin

n—oo

o) = lim (o) = o+t [ f(tgns®)dt=u+ [ Fleu0)dt

Néin ollen y toteuttaa integraaliyhtilon (2.13) ja on siten alkuarvotehtdvin (2.12)
ratkaisu. O
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Luku 3

Toisen kertaluvun yhtiloista

Téassa luvussa tarkastelemme toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloitd. Rajoitumme
kuitenkin ldhinné lineaarisiin yhtéloihin sekd sopivalla muuttujanvaihdolla ensimméi-
seen kertalukuun palautettavissa oleviin yhtéloihin.

3.1 Olemassaolo- ja yksikésitteisyys

Tarkastellaan toisen kertaluvun normaalimuotoista yht&loa

y' (@) = fz,y(x),y' (), (3.1)

missi f : D — R on jatkuva, D C R? alue. Merkitsemilld z(x) = 3/(z), yhtils (3.1)
voidaan esittdd yhtéloparina

y =z

2= f(x,y,2).

Taméa on erikoistapaus ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtéloparista
yi = fl(‘raybyZ)
Yo = fQ(xJ y17y2)7
joka usein esitetddn vektorimuodossa
Y'(z) = F(2,Y(2));

tiassd Y(z) = (y1(x),92(x)) ja F(x) = (fi(z), fo(x)) : D — R% Normaalimuotoi-
sille ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtélopareille alkuarvotehtavan ratkaisun
olemassaolo ja yksikésitteisyys voidaan todistaa ldhes samalla tavalla kuin edelld
Lauseessa 2.7.1, ja tdmén tuloksen nojalla saamme

Lause 3.1.1. Oletetaan, ettd f : D — R ja sen osittaisderivaatat g—gj, S—J, ovat jat-
kuvia alueessa D C R3 ja (zo,yo,y1) € D. Tdllgin on olemassa & > 0 siten, etti
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alkuarvotehtdvalla

y' = f(z,y,y)
y(wo) = Yo (3.2)
Y (o) = u

on olemassa valilld |xg — 0, xg + 0] madritelty ratkaisu y. Lisiksi jos y1 : Ay — R
ja yo : Ay — R ovat alkuarvotehtivin (3.2) ratkaisuja, niin yi(z) = yo(z) kaikilla
T e Al N AQ.

Huomautus 3.1.2. Toisen kertaluvun yhtélon y” = f(z,y,y’) ratkaisujen y; ja yo
kuvaajat voivat hyvin leikata toisensa. Sen sijaan funktioiden = +— (y1(x),yi(z)) ja
x +— (yo(z), yh(x)) graafit (jotka siis ovat R3:n osajoukkoja) ovat joko erillisid tai ne
yhtyvét.

3.2 Ensimmaéiseen kertalukuun palautuvia yht&iloi-
ta

A. Muotoa y" = f(z,y’) olevat yhtilot

Jos merkitaan z(x) := y'(z), jolloin y"(z) = 2/'(z), niin saamme téssd tapauksessa
ensimmaéisen kertaluvun yhtélon 2’ = f(x, z), jossa tuntemattomana on funktio z(z).

Esimerkki 3.2.1. Yhté&lo ) .
y//+_y/:_’ >0
x x
on muotoa y” = f(x,y’). Merkitseméilld z = 3y’ saamme z:lle yhtélon

1 1
dH—z== x>0,
x x

joka on ensimmadisen kertaluvun separoituva yhtéld. Sen ratkaisut ovat muotoa
C
2(z) =1+ —, Cy€eR,
x

josta saamme

y(x):/y/(x)dx:/z(m)dx:/1+%dm=x+0110gx+02,

missd x > 0 ja Cp,Cy € R.

B. Muotoa 4" = f(y,y’) olevat yhtilot

Olkoon y : A — R yhtélon " = f(y,y’) ratkaisu, jolle y/(z) # 0 kaikilla z € A.
Talloin y'(z) > 0 tai y/(z) < 0 kaikilla x € A, joten y on aidosti monotoninen. Siten
on olemassa kiifinteisfunktio y=! : y(A) — A. Merkit#in

2t) =y (y (1), tey(d).
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Talloin

/ "o —1 d —1 _ —1 1o —1 1 _ 1
20 ="y O) 7 [y (O] = Fluly™ (). (y (t)))m = f(t,z(t))%
eli funktio z = z(t) toteuttaa yhtilon 2’ = f<2 )

Kédntéen, jos 2’ = , 2 # 0, ja jos y toteuttaa yhtdlon y'(z) = z(y(x)), niin

f(t,2)

()y;(zg)(x)))y/(a:) = f(y(z),9 (z)).

T#llda menetelmilld saadaan (ainakin) yhtalon y” = f(y,y’) kaikki ne ratkaisut, joille

y'(z) # 0.
Esimerkki 3.2.2. a) Tarkastellaan yhtaloa

_ Sy

1+ y/2
y”z—( ), y # 0.

Tama on tyyppid v" = f(y,y’), joten edelld tehdyn paittelyn nojalla paadymme
tutkimaan yhtaloa

. fltz) 1+22 11+22
z = = = —

)

2 tz t =z
joka separoituu; sen ratkaisut ovat muotoa

2(t) = £/ (C1t)? — 1, teR\[_ﬁwc_lu]v Cy # 0.
Alkuperiisen yhtdlon ratkaisut saadaan nyt ratkaisemalla yhtdlo ¢ = z(y) eli

y'(z) = £/ (Cry(z))? — 1.

Myés tdma yhtalo separoituu. Silla on erikoisratkaisut y = jzoil (jotka eivdt toteuta
alkuperdistd yhtdlod), muut ratkaisut saadaan kaavasta

i/ﬁ@:/mx.

Muuttujanvaihdolla Cy = s saamme
1 1 1 1 1
+ | ———d :i—/—ds:—arcoshs:—arcoshO ,
/ V(Cry)?—1 Y CiJ Vs?2—1 Ch Gy ()

joten tdma kaava johtaa ratkaisuihin

1
y(ZL') = 5 COSh(Ol.T -+ 0102), Cl, Cy e R.
1
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b) Ratkaistaan alkuarvotehtéva

y'=y'e¥,
y(0) =0,
y'(0) = 1.

f(t,z)  zé

Yhtélon 2/ = = “— = ¢’ ratkaisut ovat z(t) = e' + C). Funktio y saadaan

2 z
siten ratkaisemalla separoituva yhtélo
y =e’+ Ch.

Télla yhtalolld on erikoisratkaisut y = log C; (jos C7 > 0) ja muut ratkaisut saadaan

kaavasta )
dy= | ldx = Ch.
/ o 1 O Y / r=x+ Coy

Vasemman puolen integraalin laskeminen helpottuu merkittéavésti, kun huomataan,
ettéd alkuehtojen perusteella

1=19/(0) =2(y(0)) =2(0) ="+ C1 =1+ (1,

eli C; = 0. Siten saamme yhtélon
—e V@) — g 4 Oy,

josta seuraa

1
— log ———.
ylz) = log —— G
Koska y(0) = 0, on Cy = —1, ja siten alkuarvotehtdvin ratkaisu on
1
Y@ =log it we]-so1]

3.3 Toisen kertaluvun lineaarinen yhtilo

Maiaritelma 3.3.1. Toisen kertaluvun normaalimuotoinen differentiaaliyhtalo on [i-
neaarinen, jos se on muotoa

y" () + p(2)y'(x) + r(2)y(z) = q(2),

missd p,q,r : A — R ovat jatkuvia. Yhtdlo on homogeeninen, jos q(x) = 0 ja vakio-
kertoiminen, jos p ja r ovat vakiofunktioita.

Huomautus 3.3.2. Samaan tapaan kuin ensimméisen kertaluvun tapauksessa voi-
daan osoittaa, ettd alkuarvotehtéavalla

y' +p(x)y +r(r)y = q(v),
y(ﬂﬁo) = Yo,
Y'(vo) =

on olemassa yksikésitteinen koko vdlilld A mééritelty ratkaisu y : A — R.
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3.3.1 Homogeeniyhtilon ratkaiseminen

Maéritelméa 3.3.3. Funktiot u,v : A — R ovat lineaarisesti riippuvia (LD), jos on
olemassa vakiot C',Cy € R, joista ainakin toinen on nollasta eroava siten, etta

Ciu(z) + Cov(x) =0 kaikilla 2 € A.
Muussa tapauksessa funktiot u ja v ovat lineaarisesti risppumattomia (LI).

Huomautus 3.3.4. Funktiopari {u,v} on LD jos ja vain jos u = C'v jollakin C' € R
tai v = C'u jollakin C' € R.

Esimerkki 3.3.5. Funktiot u(z) = e” ja v(z) = ¢** (A = R) ovat LI: ehto
0 = Chu(x) + Cyv(x) = Cre” + Coe®™ = *(C) + Cae®)

on voimassa kaikilla x jos ja vain jos C7 = —Che®. Erityisesti siis termin —Cye” on
oltava vakio, miké on mahdollista ainoastaan jos Cy = 0. Talloin my6s C = 0.

Maaritelma 3.3.6. Jatkuvasti derivoituvien funktioiden v, 42 : A — R Wronskin
determinantti on jatkuva funktio

W= W) & = R W) =det [0 B0 i)~ lon] o),

Lemma 3.3.7. Jos y1,y2 : A — R ovat jatkuvasti derivoituvia ja Wy, ya2)(xo) # 0
jollakin xo € A, niin {y1,y2} on LI

Todistus. Jos {y1,ys2} olisi LD, niin y; = Cy, jollakin C' € R tai yo = Cy; jollakin
C € R; ilman yleisyyden menetystd voimme olettaa, ettd y; = Cy,. Talloin

Wy, y2)(x) = y1(2)ys(2) — y2(2)y) (2) = Cya(z)ysy(x) — Cya(2)ys(w) = 0,
mika on ristiriidassa oletuksen kanssa. O

Huomautus 3.3.8. Kéénteinen tulos ei yleisesti ottaen pida paikkaansa, eli ehdosta
W(x) = 0 kaikilla x € A ei seuraa, ettd {y1,y2} olisi LD. Esimerkkiné téstd ovat

funktiot y;(z) = 2? ja
(2) 22, >0
xr) =
V2 —2% 2 <0.
Kuitenkin pétee:

Lause 3.3.9. Jos y1,y2 : A — R ovat homogeeniyhtilon y" + p(z)y + r(z)y = 0
ratkaisuja, niin {y1,y2} on LI jos ja vain jos W (y1,y2)(xo) # 0 jollakin xo € A.
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Todistus. Riittdd osoittaa, ettd jos {y1,y2} on LI, niin W (yy,y2)(zo) # 0 jollakin
o € A. Valitaan ensin zo € A siten, ettd ys(xg) # 0; tdllainen piste on olemassa,
silld jos yo = 0, niin {y;,y2} on LD.

Suoralla laskulla (joka jd& lukijalle harjoitustehtdviksi) ndhdddn, ettd Wronskin
determinantti toteuttaa ensimmaéisen kertaluvun lineaarisen yhtélon

W'+ p(x)W =0,
joten
W(z) =W(xg)e™ Jao P8t
Siten jos W(zo) = 0, niin W (x) = 0 kaikilla z € A. Erityisesti olisi

4 {yl(@")} @)y (@) - n@g) W)
dx y2($) 2

ya(2)? p(@?

y1(2)
ya ()
olisi vakio eli yi(z) = Cya(x) jollakin C' € R. Téssd vakio C' voisi periaatteessa
riippua osavilistda A’, mutta Lauseen 3.1.1 yksikésitteisyyspuoli takaa, ettd néin ei
ole. Siten y;(x) = Cys(x) kaikilla x € A, mistd seuraa, ettd {y;,y2} on LD vastoin
oletusta. Niin ollen W (xy) # 0 ja samalla ndhtiin, etté itse asiassa W (z) # 0 kaikilla
xr € A. [

jokaisella vilin A osavélilld A’| jolla yo(x) # 0. Tallaisilla valeill4 siis osamééra

Seuraus 3.3.10. Jos y1,y2 : A — R ovat homogeeniyhtilon y" + p(x)y + r(x)y =0
lineaarisesti riippumattomia ratkaisuja, niin funktiolla yo on nollakohta funktion vy,
kahden nollakohdan vdlissd.

Todistus. Tehdddn antiteesi: y;(z1) = y1(x2) = 0, mutta yo(z) # 0 kaikilla x €]z, o]
Huomataan ensin, ettd yo(z1) # 0 # ya(z2), silld muuten Wronskin determinantti

hévidisi néissd pisteissd. Néin ollen funktio h : [z1, 2] — R, h(z) = () on hyvin

Y2(z)

maédritelty ja h(z1) = h(zy) = 0. Rollen lauseen nojalla on olemassa £ €|xq, xo siten,
etti 1'(€) = 0, eli

W)
0="n'(§) =- .
© y2(§)?
Siten W (&) = 0 ja {y1,y2} LD edellisen lauseen (todistuksen) nojalla, mikd on risti-
riidassa oletuksen kanssa. O

Masaritelma 3.3.11. Kahdesti jatkuvasti derivoituvat funktiot y;, 72 : A — R muo-
dostavat homogeeniyhtélon y” + p(x)y’ +r(x)y = 0 ratkaisukannan', jos y; ja ys ovat
yhtélon ratkaisuja ja jokaiselle ratkaisulle y : A — R on olemassa vakiot C1,Cs € R
siten, ettd

y(x) = Cryi(z) + Coya(x) kaikilla x € A.

! Joissakin lihteiss# ratkaisukantaa kutsutaan myos nimelld perusjdrjestelmd
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Lause 3.3.12. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitiviac homogeeniyhtdlon y" + p(z)y’ +
r(z)y = 0 ratkaisuille y, ja ys:

(i) Funktiot y, ja yo muodostavat yhtilon ratkaisukannan.

(ii) {y1,y2} on LI
(iii) W (y1,y2)(zo) # 0 jollakin xo € A.
(1) W(yr,y2)(z) # 0 kaikilla v € A.

Todistus. 1° Olkoon {yi, y2} homogeeniyht#lon ratkaisukanta, ja osoitetaan, ettd funk-
tiopari {y1,y2} on LI:

Tehdéén antiteesi, {y1,y»} on LD. Télloin, ilman yleisyyden menetysté, voimme
olettaa, ettd y; = Cys jollakin C' € R. Koska {y;,y2} on ratkaisukanta, niin kaikki
homogeeniyhtdlon ratkaisut voidaan lausua muodossa

y(x) = Cryn(x) + Caya(x) = (CLC + Co)ya(w) = Cya ().

Olkoon nyt zo € A. Jos ya(zo) = 0, niin yhtélon y” + p(x)y’ + r(x)y = 0 alkuehdot
y(xo) = ¢/ (x9) = 1 toteuttavaa ratkaisua (jollainen on olemassa Lauseen 3.1.1 nojalla)
ei voida esittdd muodossa y = C'ys. Jos taas ya(zg) # 0, niin alkuehdot y(zg) = 0,
y'(z0) = 1 toteuttavaa ratkaisua ei voida esittéad muodossa y = C'yy. Siten {y1, 42} ei
ole ratkaisukanta, miké on ristiriidassa oletuksen kanssa.

2° Oletetaan, ettd W (xzg) # 0 jollakin zo € A, ja osoitetaan, ettd {y1,y>} on ratkai-
sukanta:

Olkoon y mielivaltainen yhtdlon y” 4+ p(x)y’ +7(x)y = 0 ratkaisu. Lauseen 3.3.9 to-
distuksen perusteclla W (g3, 12)(z) = Cp(z), W(y, 32)(x) = Crpu(z) ja Wy, 10)(x) =
Copu(x) joillakin vakioilla C, Cy, Cy € R, missd

p(x) = e JP@)de
Siten
(Crya(z) = Coyr () () = Wy, y1)(z)y2(2) — Wy, y2)(2)y1 (2)
= [y@i(@) = @)y @) | 1a(@)
~ [y(@)ph(@) — 120y @) ()
= [yz(w)yi(fv) - yl(l‘)yé(x)]y(x) = —W(y1,92)(2)y(z)
= —Cu(x)y(z).

Koska p(z) # 0 kaikilla € A ja oletuksen perusteella C'u(xg) = W (y1,y2)(zo) # 0,
niin myos C' # 0. Siten saamme edellisesté yhtalostéa

y(@) = Zun(e) ~ Dano).

Néin ollen {y1,y2} on ratkaisukanta. O
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Esimerkki 3.3.13. Funktiot y,(x) = sinx ja y,(2) = cosz ovat yhtilon ¢’ +y = 0
ratkaisuja ja
Wy, y2)(z) = — sin?x — cos®x = —1 #0

kaikilla € R. Siten {y1, y»} muodostaa ratkaisukannan eli yhtélon y” 4+ y = 0 kaikki
ratkaisut ovat muotoa

y(x) = Cysinz + Cycosz, Cp,Cy € R.
Lause 3.3.14. Yhtdalolli y" + p(x)y' + r(z)y = 0 on olemassa ratkaisukanta.

Todistus. Olkoot y; ja yo yhtdlon y” + p(z)y’ + r(x)y = 0 ratkaisuja alkuarvoilla
yi1(zo) = 1, yi(zo) = 0 ja ya(xo) = 0, y5(xg) = 1, misséd xy on jokin vilin A piste.
Talloin W(yp,y2)(xo) = 1 # 0, joten viite seuraa Lauseesta 3.3.12. O

3.3.2 Ratkaisukannan l6ytidminen kertaluvun pudotuksella
Oletetaan, ettd y; on homogeeniyhtilon
y' +p(@)y +r(z)y=0 (3.3)

ratkaisu siten, ettd y;(x) # 0 kaikilla x € A. Etsitddn toista lineaarisesti riippuma-
tonta ratkaisua y, muodossa ys(z) = v(x)y;(x). Talloin suoralla laskulla ndahd&én,
ettd yo on yhtdlon (3.3) ratkaisu jos ja vain jos

"y + 2y + p(x)y v + (Y + p(@)yy +r(@)y) v =20

\ ~ ,
eli
V" 4 s(z)v" =0,
missé
s(x) == 2y1(:c) + p(x).

y1()

Tamé yhtils toteutuu jos o' (x) = e~/ *@ % mistd saadaan

v(z) = /x (e*fts(r) d") dt.

Nyt on 16ydetty yhtéalon (3.3) ratkaisukanta, silla

L@ v@m@
W) =den 10 L ] = o)
= ey ()2 £ 0

kaikilla € A oletuksen y;(x) # 0 perusteella.
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Esimerkki 3.3.15. Yhtalolla
1 1
y' ==y +5y=0, z#0
T T

on ratkaisu y;(z) = x (joka loydetddn kokeilemalla/arvaamalla). Haetaan toista rat-
kaisua yo muodossa yz(z) = v(z)x, jolloin yh(x) = v'(z)x+v(z) jayy = v"(z)x+20'(x).
Siten

1
yg_—yé+_292=v"x+2v’—v’——v—i——v:v"x—l—vlzo
x x x x

jos ja vain jos

1
Tamén separoituvan yhtdlon eris ratkaisu on v'(x) = —, josta edelleen v(z) = log |z|.
x

Siten etsitty ratkaisu on ys(x) = xlog |z|. Koska Wy, y9)(z) = z, saadaan tutkitta-
van yhtdlon kaikki ratkaisut véleilld A = ]—o0,0[ ja A = |0, co[ muodossa

y(x) = Ciz + Coxlog |z|, C,Cy € R.

3.3.3 Vakiokertoiminen yhtilo

Vakiokertoimiseen homogeeniyht&loon
y' +ay +by=0, a,b,e R

liittyva karakteristinen yhtdalé on

N 4+a+b=0.
Sen ratkaisut ovat
/\——ai\/GQ—b cC
2 4 ’
Huomautus 3.3.16. Jos y(x) = ¢, niin

Y+ ay + by = N2 + are®™ + be* = AN 4 al + D).

Lause 3.3.17. Vakiokertoimiseen homogeeniyhtdilon vy’ +ay’ +by = 0 kaikki ratkaisut
saadaan muodossa

(i) y(x) = CreM® + Coe™®, jos A\, Ny € R ovat karakteristisen yhtdlon juuria ja
A 2 N,

(ii) y(z) = C1e’* + Cyze’®, jos X € R on karakteristisen yhtilon kaksinkertainen
JUUTT.

(111) y(x) = C1e* sin(Bz)+Cae™ cos(fx), jos atifs € C ovat karakteristisen yhtilon
kompleksijuuria.
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TobpisTus. (i) Merkitdin y;(z) = eM® ja yo(x) = e**. Suoralla laskulla (vertaa
Huomautus 3.3.16) ndhdaén, ettd y; ja yo toteuttavat yhtdlon y” + ay’ + by = 0.
Liséksi
Wy, y2)(x) = (A2 — )‘1)6(/\1+/\2)z #0
kaikilla 2 € R. Siten Lauseen 3.3.12 nojalla {y;,y2} on yhtélon ratkaisukanta.
Kohtien (ii) ja (iii) todistus jaa lukijalle harjoitustehtaviksi. O

Esimerkki 3.3.18. Ratkaistaan alkuarvotehtéava

y'+2y +2y =0,

y(0) =0,

y'(0) = 1.
Karakteristinen yhtalo on téssé tapauksessa

AN 42X4+2=0,

jonka juuret ovat A = —1 4 4. Siten yhtdlon 3" + 2y + 2y = 0 ratkaisut saadaan
muodossa
y(x) = Cre "sinx 4+ Coe “cosz, C1,Cy € R.
Ehdosta y(0) = 0 seuraa Cy = 0, joten y/(z) = —Cie *sinx + Cre " cosz. Ehto
y'(0) = 1 toteutuu kun C; = 1, joten etsitty alkuarvotehtédvén ratkaisu on
y(x) = e “sinz.

Huomautus 3.3.19. Lauseen 3.3.17 kohdan (ii) ratkaisukanta {e**, ze**} 16ydetéisin
kertaluvun pudotuksella: muodossa y»(z) = v(x)e* tehty yrite johtaa ratkaisuun
Yo (1) = ze’. Kohta (iii) puolestaan selittyy (ainakin osin) silld, etti kompleksiluvulle
2z = a+ 13 pétee

e = e%(cos B + isin f3).

3.3.4 Yleisen lineaariyhtilon ratkaiseminen
Tarkastellaan yhtaloa

y" +p(@)y +r(2)y = q(@), (3.4)
missé p,r,q : A — R ovat jatkuvia.

Lause 3.3.20. Jos funktiot {y1,y2} muodostavat homogeeniyhtilon y" + p(z)y +
r(z)y = 0 ratkaisukannan ja ys on yhtilon (3.4) jokin ratkaisu, niin (3.4):mn kaikki
ratkaisut saadaan muodossa

y(z) = Cryr(z) + Coyo(x) + y3(z), C1,Cy € R.
TobisTus. Harjoitustehtévé, johon vihjeitéd voi etsid Lauseen 2.4.3 todistuksesta. O
Esimerkki 3.3.21. Ratkaistaan lineaarinen yhtdlo y” + y = x. Vastaavan vakio-
kertoimisen homogeeniyhtélon y” + y = 0 (erds) ratkaisukanta on y;(x) = sinz,

yo(x) = cos x. Lisiksi havaitaan, ettid ys3(x) = = on yhtdlon y” + y = x ratkaisu, joten
sen kaikki ratkaisut saadaan muodossa

y(xr) = Cysinz + Cycosx +x, C1,Cy € R.
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3.3.5 Vakioiden variointi

eli miten yksittéaisratkaisu y3 16ydetédén, jos vastaavan homogeeniyhtélon jokin ratkai-
sukanta {y, 92} tunnetaan?

Ideana on etsid kahdesti jatkuvasti derivoituvat funktiot C7,Cs : A — R siten,
etta

ys(x) = C1(z)y1 () + Co(2)y2 ()
on yhtdlon (3.4) ratkaisu. Télle yritteelle pitee

ys = Ciyr + Cryy + Coya + Cayy.
Tehdaén téassa vaiheessa lisdoletus Ciy; + Chys = 0, jolloin

ys = C1yy + Cayly

ja

ys = Cyy + Cryy + Coys + Cays.
Siten termejé sopivasti jarjestellen saamme

ys + p(a)ys +r(x)ys = Cryy + Cayy + C1 (v + p(@)yy + r(@)yr)
~

+ Cy (yy + p(2)yy + r(2)y2)

~~
=0

= Oy + oy,
joten y3 on etsitty ratkaisu, jos yhtalopari

{01<x>y1<x> + Ch(x)ys ()
Ol (@)yi (x) + Ch(x)yh(x)

|
Qo

(z)
toteutuu. Tamaéan yhtaloparin ratkaisuksi saadaan

v ya(w)g() o n(@)g(x)
Ci(x) = —W7 Cy(x) = W,

missd Wronskin determinantti W (x) = W (y1, y2)(z) # 0 kaikilla z € A, silld {y1,y2}
on homogeeniyhtilon y” + p(z)y’ +r(z)y = 0 ratkaisukanta. Etsityt funktiot C; ja Cy
saadaan vastaavia derivaattoja integroimalla.

Esimerkki 3.3.22. Ratkaistaan yhtalo
y' 4+ y=tanz

vililla » € | -7, 7[. Vastaavan homogeeniyhtdlon y” 4y = 0 ratkaisukannan muodos-
tavat funktiot y;(z) = sinz ja ys(x) = cosz. Yrite

ys(z) = Cy(x) sinz + Cy(x) cosx
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yhdessa lisdehdon Cfsinx + C cos x = 0 kanssa johtaa yhtalopariin

Ci(z)sinz + Ci(z) cosz =0,
Ci(z)cosx — C)(x)sinz = tan .

Ensimmaéisestd yht#lostd saadaan Cy = —C , joka sijoitettuna toiseen yhtaloon
cos T
. e ) . : , sin® : o
antaa sieventdmisen jéalkeen (] = sinz. Siten C) = — . Integroimalla ndm4
cos T
saamme C(z) = —cosx ja

. 2 1 1 .
02($):/—Sln xdxz/(cosx— ) dx = sinz — log (ﬂ)7
COS X CcoS T COS T

missé integraali /

dr saadaan laskettua sijoitusta ¢ = tan  ja trigonometristen
cos T

funktioiden palautuskaavoja kayttden. Ndin ollen

ys(z) = Oy (z) sinx + Cy(x) cos x

) ) 1+sinz
= —cosxsinx + sinx cosx — cosx log | ——
cos T
1 +sinx
= —cosz log | —— |,
cos T

ja yhtélon y"” 4y = tan x kaikki ratkaisut vélilla | -7, 7| saadaan muodossa

1+sinx

y(x) = Cysinz + Cycosx — cosx log (
cos

), Cl,CQGR.

3.3.6 Valistunut arvaus

Kokeilu on tietyisséd tapauksissa tehokas tapa etsid ratkaisua toisen kertaluvun epé-
homogeeniselle lineaariyhtélolle. Erityisen hyvin tdmé metodi toimii kun yhtélé on
vakiokertoiminen, mutta muulloinkin voi yrittaa.

Lause 3.3.23. Tutkitaan vakiokertoimista yhtiloi y" + ay’ + by = q(z), a,b € R.
(i) Jos q(x) on polynomi, niin yhtalslla on polynomiratkaisu.
(ii) Jos q(x) = Ae® ja

(a) c ei ole karakteristisen yhtdlon juuri, niin y(r) = Ke®

K e R.

(b) ¢ on karakteristisen yhtilon yksinkertainen juuri, niin y(x) = Kze® on
ratkaisu jollakin K € R.

on ratkaisu jollakin

(c) c on karakteristisen yhtdilén kaksinkertainen juuri, niin y(xr) = Kx2e on
ratkaisu jollakin K € R.
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(iii) Jos q(x) = Asin(wz) (vast. q(x) = Acos(wz)) ja

(a) twi ewdt ole karakteristisen yhtdlon juuria, niin y(x) = Ksin(wz) +
L cos(wz) on ratkaisu joillakin K, L € R.

(b) fwi ovat karakteristisen yhtdilon juuria, niin y(r) = Lxcos(wzx) (vast.
y(x) = Lxsin(wz)) on ratkaisu joillakin L € R.

TobisTus. Todistamme vain kohdan (ii), kohdat (i) ja (iii) jadvét lukijalle harjoitus-
tehtaviksi.

Jos q(x) = Ae® ja c ei ole karakteristisen yhtalon juuri, niin funktiolle y(x) = Ke
patee

cx

Y +ay + by = Ke“(* +ac+b) = Ae™,

kun K = A/(c* + ac + b), missi ¢® + ac + b # 0 oletuksen perusteella. Jos taas ¢ on
karakteristisen yht#lon yksinkertainen juuri, niin ¢ + ac +b = 0 ja 2c + a # 0. Siten
funktiolle y(z) = Kxe™ pétee

y' +ay +by = Kze™ (> + ac+b) + Ke“ (2c+ a) = Ke™(2c + a) = Ae™,

kun K = A/(2¢ + a). Lopulta jos ¢ on karakteristisen yhtdlon kaksinkertainen juuri,
niin ¢ + ac+b =0, 2c+a =0 ja a® — 4b = 0. Siten funktiolle y(z) = Kx?e® pitee

Y +ay + by = K2?e“(® + ac + b) + Kze™(4c + 2a) + 2Ke™ = 2K e™ = Ae™,
kun K = A/2. O
Esimerkki 3.3.24. a) Ratkaistaan yht#lo
v +y =sinx.

Vastaavan homogeeniyhtélon ratkaisukannan muodostavat y;(z) = sinz ja ys(x) =
cos x. Siten Lauseen 3.3.23 nojalla etsimme ratkaisua y3 muodossa ys(z) = Kx cosz.
Télloin y4 = K cosz — Kxsina ja ys = —2K sinz — Kx cos x. Siten

ys +ys = —2Ksinx — Kxcosz + Kz cosx = —2K sinz = sin x,

kun K = —1/2. Tutkittavan yhtdlon y” + y = sinz kaikki ratkaisut saadaan siis
muodossa

1
y(x) = Cysinz + Cycosx — JTcos, C1,Cy € R.

b) Ratkaistaan yht#lo
y' +y=2>+sinz.

Yhtilo ¢’ 4+ y = sin x ratkaistiin ylli. Ratkaistaan erikseen vield yhtilo v’ 4+ y = 22
Kokeilu y3(x) = ag + a1x + axx? antaa

Yy +ys = 2ag + ag + a1z + axr?,
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joten y5 toteuttaa yhtélon y” +y = 22 jos ja vain jos ag = —2, a; = 0 ja as = 1. Siten
kaikki ratkaisut saadaan muodossa

y(z) = Cysing + Cycosz + 22 —2, C,Cy €R.
Nyt yhtdlon y” + y = 22 + sin « kaikki ratkaisut saadaan muodossa
1
y(x) = Cysinz + Cycosx — §xcos +22 -2, (1,0, €R.
Syyné tédhén on se, etta funktio yy(z) = —%x cos +x% — 2, joka on siis saatu laskemalla
yhteen yhtildiden v +vy = sinx ja y”’ +y = 22 16ydetyt yksittiisratkaisut, on yhtélon
y" 4y = 2% + sin x yksittdisratkaisu.
3.4 Yhteys lineaarisiin differentiaaliyhtéilépareihin
Lineaarinen ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtélépari on muotoa
()
Ya(x)
missé kerroinfunktiot a;;,b; : A — R ovat jatkuvia ja y;,y, tuntemattomia. Sama
voidaan esittdd matriisimuodossa

a1 (2)y1(z) + ara(z)ya(z) + b1 (2),
a (2)y1(z) + ag(z)ya(z) + ba(2),

Y'(z) = A(@)Y (z) + B(),

missa Y (z) = (g;g;), Ax) = (Z;Eg Z;jg;) ja B(z) = <b1(x)) Yhtalopariin
liittyva alkuarvotehtdva saa muodon

{Y’<x> = A(2)Y () + B(x),
Y(xo) = Yo,

=al
no
—~
&
~—

missd xg € AjaYy = (zm) € R2. Siten ehto Y (o) = Y; tarkoittaa, ettd vy (x0) = o1
02
ja y2(0) = Yoo-
Esimerkki 3.4.1. Tarkastellaan yhtédloparia
y1 =vy2 + 1,
Yy =0,

joka on helppo ratkaista. Koska y5 = 0, niin ys(x) = Cy jollakin C; € R. Siten
ensimméinen yhtalo saa muodon y; = Cix + 1, josta yi(x) = %x2 + x + (5. Néin

ollen
() (55790 () -0)- )

=C1Yi(z) + CoYs(x) + Ys(z),
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1.2
missd vektorifunktiot Y (z) = <2f ) ja Y(x) = (é) toteuttavat vastaavan homo-

yll = Y2,
yy = 0.

Mairitelmés 3.4.2. Funktiot Y;, Y5 : A — R? muodostavat homogeenisen yhtilopa-
rin Y'(z) = A(2)Y (x) ratkaisukannan, jos Y/(x) = A(x)Yi(z), i = 1,2, ja jokainen
yhtéloparin ratkaisu ¥ on muotoa

geenisen yhtaloparin

Y(z) = C1Yi(z) + CoYa(z), C1,Cy € R.

Lause 3.4.3. Seuraavat ehdot ovat yhtdipitdvii homogeenisen yhtdaloparin Y'(x) =
A(2)Y (x) ratkaisuille Y ja Ys:

(i) Funktiot Y1 ja Yo muodostavat yhtaloparin ratkaisukannan.

(11) {Y1,Y2} on LI, ts. ehdosta C1Y1(x) + CoYa(x) = 0 kaikilla v € A seuraa Cy =
Cy = 0.

WWW?“E%Qﬁi

v - (320)

(iv) W(z) # 0 kaikilla x € A.

} # 0 jollakin xo € A, missd Yi(x) = (21 Eg))

Tobistus. Harjoitustehtava. O

Vakiokertoimisen yhtiloparin ratkaiseminen eliminoinnilla
Tyydymme tarkastelemaan asiaa esimerkin avulla:

Esimerkki 3.4.4. Tutkitaan yhtédloparia

Y1 =1~ Yo

Yo = 5y — 3y
Derivoimalla ensimmaéisen yhtdlon saamme yf = 3] — y5. Sijoittamalla tdhédn toisen
yhtalon v = 5y; — 3y, tuloksena on yhtilo

Y1 = Y1 — 5y1 + 3y
Toisaalta ensimméisen yhtdlon nojalla yo = —y) + y1, joten
yi =y — 5y +3(=y1 — y1) = —2y; — 2y

Padadyimme siis toisen kertaluvun vakiokertoimiseen yhtéloon

Yl + 2y + 2y =0,
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jonka ratkaisut ovat muotoa (karakteristisen yhtélon juuret ovat —1 4 )
yi1(z) = Cre sinx + Coe “cosz, C1,Cy € R.
Té&téa derivoimalla saamme

yy = —Cre "sinx + Cre " cosx — Cye " cosw — Coe " sinx
= (=Cy — Cy)e "sinx + (C; — Cy)e “ cosz,

joten yhtaloparin ensimmaisen yhtéalon nojalla
Yo = —y; +y1 = (2C1 + Cy)e “sinx + (2Cy — Cy)e " cos .

Siten

yi(z)\ e Tsinx e Tcosw
(yz(x)) =G (26_’” sinz — e* cos x) +C (e‘x sinz + 2e~* cos x) '
Koska liséksi

W(z) = det { =e £,

e Tsinx e *cosx
2e7%sine — e Fcosx e Fsinx + 2e Fcosx

on yhtéloparin kaikki ratkaisut 16ydetty.

Huomautus 3.4.5. Muotoa Y'(z) = A(x)Y (z) + B(z) olevia epdhomogeenisié yh-
talopareja voidaan myos ratkaista eliminoinimenetelmalla. Yksi tapa on ratkaista en-
sin vastaava homogeeniyhtdlopari ja sitten etsid vakion varioinnilla/kokeilulla jokin
yksittaisratkaisu.
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