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1.

Olkoon

f:00,1]x[0,1] =R, f(z,y)=z+y
ja P = {0, %, %, 1} x {0, %, 1}. Laske funktion f jakoon P liittyvit Darboux’'n
alasumma L(f, P) ja ylasumma U(f, P).

. Olkoon I = [0,1] x [0,1] ja

5, Jjosx >y

f:1—=R, f(%y):{

0, josx <y

Osoita integroituvuuden mééritelmaé tai Riemannin ehtoa kédyttéden, ettd f
on integroituva.

Olkoon I C R™ kompakti vali ja olkoot f: I — R ja g: I — R integroituvia
funktioita, joille pétee f(z) > g(x) kaikilla = € I. Osoita, ettd [, f > [, g.

. Todista Riemannin ehto: Rajoitettu funktio f: I — R on integroituva <—=-

jokaiselle € > 0 on olemassa vilin I jako P siten, ettd U(f, P.)—L(f, P.) < ¢.

. Olkoon I = [a, b] x [c,d] C R? kompakti vili.

(a) Olkoon f: I — R rajoitettu funktio, jolle patee f(z,y) = 0 kaikissa vilin
I siséipisteissil. Osoita, ettd f on integroituva ja ettd [ [=0.

(b) Olkoot g: I — Rjah: I — R integroituvia funktioita siten, ettd g(z,y) =
h(x,y) kaikissa vilin I sisépisteissi. Osoita, ettd [, g = [, h.

. Olkoon f: I — R rajoitettu funktio, jolle on olemassa vélin I C R" jako P

siten, ettd L(f, P) = U(f, P). Osoita, ettd f on vakiofunktio, ts. on olemassa
¢ € R siten, ettd f(x) = c kaikilla z € [.

Olkoon I =[0,1]x[0,1] ja f: I — R, f(z,y) = z. Osoita, etti ei ole olemassa
vélin I jakoa P, jolle olisi L(f, P) = ala [, f.



