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0.1. Kurssin tavoitteet

Kurssi sisdltdd seuraavia asioita:
lineaariset yhtaloryhmat

matriisit ja matriisioperaatiot
determinantti ja kdanteismatriisi
vektoriavaruudet ja lineaarikuvaukset
matriisin ominaisarvot ja -vektorit
diagonalisointi ja neliomuodot

o O O O O O O

kompleksiset vektoriavaruudet

Kurssin vaativuustaso on asetettu siten, ettd sen tiedoilla (n&ilta
osin) voi aloittaa esim. Mekaniikan ja Kvanttimekaniikan kurssit.
Kurssi on luonteeltaan laskennallinen (ei teoreettinen).

Kurssin asiat kasitellddn padosin (ja tarkoin todistuksin) myds
matematiikan kursseilla Lineaarinen algebra ja geometria 1&2.
N&m3 luentokalvot ovat verrattain tiiviit ja rakentuvat pdaosin
Jouni Suhosen tekemin luentomonisteen (2012) mukaisesti.

Aihetta kasitellaan myos Markku Lehdon monisteessa (2001).
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1. Matriisit ja matriisioperaatiot
1.1. Lineaariset yhtaloryhmat ja matriisit

Lineaariseksi yhtaloksi kutsumme muotoa

aixy+axo+...+apx, = b (1)
olevaa yhtdloa muuttujille xq, ..., x,, missd a; ja b ovat vakioita.

Lineaarinen yhtaléryhma on useamman sellaisen lineaarisen yhtalon
ryhma, joissa on samat tuntemattomat muuttujat x;, i =1,...,n.
Esimerkiksi kahden muuttujan (n = 2) yhtaloryhma on

{811X1 + apxp = by 2)

agix1 + axnx2 = by

ja vakioista aj; ja b; riippuen talld yhtaloryhmalla joko ei ole yhtdan
ratkaisua, on tasmalleen yksi ratkaisu (yksi piste) tai darettéman
monta ratkaisua (suora).

Esim Esimerkit kustakin em. tapauksesta kahden yhtdlon ryhmalle.
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Useammankin kuin kahden muuttujan yhtaléryhmalle patee Lause:

Lineaarisella yhtdléryhmalla joko ei ole yhtdan ratkaisua, on
tdsmalleen yksi ratkaisu tai on d3rettdoman monta ratkaisua.

Pienid yhtaloryhmia olemme koulussa oppineet ratkaisemaan
eliminointimentelmilla. Se helpottuu huomattavasti (paperilla
ja tietokoneessa, kts. §2) ottamalla kdytto6n matriisit.

Esim Yhtaloryhma

x1—2x0+x3=0

2xp — 8x3 = 8

—4x1 + 5% + 9x3 = —9
voidaan esittdd taydentamalla yhtdloryhman kerroinmatriisi A
ns. tdydennetyksi matriisiksi B seuraavasti:

1 -2 1 1 -2 110
A=|0 2 -8 B = 0 2 -8| 8
-4 5 9 -4 5 9 |-9
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Ma3aaritelma

Jatkossa mx n—matriisilla A tarkoitetaan kaari- tai hakasulkujen
sisdlld olevaa lukukaaviota, jossa on

m rivid (vaakarivid) ja n saraketta (pystyrivid)

alkiot (matriisielementit) ajj, i=1,....mjaj=1,..n

eli
a11 ap - din
azi ap - azn
A= ) (5)
dml d4m2 - Aamn

missa alkiot aj; € R (tai a; € C). Kdytdmme myds merkintdja

A = (ay) (Al = a. (6)

Sanomme my®ds, etté
nx n—matriisi on neliomatriisi (jolle siis ylla m = n)
1x n—matriisi on rivivektori eli vaakavektori eli rivimatriisi
m x 1—-matriisi on sarakevektori eli pystykevektori eli sarakem.
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mx n—matriisin A transpoosi AT on nx m-matriisi, jolle

[AT]; = [A];i Vi J. (7)

Matriisin (5) transpoosi (eli transponoitu matriisi) on siis

dil d21 - aml
di2 a2 -+ am2

AT=| " |- (8)
dln @2n °°°  admn

Esim Vaakavektorin transpoosi on pystyvektori:

(a b ¢ d)T:

Q0 oW

X1
Huom (x1,x2,x3) € R3 tarkoittaa joskus pystyvektoria [ xo
X3
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Nelidmatriisin (nx n) transpoosi on nelidmatriisi (nx n).
Nelidmatriisi A=(a;;) on symmetrinen, jos A=AT eli a;=aj; Vi, .
Neliomatriisi A = (a,-j) on diagonaalinen, jos a; = a,-jcS,-J-, missa

1, kuni=j

i = 9
"0, kuni#j )

on Kroneckerin delta. Diagonaalimatriisille kdytetdan merkintaa

ail 0 e 0
0 axy - 0 .

A= . o | =diag(a11, a2, .., anm). (10)
0 0 - ap

Huom Matriisin diagonaalisuus viittaa nimenomaan vasemmasta
yldkulmasta oikeaan alakulmaan kulkevaan diagonaaliin ja sen
symmetrisyys peilisymmetrisyyteen kyseisen diagonaalin suhteen.
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1.2. Matriisien yhteenlasku ja skalaarilla kertominen

Yhtdsuuruus mx n—-matriisit A = (a;;) ja B = (bjj) ovat samat, jos
A=B & aj=b;Vi=1..m j=1,..n (11)

Yhteenlasku mx n-matriisien A = (aj;) ja B = (bj;) summa on
mx n—matriisi C = (¢j;) , jolle

C=A+B < ¢j=aj+b;Vi=1,..,m j=1,....n. (12)

Skalaarilla kertominen Kertomalla mx n—matriisi A = (aj;) vakiolla
¢ € R saadaan mx n—matriisi B = (bjj)

B=cA=Ac & bj=cajVi=1,...m j=1,..,n  (13)
Merkinnalld —A tarkoitamme matriisia, joka saadaan kun ¢ = —1:

A= (1A & [-Al;=—[A];Vi=1,...m, j=1,..n (14)

Huom N3ma maarittelyt yleistyvat sellaisinaan myos kompleksiseen
tapaukseen, jossa matriisien alkiot tai skalaari ¢ ovat kompleksisia.
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Maaritelmat edelld tuottavat matriisien yhteenlaskulle ja skalaarilla
kertomiselle laskusaannot!

A+B = B+A (15)

(A+B)+C = A+(B+C) (16)

30, joleA+0 = AV A (17)

V A 3— Asiten, ettd A+ (—-A) = 0 (18)
(c1e)A = ca(cxA) (19)

1A = A (20)

c(A+B) = cA+cB (21)

(ci+@)A = aA+ oA, (22)

missa esiintyvat c, ¢1, ¢ ovat skalaareja ja kaikki matriisit ovat
mx n—matriiseja, mukaanlukien nollamatriisi: [0];; = 0 Vi, .

1Todistukset menevit alkioittain ja huomaten, ett3 alkioille pitevit samat
laskusdannot kuin muillekin skalaareille eli c:lle ja ¢;:lle. Tassd muodossaan
"laskusdanndt’ vastaavat vektoriavaruudelle (kts. mydh.) annettuja ehtoja.
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1.3. Matriisikertolasku

Matriiseille voi maaritelld useammankinlaisia tuloja; nyt kdsitelldan

niista sitd, jota tavallisimmin kutsutaan matriisikertolaskuksi.

Olkoon annetut mx p—matriisi A=(aj;;) ja p>x n—matriisi B=(bj).
Niiden tulomatriisi on m x n—matriisi C = (¢j;), jonka alkiot ovat

P
C=AB & Cij :Za,-kbkj
— Yo

Siis C:n alkio ¢;; on A:n i:nnen rivin ja B:n jinnen sarakkeen
vastinalkioiden tulojen summa.

(23)

Oleellista: A:ssa yhtd monta saraketta kuin riveja B:ssa (p kpl).

Jos m = n, voidaan laskea myos BA, joka on px p—matriisi.

Jos m # n, niin kdanteinen tulo BA ei ole maaritelty.

Huom Tulo on helppo /laskea; kokeile vaikka m =3, p =2, n=4.
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Neliomatriisien kertolaskusta
Jos A ja B ovat kumpikin nx n—matriiseja, niin sekd AB ettd BA
ovat nx n—matriiseja. Fysiikassa on kdyttdd kommutaattorille

[A,B] = AB - BA | (24)

Jos [A,B] = 0, niin sanomme, ettd A ja B kommutoivat.
Yleensd BA # AB eli A ja B eivat kommutoi, jolloin niiden
kommutaattori on nollasta poikkeava (kiinnostavakin) matriisi.

Erityisen hyodyllinen on nx n—yksikkématriisi

1=|. | =diag(1,1,...1). (25)
00 - 1

Neliomatriisille A maaritellddn myds sen k:s potenssi (k > 0)

A=1 A=A A2=AA A=AA...A. (26)
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1.4. Matriisikertolaskun ja transpoosin ominaisuuksia

Olettaen matriisien dimensiot ja luvut j, k sellaisiksi, ettd kaikki
tulot ja summat ovat maariteltyja (c on skalaari), patee yleisesti

A(BC) = (AB)C (27)
A(B+C) = AB+ AC (28)
(A+B)C = AC+BC (29)
c(AB) = A(cB) (30)
Al = A=1A (31)
A0 = 0=0A (32)
ja neliomatriiseille erityisesti
AAF = AJTK (33)
(A = Ak, (34)

Huom Matriisin potenssin kautta voidaan maaritella esimerkiksi

A=1+A+IA+ 1IN+
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Transpoosille asianmukaisin oletuksin (matriisien dimensioista) on

(AB)T =

)
(A+B)
cA)T
AT)
lT

BTAT
AT +BT
cAT

A

.

AN N N N N
w
~

S N N N N

Vield maaritellddn nx n—neliomatriisin A = (aj;) jalki (trace) sen

diagonaalialkioiden summana

Tr(A) = Z ajj.
i=1

Matriisitulon syklinen permutaatio jattda jaljen samaksi; esim:

Tr(AB) = Tr(BA)

Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA)

(40)

(41)

kunhan matriisitulot ovat neliomatriiseja (jolloin jalki maaritelty).
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2. Yhtaloryhmien ratkaiseminen eliminointimenetelmalla
2.1. Lineaarisen yhtaloryhman matriisiesitys

Yleinen m lineaarisen n tuntemattoman yhtalén ryhma on muotoa

aix1 + aexe + ...+ ainxn = b1

a1x1 + amxa + ...+ axp, = b
(42)

amiXi +ameXo +...+ amnXn = bm

Yhtdléryhma (42) voidaan esittdd mx n—kerroinmatriisin A = (ajj)
sekd tuntemattoman sarakevektorin x = (x; x2...x,)" ja tunnetun
sarakevektorin b = (by by ... b,)T avulla kompaktisti:

(43)

Tassa x on ratkaistava tuntematon vektori ja A sekd b tunnetaan.

Yhtaloryhma (43) on homogeeninen, jos b = 0 on nollavektori.
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Matriisimuodossa auki kirjoitettuna (43) on

ailr a2 - ain X1 b1
a1 ax - an X2 by
7 (a4)
dml dm2 " dmn Xn bm
Sitd vastaava taydennetty matriisi
ail a2 - ain | b
axt ax - a2 | b
(Alb) = : : : : . (45)
ami a@m2 - amn | bm

Yhtaloryhm&a vastaava tdydennetty matriisi (45) sisaltaa
tiivistetyssd muodossa kaiken informaation ongelmasta ja
pyrimmekin seuraavassa kiyttimain siti? ratkaisemiseen
menetelmalld, joka soveltuu hyvin kynille ja tietokoneelle.

?Tiydennetty matriisi voidaan esittdd myds kayttden merkintid (A b).
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2.2. Alkeisrivitoimitukset

Ratkaistessamme yhtdloryhmaa sellaisenaan olemme tottuneet
kayttamaan seuraavia operaatioita: yhtdlon kertominen vakiolla,

yht3lon lisidminen toiseen, yhtildiden jarjestyksen vaihtaminen.3

Naiden kolmen operaation tarkoituksena on saattaa yhtdléryhma
yksinkertaisemmaksi, ratkaisultaan ekvivalentiksi yhtaléryhmaksi,
kunnes ratkaisu lopulta |6ytyy.

N&m3a operaatiot ovat suoraan siirrettavissa tdydennetyn matriisin
kasittelyyn — kutsumme seuraavia alkeisrivitoimituksiksi:

1) Lisda yhteen riviin VAKIO X jokin toinen rivi
2) Vaihda kaksi rivid keskendan
3) Kerro yksi rivi nollasta poikkeavalla vakiolla

3Lisiksi olemme ehki kiyttineet yhdests yhtilésta ratkaistun muuttujan
sijoittamista toiseen yhtdléon silloin kun se on ndyttanyt auttavan. Pyrimme
nyt kuitenkin algoritmiin, joka on helposti toteutettavissa matriisien avulla.
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Esim Vasemmalla on yht3loryhma sellaisenaan, oikealla sen esitys
tdydennettynd matriisina B = (A|b).

X1 —2x2+x3=0 1 -2 1 0
2xp —8x3 = 8 = 0 2 -8 8
—4x1 +5x0 +9x3 = —9 -4 5 9 -9

Pyritdan ensin ratkaisemaan x3 ja sitd kdyttden sitten x» jne.
Lisataan Y3:een 4-Y1 eli Y3—Y34+4-Y1 (Ym on m:s yhtalo) :

x1—2x+x3=0 1 -2 1|0
2%y — 8x3 = 8 o 0 2 -8 8
—3xp + 13x3 = —9 0 -3 13 |-9

Seuraavaksi ensin Y2— %Y2 ja sitten Y3—Y3+43-Y2:

X1 —2x0+x3=0 1 -2 110
X0 —4x3 =4 = 0 1 —-4.4
0 O 113

X3:3
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N3&in saatiin kerroinmatriisi A on ylakolmiomuotoon eli

A: B:

o O
O x
* X
O O x*
O X
X ot ot
b

missd x on mik3 tahansa luku. Tama3 oli vilitavoitteemme.

Palaten esimerkkiin: Seuraavaksi Y2—Y2+4+4-Y3 ja Y1—Y1-1-Y3:

X1 —2xp = —3 1 -2 0]-3
xp =16 & 0 1 0]16
=3 0 0 1|3

Vield kerroinmatriisi yksikkomatriisiksi operaatiolla Y1—Y14-2-Y2:

x1 =29 10 029
=16 < 01016 |,
3= 3 00 1|3

jolloin A = diag(1,1,1) ja esimerkkiyhtiloryhm3 on ratkaistu.
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Ma3aaritelma

Matriisit B ja B’ ovat riviekvivalentit, mikéli ne saadaan
toisistaan alkeisrivitoimituksin. Talléin merkitdan B ~ B’.

Lause

Jos kahden yhtadloryhman tdydennetyt matriisit ovat
riviekvivalentit, niin yhtaléryhmilld on samat ratkaisut.

Huom Alkeisrivitoimitusten kannalta tdydennettyd matriisia (A|b)
kirjoittettaessa edelld kaytetty pystyviiva on epaoleellinen, se vain
muistuttaa viimeisen sarakkeen erityismerkityksesta yhtaléryhmia
ratkaistaessa. Tarvittavat alkeisrivitoimitukset maarada matriisi A.

Huom Edellisten sivujen esimerkissd yhtaloitd oli yhtd monta kuin
tuntemattomia. Talldin kerroinmatriisi A on nelidmatriisi ja se on
mahdollista saattaa ylakolmiomuotoon ja lopulta diagonaaliseksi.

Yleisessa tapauksessa yhtdldiden ja tuntemattomien maara ei
valttdmattad ole sama, jolloin kannattaa maaritella...



M5 2.3. Porrasmatriisit 20/76

2.3. Porrasmatriisit

Ma3aaritelma

mx n—matriisi B porrasmatriisi, jos
1) matriisin mahdolliset nollarivit ovat alimpana,
2) jokaisen nollasta eroavan rivin ensimmdinen
eli johtava alkio on 1 ja
3) alemman rivin johtava alkio sijaitsee aina ylemman rivin
johtavan alkion oikealla puolella

Ma3aaritelma

Porrasmatriisi B on redusoitu, jos lisaksi
4) jokaisen rivin johtava alkio on sarakkeensa ainoa nollasta
poikkeava alkio.

Lause

Jokainen mx n—matriisi on riviekvivalentti jonkin
(yksikasitteisen) redusoidun porrasmatriisin kanssa.




M5

2.3. Porrasmatriisit

21/76

Porrasmatriisi (x miké tahansa luku) on siis muotoa

0 1 % * x *%
0 00 1 x «x
0 00 0 1 %
0 00 0O0O
ja redusoitu porrasmatriisi muotoa
0 1 » 0 0 %
0 00 1 0 %
0 00 0 1 %
0 00 0O0O

Esim Alkeisrivitoimituksin paastdan redusoituun porrasmuotoon

0 3 -6 6 4 -5 10 -2 3 0 —24
3 -7 8 .58 9|~---~|01 -2 2 0 -7
3 -9 12 -9 6 15 00 0 01 4
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2.4. Yhtaloryhman ratkaiseminen porrasmatriiseilla

Seuraavassa esitetddn kaksi algoritmia lineaarisen yhtaloryhman
Ax = b ratkaisemiseksi. Taydennetty matriisi olkoon B = (A|b).

Gaussin eliminointi

1) Etsitddn B:n kanssa riviekvivalentti porrasmatriisi B’ = (A’|b’).
2) Ratkaistaan yhtaldryhma A’x = b’ takaisinsijoituksin.

Gaussin-Jordanin eliminointi

1) Etsitdan B:n kanssa riviekvivalentti redusoitu porrasmatriisi
Bl/ — (A//|b//)
2) Luetaan suoraan yhtiléryhmin A”x = b” ratkaisut.

Huom Kummassakin algoritmissa vaihe 2) edellyttds, etta
ratkaisuja on. Niiden olemassaoloon palataan tuotapikaa.

Huom Mikali yhtaloryhmalla on tasmalleen yksi ratkaisu, vaihe 2)
on helppo. Jos ratkaisuja on darettdman paljon (esimerkiksi jos ne
muodostavat suoran tai tason) saadaan parametrisoitu ratkaisu.
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2.5. Lineaarinen riippumattomuus ja matriisin ranki

Vektoreiden a1, as,...,a, lineaarikombinaatio on
cga;+oaz+...+cmam, ¢ €R (tai ¢ € C). (46)
Vektorit a1, ap, ..., an, ovat lineaarisesti riippumattomia (LI), jos
cqait+oay+...+cpam =0 (47)
vankuncg=c=---=c¢, =0.

Jos (47) toteutuu siten, ettd kaikki ¢;:t eivit ole nollia, sanomme
vektoreiden aj,ay, ..., an, olevan lineaarisesti riippuvia (LD) ja
ainakin yksi niistd voidaan esittdd muiden lineaarikombinaationa.

Lineaarisen yhtaléryhman tapauksessa sen rivivektorien lineaarinen
riippuvuus tarkoittaa sitd, ettd yhtaloitd on tarpeettoman monta.
Yksinkertaisimmillaan nain kdy, jos kaksi yhtil6d ovat samat.

Yhtaloryhmassa voi olla my6s keskenddn ristiriitaan johtavia riveja.
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Ma3aaritelma

Matriisin A ranki r(A) on sen LI rivivektoreiden maksimilukumaara. ‘

Lause | Riviekvivalenteille matriiseille A ~ B patee r(A) = r(B). |

Ranki r(A) on A:ta vastaavan porrasmatriisin nollasta

Seuraus . L o
poikkeavien rivien lukumaara.

Otetaan m kappaletta n-komponenttisia vektoreita ja muo-
Lause |dostetaan niitd rivivektoreina kdyttden m x n—matriisi A.
Vektorit ovat LI, jos r(A) = m, ja LD, jos r(A) < m.

Lause ’r(A) on A:n LI sarakevektoreiden maksimilukumaara. ‘

Seuraus | Transpoosille pitee r(AT) = r(A).

Olkoon annettu m kappaletta n-komponenttisia vektoreita.

Lause . j
Jos m > n, niin vektorit ovat LD.
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2.6. Yhtaloryhman ratkaisujen olemassaolo

Tutkitaan n tuntemattoman, m yhtalon lineaarista yhtaloryhmaa
Ax = b, missd A on mx n—matriisi ja yhtaloryhmaa vastaava
taydennetty matriisi B = (A|b) on mx (n+1)—matriisi.

Lause: ratkaisujen olemassaolo

’Yhtéléryhméllé on ratkaisuja < r(A) = r(B). ‘

Lause: ratkaisujen yksikasitteisyys

’Yhtéiléryhméilléi on tasmalleen yksi ratkaisu < r(A) =r(B) = n. ‘

Jos r(A) = r(B) = r < n, on yhtdléryhmalld d&rettdman monta
ratkaisua. Talloin voidaan 16ytaa r kappaletta riippumattomia
tuntemattomia x;, jotka voidaan ilmaista jiljelle jdavien n — r
tuntemattoman x; = t; avulla ~ parametrisoitu ratkaisu.

Lause: ratkaisujen |oytyminen

Mikali yhtdloryhmalla on ratkaisuja, ne kaikki saadaan Gaussin tai
Gaussin-Jordanin eliminoinnilla.
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3. Determinantit
3.1. Lineaarinen yhtaloryhma ja determinantit

Determinanteille kuten matriiseillekin on monenmoista kayttoa,
mutta haemme motivaatiota edelleen yhtaloryhmista, nyt nxn:
a11x1 + axe + ...+ ainXn = b1
ar1x1 + axnxo + ...+ apxn = b
, (48)
an1X1 + an2x2 + ...+ appXn = by

matriisein ilmaistuna Ax = b, missa kerroinmatriisi A = (a;;)
on tassa tapauksessa neliomatriisi. Neliomatriisin determinantti

ai1 a2 - ain
dp1 axp - az

D=det(A)=| " " (49)
dnl an2 - ann

on yksi reaaliluku (kun a;; € R), jonka opimme pian laskemaan.
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Yhtaloryhmadn Ax = b liittyen maarittelemme myos determinantit

by aw -+ ain aix awp - b
by ax -+ ax a1 ax - b
D1: . . . >~'-7Dn: . . - (50)
bn dn2 dnn dnl dn2 - bn
joissa D; saatiin D:std korvaamalla sarake 7 luvuilla by, ..., b,.

Lause: Cramerin s3anto

Jos D # 0, niin yht3dloryhman Ax = b yksik3sitteinen ratkaisu on
X1:D1/D, XQIDQ/D, ,Xn:Dn/D. (51)

Lisaksi:

Homogeeniselle yhtiloryhmille Ax = 0 (ja siis b = 0) patee:
D #0 = triviaaliratkaisu x =0
D =0 = 3&3rettdman monta ratkaisua

Esim Nama tulokset on helppo todistaa entuudestaan tutuille
2 x 2-determinanteille eli tapaukselle n = 2. Lasketaan...
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3.2. Determinanttien laskeminen

Tapauksessa n = 1 determinantti on triviaalisti
D(l) = |311| = aii, (52)

missa pystyviivat eivat ole itseisarvomerkkejd vaan determinantin
merkintdtapa. Determinantin ominaisuuksiin alamme paasta kiinni
tapauksessa n = 2, jossa madarittelemme:

a1l 412
a1 a2

D2 — = ajjazxn — a12azi. (53)

Taman lausekkeen voi ajatella muodostuvan seuraavasti:
2 1+1 142
D@ = (—1)"aq1|an| + (—1) " 2a10| 201 |

eli kuljetaan pitkin ylempaa vaakarivia ja kerrotaan sen kullakin
alkiolla vastaava alideterminantti* ja summataan etumerkkii
vuorotellen. Tastd padsemme eteenpdin:
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Kun n = 3, otamme (nyt aluksi) lahtékohdaksi ylimman rivin:

a1
D® — a1
as1
1+1 a2 dr3 142
=(-1)"an +(=1)"%ap
a32 433

a2
a
ds2

an
asi

a13

dan3 (54)

ass3

d23 143 dp1  ax
+(=1)" a3

ass ( ) as31 a3

= (—1)1+1311D(2)(311) + (—1)1+2312D(2)(812) + (—].)14_3.—313D(z)(é)l?,)7

missi D(?)(a;;) on alkiota a;; vastaava 2x 2—alideterminantti.*
Ylla 3 x3—determinantti on 'kehitetty 1. rivinsa suhteen’.

Osoittautuu, ettd juuri timi on oikea® tapa maiaritelld isommat
determinantit pienempien determinanttien kautta.®

*Poistettu alkuperiisesti determinantista rivi / ja sarake ;.

®Seuraa Cramerin s3intd ja paljon muuta, katso esimerkiksi §3.4 ja §4.3.

6Kuin veniliiset sisikkiiset maatuska-puunuket avataan isoimmasta alkaen
paitsi ettd nyt n-nuken sisdlld on n sitd valittdmasti pienempaa nukkea.
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Saamme aiheen madritelld kutakin (n+41) x (n+1)—determinantin
alkiota a;; vastaavan kofaktorin

cof,(ay) = (=1)"/D")(ay). (55)

Sen avulla voimme kirjoittaa suhteellisen kompaktisti yleisen
kaavan eli kehityssaannon nx n—determinantille

o1) 09 = Syt sa) = - uctyos)| (59
j=1

missa ensimmaisessd summassa on kehitetty determinantti k:nnen
rivin ja jalkimmaisessa k:nnen sarakkeen suhteen. Kaytanndssa se
kannattaa tehda sen rivin/sarakkeen suhteen, jossa on eniten nollia.

Huom Muistutamme itseamme vield siitd, ettd determinantti on
jokin luku,” joka nyt on laskettavissa® kaavoista (55-56).

"Determinantin voi ajatella kuvauksena matriisien avaruudelta reaaliluvuille.
8Mutta laskutoimitusten mairs kasvaa nopeasti n:n kasvaessa.
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Determinanttien (alla D) laskemisessa ovat avuksi myds seuraavat:

D2)
D3)
D4)
D5)

D6)

D7)

D vaihtaa merkkia, kun sen kaksi rivia tai kaksi saraketta
vaihdetaan keskenaan.

Kertomalla D:n mika tahansa rivi tai sarake vakiolla ¢
saadaan determinantti, jonka arvo on cD.

Jos D:n jokin rivi/sarake = VAKIOX toinen rivi/sarake,

niin D = 0.

D:n arvo ei muutu jos sen jollekin riville/sarakkeelle lisataan
muiden rivien/sarakkeiden lineaarikombinaatio.

Kaksi determinanttia, joilla vain yksi rivi/sarake ovat
erilaiset, voidaan laskea yhteen. N&in saadaan determinantti,
joka on muuten sama kuin alkuperaiset, mutta sanottu
rivi/sarake on alkuperdisten rivien/sarakkeiden summa.

Transpoosille patee det(AT) = det(A).

Huom Operaatioilla (2,5) voidaan determinantti saattaa yla- tai
alakolmiomuotoon, joilloin sen arvo on diagonaalielementtien tulo.
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3.3. Determinantit ja matriisiranki

Olkoon A mx n—matriisi. Silloin voidaan osoittaa seuraavat:

Lause

r(A) = rp > 1 < A:n suurin alimatriisi, jota vastaava determinantti
on nollasta poikkeava, on ry X rp—matriisi.

Lause

Jos r(A) = rp > 1, niin A:n kaikkien sellaisten alimatriisien, joiden
ranki > rg, determinantit ovat nollia.

Lisdksi nx n—neliomatriisille A patee:

Lause

r(A) = n < det(A) # 0. (57)

Huom Lauseista ylld heijastuu lineaarisen riippumattomuuden
yhteys lineaarisen yhtdléryhman ratkaisuihin ja determinantin
nollasta poikkeavuuteen. Todistusten ideaa kannattaa miettia.
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3.4. Determinanteista viela

Johdattelimme nx n—determinanttiin formaalia ja jalkiviisasta
reittid. Yleisesti determinantti on sarakkeidensa n-lineaarikuvaus
(tarkastelemme tavallisia lineaarikuvauksia myéhemmin). Tama
ominaisuus takaa, ettd kahdessa/kolmessa/... ulottuvuudessa
determinantilla on geometrinen tulkinta sarakkeidensa maaraamien
vektoreiden virittaman suunnikkaan/sdrmion/... "tilavuutena’.

Talla geometrisella tulkinnalla on ilmeistd, miksi determinantti
tulee kerrotuksi samalla luvulla kuin milla yksi sen sarake
kerrotaan, kts. luvun §3.2 laskusdanto D3. Samaten on
ilmeista, ettd laskusdanté D6 patee. Jos determinantin kaksi
saraketta ovat samat, niin ylld mainittu 'tilavuus’ on nolla,
kuten determinanttikin D4:sta.

Determinantin alternoivuus, eli kertoimet (—1)'*/, seuraa kolmesta
mainitusta sdannosta. Taten tapamme maaritelld determinanti ei
ole suinkaan mielivaltainen, vaan lopulta ainoa mahdollinen.
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4. Neliomatriisin kaanteismatriisi
4.1. Kaanteismatriisin ominaisuuksia

Olkoot A ja C nx n—neliomatriiseja ja | nx n—yksikkdmatriisi.

Maaritelma

Jos on olemassa nx n—neliomatriisi B, jolle AB =1,
niin B on A:n kiinteismatriisi, merkitaan B = A—1,

Determinanteille patee:

Lause det(AC) = det(A)det(C). (58)

Jos nyt on AB = |, niin det(AB) = det(A)det(B) = det(l) = 1,
joten det(B) = 1/det(A). Taten olletinkin

Lause det(A) #0 < 3 yksikasitteinen AL, (59)

Jos 3 AL niin A on s3innéllinen eli ei-singulaarinen matriisi.
Jos det(A) = 0, niin A on singulaarinen.
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Edelleen (57) ja (59) =

Lause r(A)=n < 3AL (60)

Olkoon B = A_1 olemassa. T3lloin det(B) = 1/det( ) # 0 jaon
olemassa B! ja BA = BABB~! =BIB~! = BB~! = |, joten

Lause AAl=A"A=1 (61)

Olettaen A ja C sdanndllisiksi nx n—matriiseiksi (c#0 skalaari) on

(AC)! = c'a! (62)
(cA)t = 1At (63)
(AH™t = A (64)
(AHT = (AL (65)
Merkitsemme myos
AP=A1YY p=1,23,.. (66)

Na&illa evailld kertolaskut kddnteismatriisilla sujuvat.
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4.2. Kaanteismatriisi ja yhtaloryhma

Tarkastellaanpa yhtaloryhmaa

a11xX1 + aixe + ...+ ainXn = b1

as1x1 + apXxo + ...+ anXxp = b
Ax=b & _ _ _ . (67)

aniX1 + anXx2 + ...+ appXn = by
Jos A~ ja b tunnetaan, (67):n muodollinen ratkaisu saadaan
kertomalla Ax = b puolittain A~1:ll3 eli A=1Ax = A~'b, mist3

x=A"lb. (68)

Huom Kéainteismatriisin A~1 laskeminen on yleisesti tydlasts,®
mutta kun se on kerran laskettu, yhtaloryhman Ax = b ratkaisu
kaikilla annetuilla b saadaan matriisikertolaskulla x = A~1b.

®Havaitsemme, ettd A™! saadaan laskettua (67):sté ratkaisemalla x;:t tihin
tarkoitukseen vapaina muuttujina pidettdvien bj:den lineaarikombinaatioina.
Kéaytdnndllisemmat tavat laskea kdadnteismatriisi esitellddn §4.3:ssa ja §4.4:ssa.



M5 4.3. K&anteismatriisi adjungoidun matriisin kautta 37/76

4.3. Kaanteismatriisi adjungoidun matriisin kautta

Mzzritelm3a Saanndllisen nx n—matriisin adjungoitu matriisil® on
adj(A) = [cof(A)]", (69)
missa cof(A) on A:n kofaktorimatriisi
cofp_1(a11) cofp_1(ai2) -+ cof,_1(a1n)
cof(A) = cofn,'l(agl) cofn,'l(azg) cof,,,.l(alg) | 0
COfnf.l(anl) COfnf.l(an2) COfan.l(ann)
missa kofaktorit eli luvut cof,_1(aj;) madriteltiin (55):ssa.
Nyt voimme kirjoittaa 'kdanteismatriisin kaavan’
A~! = adj(A)/det(A). (71)

OVaro: Tilld termilli on lineaarialgebrassa muutakin kiyttoa.
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4 4. Kaanteismatriisi alkeisrivitoimitusten kautta

K&ytannossa (71):ssa pitdd laskea A:n alideterminantteja kaikissa
kertaluvuissa, joten menetelma ei ole tehokas suurille matriiseille.
Haemme siksi ratkaisua alkeisrivitoimituksin (vrt. §2.2), jotka
matriisikertolaskuja varten esitimme alkeismatriiseina:

1) R(i1 + cip) <> lisaa riviin iy rivi iy kerrottuna c:lla
2) R(i1, ip) ¢+ vaihda rivit i, ja i»
3) R(ci) <+ kerro rivi i luvulla ¢ # 0.

Esimerkiksi 3 x 3—-matriiseille seuraavat alkeisrivitoimitukset R
saadaan kertomalla A vastaavalla R-matriisilla:
1 0 0 010 1 00

R(2+c3)= [0 1 c| R@,2) = 0] R(3)={0 1 0
0 0 1 1 0 0 ¢
Oletetaan nyt A sdanndlliseksi nx n—matriisiksi. Talléin patee:

A ~ B, missd B on redusoitu porrasmatriisi.

S&danndllisyys & nelidmatriisiys = A ~ |
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Edellisen perusteella [0ytyy alkeisrivitoimitukset eli alkeismatriisit
R1,Ry, ..., Ry, joiden tulo R =Ry - - - RoRy siten, ettd RA = 1.
Titen A=R~! = A~! =Rl Siis

Ry---RoRIA=RA =1 (72)
Ry---RaRiI=RI=A"! (73)

Nama yhtalot voidaan tulkita algoritmiksi:

Otetaan |3htokohdaksi n x 2n—matriisi (A|l).
Valitaan R1, Ry, ..., Ry siten, ettd A muuntuu l:ksi.
Tallsin | muuntuu A~ 1:ksi.

= Gaussin-Jordanin menetelma k3ianteismatriisin laskemiseksi

Huom Meilld on nyt kaava determinantille (56), sen kautta
kdanteismatriisille (71), ja edelleen yhtaloryhman ratkaisulle (68).
Kun n on suuri, on silti aihetta turvautua alkeisrivitoimituksiin
perustuviin algoritmeihin. Numeriikkaa varten on kehitetty lisaksi
approksimatiivisia menetelmia (kurssi Numeeriset menetelmat).
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5. Vektoriavaruudet ja lineaarikuvaukset
5.1. Vektoriavaruus

Joukko olioita (esimerkiksi tavalliset R":n vektorit) vi,va,v3, ...
muodostaa vektoriavaruuden V, jos niiden joukossa on maaritelty
yhteenlasku ja skalaarilla kertominen (skalaarit c, c1, ), joille

vitvy =veyY (74)

cvi = veY (75)

Vi+Vvy = v+ (76)

(vit+ve)+vs = vi+(vat+vs)  (77)

30 € Vsiten, ettav+0 = vVveV (78)
VveV3 —veV, jollev+(—v) =0 (79)
ci(ov) = (ac)v (80)

lv=v (81)

c(vi+v2) = cvi+cvp (82)

(aa+@)v = av+ v (83)
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Jos ¢;€R (C), niin on V reaalinen (kompleksinen) vektoriavaruus.

Vektoreiden v; € mielivaltainen lineaarikombinaatio kuuluu V:hen:
avi+ovo+...+cmvm €V V. (84)

Vektorijoukko v; € V, i =1,2,...;m, on LI mikéli (muutoin LD)

avi+ov+...+cmVm=0 & =0V (85)

Maaritelma

Vektoriavaruus V on n-ulotteinen, jos siitd 16ytyy korkeintaan n kpl
LI vektoreita. Tama n vektorin joukko virittdd V:n ja on V:n kanta.
Joukon vektorit ovat kantavektoreita.

Vektoriavaruuden kanta ei ole yksikasitteinen. Myds (darettdman)
moni muu n vektorin joukko voi olla LI ja toimia kantana.

Jokainen vektori v € V voidaan ilmaista valitussa kannassa {v;}
kantavektoreiden lineaarikombinaationa

V= ClV] + GV + ...+ ChVp. (86)
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5.2. Sisatuloavaruus

Maaritelma Vektoriavaruus V on reaalinen sisdtuloavaruus, jos

kaikilla v1,v2 € V on olemassa vi:n ja vy:n sisdtulo (vi,v2) € R,

jolle kaikilla v,v; € V ja ¢; € R patee:

(V17V2) = (VQ,V]_)
(c1vi + covo,v3) = ci(vi, v3) + c(v2,v3)
(v,v) >0ja: (v,v) = 0 & v=0.

(87)
(88)
(89)

Vektorit vi,vs € V ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli ne ovat

ortogonaaliset, jos (vi,v2) = 0.
Vektorin v € V pituus eli normi on

[Ivl[ = V/(v,v) > 0.

Nollasta poikkeava v € V voidaan normittaa yksikkovektoriksi:

V=v/lv] = ] =1.

Talldin v:n sanotaan olevan normitettu.

(90)

(91)
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Lauseita Kaikille vi,v, € V patevat Cauchyn-Schwartzin epayhtild
(v, v2)| < [lval] [[vall, (92)
kolmioepayhtalo
[(v1 4+ v2)l| < [lval[ + [lvzl| (93)
seka suunnikassaanto

[1(ve +v2)l[? + [ (ve = v2)l[* = 2(|[wa|* + [Iv2l ) (94)

Huom Maéaritelmat ja lauseet ylla tuntuvat jarkeenkdypaisiltd, kun
ajatelemme avaruuksia R” pienilld n. Ne patevat kuitenkin kaikissa
R" sekd muunkinlaisille vektoriavaruuksille, joita ovat esimerkiksi:

Pn={p| p on polynomi R — R astetta < n}
F = {f|f on funktio R — R}

Mpmxn = {A| A on mx n—matriisi}

Sisatulon keksiminen niille avaruuksille saa(ttaa) mietityttaa viela.
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5.3. Lineaarikuvaus ja sita vastaava matriisi
Maaritelmia
Olkoot V ja W vektoriavaruuksia sekd v € V jaw € W.
Kuvauksessa (muunnoksessa) F : YV — W lahtjoukon vektori v
kuvautuu maalijoukon vektoriksi w, merkitddn vi—w tai w=F(v).
Talloin sanomme, ettd vektori w on vektorin v kuva kuvauksessa F.

F on lineaarikuvaus, mikali V v,vi,vo € V jaV ¢ € R patee

F(Vl + V2) = F(Vl) + F(Vz) (95)
F(cv) = cF(v) (96)

Lineaarikuvauksilla on mukavia ominaisuuksia, mm.
F(0y) = 0w, (97)
missd teimme eron |3ht6- ja maalipuolen nollavektorien valilla, ja
F(civi + cv2) = aF(v1) + caF(v2). (98)

N3ama on helppo todistaa lineaarikuvauksen maaritelmasta |ahtien.
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Tarkastelemme seuraavaksi lineaarikuvauksia F : R” — R™.

Lineaarikuvaus voidaan esittda matriisina, kunhan valitsemme
avaruuksille ¥V = R"” ja W = R kantavektorit. Valitaan niille
nyt luonnolliset kannat eli standardikannat

1 0 0
0 1 0

h=]0 =|0 =10 (99)
0 0 1
1 0 0
0 1 0

h=]9] =0 fm=10 (100)
0 0 1

Kumpikin kanta on ortonormitettu eli kantavektorit ovat
keskendan ortogonaaliset ja kunkin kantavektorin pituus on 1,
sisatulona tuttu pistetulo (x,y) = x1y1 + xoy2 + ... + XnYn-
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Lineaarikuvauksen matriisiesityksen F(v) = Av saamme
tarkastelemalla kantavektorien!! kuvia

wh = F@i) = Al (101)

Esimerkiksi lahtopuolen kantavektorin iy (eli ylli k=1) kuva on

1
Wl(l) al a2 -+ A 1 an
1) wi e a2 - ap O | ax
w' = ) = : ) . =
W,(nl) dml dm2 *°°  dmn 0 dmil
. _ . . Y ).
Nyt alkiot a;; ovat ratkaistavissa: a;1 = wy™’,...,am1 = wp~ ja
samaan tapaan kaikilla k=1,...,non
k k k
a]_k:W:E ), 321:W2( ),...,amk:W,(n) (102)

"' Matriisin A alkiot aj riippuvat valituista kannoista
ja myo6s kantavektoreiden jarjestyksesta.
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Lineaarikuvausta F : R” — R vastaava matriisi A saadaan siis
asettamalla kantavektoreiden i, kuvat A:n sarakkeiksi:

(OO C)) (n)

Wl Wl ... W1
1 2 n

A= Wé) W?() " (103)
o w )

Kun vektorit iy olivat kantavektoreita ja kun esitimme niiden kuvat
w() kannassa ji, on (103) matriisin A esitys kannoissa {ix} ja {j;}.

N&in saamme Lauseen:

Jokaista lineaarikuvausta F : R" — R™ vastaa yksikasitteinen
muotoa (103) oleva matriisi A siten, ettd F(v) = AvV v € R".

Tama vastaavuus on yksikasitteinen niin kauan kun piddamme
kannat samoina. Palaamme mydhemmin kantojen vaihtoon
nelidmatriisien tapauksessa; todettakoon determinantin ja
jaljen sellaisessa toimituksessa tietyin ehdoin sailyvan.
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5.4. Kaanteiskuvauks ja yhdistetty kuvaus

Jos nyt lineaarikuvausta F : R"” — R” vastaava neliomatriisi A on
saannéllinen, niin on olemassa A~1, joka vastaa kaanteiskuvausta
F~1 : R" — R". Siten myds F~! on lineaarikuvaus ja

‘w =Av & v=A"'w ‘ (104)

Jos taasen F : RP - R™ ja G : R" — RP, ja naitd kuvauksia
vastaavat matriisit ovat A (s.e. Av = w) ja B (s.e. By = v), niin
vhdistettya kuvausta F o G : R™ — R™ vastaa matriisi C siten etta

|w = Av = A(By) = ABy = Cy| (105)

Siis yhdistettyd kuvausta vastaa tulomatriisi C = AB ja taten

kahden lineaarikuvauksen yhdistetty kuvaus on lineaarikuvaus.?

12Matriisiesityksen kannalta on oleellista, ettd 'keskimmaiselle’ avaruudelle
RP kdytetddn samaa kantaa kummassakin kuvauksessa. Lisiksi olemme jo
oppineet, ettd nelidmatriisien tapauksessa patee det(C) = det(A)det(B).
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6. Neliomatriisin ominaisarvo-ongelma
6.1. Ominaisarvo-ongelma

Johdannoksi: Ominaisarvo-ongelmal3 nayttia dkkipaatian kaukaa
haetulta mutta — kuten tulemme ndkem3in — se antaa avaimen
sithen mitd annettu matriisi (tai sitad vastaava lineaarikuvaus)
"tekee’. Lisdksi sille on monta suoraa kayttokohdetta fysiikassa
(mm. ominaistaajuudet, ominaistilat). Kysymyksenasettelu kuuluu:
Annetulle nelidmatriisille A jossain kannassa mitka vektorit x vain
'venyvat' ja kuinka paljon, kun niihin operoidaan ko. matriisilla?
Osoittautuu, ettd jos Idyddmme kyseiset ns. ominaisvektorit,
saamme niiden kautta vektoriavaruudelle kannan, jossa A on
yksinkertaisimmassa muodossaan.

Maaritelma
Olkoon A nx n—matriisi. Vektori x # 0 on A:n ominaisvektori,

jos Ax = Ax, missd A on jokin luku (skalaari € R tai € C).
Talléin x on ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori.

130n muitakin kuin ominaisarvo-ongelmia kuin matriisin oao.
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Ratkaistavana on siis ominaisarvo-yhtalo

(106)

Jos on Ax; = \;x; eli on |6ydetty ominaisarvo A; ja sitd vastaava
ominaisvektori x;, saattaa olla muitakin ominaisvektoreita, jotka
vastaavat samaa ominaisarvoa. Jos ominaisarvoa A; vastaa k kpl
LI ominaisvektoreita, A\; on k—kertaisesti degeneroitunut.

Huom Jos x; on ominaisvektori, niin myos esim. 5x; on samaa
ominaisarvoa vastaava ominaisvektori, mutta nama ovat LD.

Kirjoitetaanpa (106) toisin kdyttden nx n—yksikkomatriisia I:
(A—=XD)x=0 (107)
Tama on n lineaarisen yhtdlon homogeeninen yhtaloryhma

(811 — A)x1 + aexo + ...+ a1nx, =0
ar1 X1 + (322 — )\)XQ + ...+ amx, =0

(108)

amx1+ amxo + ...+ (2pn — A)x, =0
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Muistamme (§3.1), ettd homogeenisella yht&loryhmailla on
ei-triviaaleja ratkaisuja, jos kerroindeterminantti on nolla.
Vaadimme siis, ettd det(A — A\l) = 0 eli

ail—A  anp - ain
a1l an—A - ai
Pa(A)=| . : .| =0 (109)
anl an2 S appn—A

Selvasti P,(\) = det(A — Al) on A:n n:nnen asteen polynomi,
A:n ominaisarvo-ongelman karakteristinen polynomi.

Yht&lod P,(\) = 0 kutsumme A:n karakteristiseksi yhtaloksi,
jonka ratkaisuina saamme A:n ominaisarvot Aq, Ao, ...

Ratkaistuamme ominaisarvot \; syotamme ne yksi kerrallaan
(108):een ja ratkaisemme niitd vastaavat ominaisvektorit.

Ominaisarvoa \; vastaavien LI ominaisvektoreiden virittama
vektoriavaruus on kyseisen ominaisarvon ominaisavaruus.
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4

Ominaisarvo-ongelma ratkeaa'# siis seuraavin askelin:

1) Muodosta polynomi P,(\) = det(A — Al)
2) Hae yhtalon P,(A\) = 0 juuret A\i(m1), Aa(m2), ..., Ae(myg)
3) Etsi yhtdloryhman (A — A;l)x = 0 ratkaisujoukko {x};

eli ominaisvektorit kullekin i =1,2,... /4.

Algebran peruslauseen nojalla P,(\):lla on kompleksitasossa
n nollakohtaa,!® joten se voidaan saattaa muotoon

Pa() = (~1)"(A = X)™ (A = da) ™ - (A = )™,

missa A1, A2, ..., A\¢ ovat yhtélon P,(\) = 0 erisuuret juuret,
m; on Aj:n (algebrallinen) multiplisiteetti ja my+ ... 4+my = n.

14K arakteristisen yht3ldn ratkaiseminen ei yleisessi tapauksessa ole helppoa;
ratkaisukaavatkin ovat olemassa vain 4. asteen yht3l66n saakka. Fysiikassa
voidaan kuitenkin usein hyddyntdd symmetrioita ongelman pilkkomisessa
paloihin. Lisdksi monissa tilanteissa A on harva eli sisdltdad paljon nollia.

!5 ineaarialgebran teorian (johon emme mene) nikokulmasta laajennamme
jo §6.2-4:ss3 késittelyd "kompleksisen tapauksen’ (lisd3 §8:ssa) suuntaan.
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6.2. Joitakin tuloksia ominaisarvoille

Lause

Olkoon A edelleen nx n—matriisi. Sen ominaisarvoille patee:

eli talldin ominaisarvot ovat A:n diagonaalialkiot.

Jos A on ylakolmio- tai alakolmio- tai diagonaalimatriisi,
Lause det(A — )\l) = (311 — )\)(322 — )\) s (a,,,, — )\)

Eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat LI. Siis:
Lause |Jos A1, A2, ..., Ap, ovat eri ominaisarvoja ja X1,X,2, ...
vastaavia ominaisvektoreita, niin x1,X,2,...,Xp ovat LI

Olkoon ominaisarvon A multiplisiteetti m. Olkoon k kpl
sitd vastaavia LI ominaisvektoreita, missda 1 < k < m.
Talloin X:aa vastaavan kyseisten ominaisvektoreiden vi-
rittdman ominaisavaruuden dimensio on k. Sanomme, etta
A:n degeneraatio (eli geometrinen multiplisiteetti) on k.

Lause | Matriiseilla A ja AT on samat ominaisarvot.
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Lause A; ovat A:n ominaisarvot = c); ovat cA:n ominaisarvot,
missa ¢ € R. cA:n ominaisvektorit = A:n ominaisvektorit.

Lause Z Aim; = Tr(A)  (m; on juuren \; multiplisiteetti)

i

mj __ . . e . .

Lause H/\,- =det(A)  (m; on juuren \; multiplisiteetti)

i
Seuraus Karakteristisen polynomin P,(\) vakiotermi on det(A)
— | eli edellisessa lauseessa oleva juurten A; tulo.

Viimeisid kahta lausetta ja seurausta voi hyodyntda esim. saadun
ratkaisun tarkistamisessa (huomaa my®és sivun 52 alaviite 15).

Esim Luentoesimerkkeja:
B 1 -4 -1 -4
1 2 2 0 5 -4
(3 2> ro2 ! -1 1 -2 3
-1 4 -1 6
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6.3. Karakteristisen polynomin kompleksisista juurista

Olkoon A = (ajj) nx n—neliématriisi, jossa a; € RV i,j. Talléin
karakteristinen polynomi P,(\) on reaalilukukertoiminen ja siten
algebran peruslauseen mukaan sen juuret Ay ovat reaalisia ja/tai
esiintyvat kompleksilukupareina

Ak = a—+ bi, r=a—bi, abeR. (110)
Talloin patee
Axi = Mexe = A" = \ixp, (111)

missa matriisin A = (a;;) kompleksikonjugaatti on A* = (aZ)
Nyt eli §6:ssa A on kuitenkin reaalialkioinen, joten

A=A" = Ax;=\xp, (112)

jolloin "kompleksisessa tapauksessa’ (katso §8) sanomme, ettd A:n
ominaisarvoa A vastaa ominaisvektori x.
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6.4. Erityisista reaalisista matriisesista

Olkoon lineaarikuvausta F : R” — R" vastaava nx n—matriisi
A = (ajj) edelleen reaalinen eli A = A*. Tall6in

matriisi A on symmetrinen, jos AT = A.

matriisi A on antisymmetrinen, jos AT = —A.

matriisi A on ortogonaalinen, jos AT = A~1,

Antisymmetrisen matriisin A diagonaalialkioille a;; = —ajj, joten
ajj = 0. (113)
Jos nyt B on mielivaltainen nx n—matriisi, niin
B=S+A, (114)

missd S on symmetrinen ja A on antisymmetrinen ja

s=1B+B") A=1(B-B"). (115)
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Symmetrisen nxn—matriisin ominaisarvot ovat reaaliset ja
sen ominaisvektoreista voidaan muodostaa R":n ortonor-
mitettu kanta. Eri ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit
ovat ortogonaaliset.

Lause

Antisymmetrisen matriisin karakteristisen polynomin juuret

Lause . e . S .
A ovat joko nollia tai tdysin imaginaarisia eli A = +bi.

Olkoon A sitten ortogonaalinen. T3llGin patevat Lauseet:

1) A siilyttaa sisdtulon eliu=Aajav=Ab=u-v=a-b,
missd a-b = (a,b) = a'b. A siilyttdd myds normin ||a||.
2) Olkoon aj,ay,...,a, matriisin A sarakevektorit. A on
ortogonaalinen < (a;,a;) = d;;. Sama patee rivivektoreille.
3) A:n determinantti on det(A) = +1.

4) Karakteristisen polynomin juuret A = a =+ bi ja |A\| = 1.

Huom Ylld olemme ’sallineet’ reaalisille matriiseille kompleksiset
'ominaisarvot’ (katso alaviitettd 15) sekd 'ominaisvektorit' (§6.3).
Jalkimmaiset asustavat kompleksisessa vektoriavaruudessa (§8).
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7. Neliomatriisin diagonalisointi ja neliomuodot
7.1. Similaariset matriisit

Seuraavassa A, B ja U ovat nx n—matriiseja. Maéarittelemme:

Neliomatriisit A ja B ovat similaariset, jos on olemassa
neliomatriisi U siten, ettd

B=U"'AU. (116)
Tata kutsutaan similariteettimuunnokseksi.

Similaaristen matriisien karakteristisille polynomeille patee

det(B — Al) = det(U"1AU — AU7HIU) = det(U1(A — AI)U)
= det(U™1)det(A — Al)det(U) = det(A — Al),

koska det(U™1) = 1/det(U). Titen similaarisilla matriiseilla on
sama karakteristinen polynomi, joten saadaan:

Lause | Similaarisilla matriiseilla on samat ominaisarvot. (117)




M5 7.2. Reaalisen matriisin diagonalisointi 59/76

7.2. Reaalisen matriisin diagonalisointi

Seuraavassa A, U ja D ovat nx n—matriiseja. Maaritelma:

Neliomatriisi A on diagonalisoituva, jos on olemassa saannéllinen
neliomatriisi U siten, ett3

U~ AU = diag(dy, do, ..., dy). (118)

Diagonaalimatriisille D = diag(d1, da, ..., ds) patee
det(D—A) =0 < (dh —A)(d2—A) - (dp— A) =0,

joten (117) = D:n ja A:n ominaisarvot ovat di, da, ..., dp.

Similariteettimuunnoksen matriisi U sisaltda sarakkeinaan

Lause A:n LI ominaisvektorit (oltava LI jotta det(U) # 0).

Lause ‘A on diagonalisoituva < A:lla on n LI ominaisvektoria. ‘

Seuraus ’A:Ila on n eri ominaisarvoa = A on diagonalisoituva. ‘
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Huom | Diagonalisoiminen <+ ominaisarvo-ongelma ratkaiseminen. ‘

Koska oli D = U™'AU = diag(dy, da, . . ., dn), saamme myds

AU =UD (119)
milld voi helposti (vain matriisituloja) tarkistaa saamansa tuloksen.
Esim Sivun 54 ensimmaiselle esimerkkimatriisille on

(1 1 _ o 2(1 1
”—<3 —1) a U —5<z —1)'

Matriisiteorian keskeinen tulos on spektraalilause:

Reaalisen matriisin A diagonalisoi ortogonaalimatriisi U

Lause .
< A on symmetrinen.

Todistus suuntaan = on helppo, suuntaan < kaytetdan luvun §6.4
ensimmaista lausetta symmetriselle matriiseille.

Huom Symmetriset matriisit tulevat fysiikassa vastaan usein
(hitausmomentti ja 'kytketyt vardhtelyt' kurssilla Mekaniikka);
tarked ominaisuus: ominaisarvojen ja -vektoreiden reaalisuus.
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7.3. Neliomuodot

Ma3aaritelma

Funktio g : R” — R on neliomuoto, jos
X1

T X2
q(x1, x2, ..., xn) = x AX, x=1 .1, (120)

Xn

missa kerroinmatriisi A on symmetrinen nx n—neliomattriisi.

Similariteettimuunnoksen (U on ortogonaalimatriisi: U=1=UT)
D = U'AU = diag(dy, do, . . ., dy),

tuottamat uudet koordinaatit ys, yo, ..., ¥, ovat

y= UTX7 x = Uy,
joten

q(x1,x2, ..., %n) = x"Ax = (Uy)TAUy = yTUTAUy = yTDy
=My 4 Xy + .+ Ay
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Taten olemme saaneet neliomuodon padakseliesityksen eli
kanonisen muodon

n n
q(xl,x2,...,x,,):g E X;jajjX;

i=1 j=1

:Z)\IY,2E Q(y17y277yn) (121)
i=1

missa Aj:t ovat alkuperdisen kerroinmatriisin A ominaisarvot.

Esim Tarkastellaan funktiota (huomaa A-matriisin symmetrisointi)
4 2\ [(x
2 2 1
q(x1,x2) = 4xi + 4x1x0 + 7x5 = (xl xz) <2 7> <x2> .

1
Nyt diagonalisoivaksi matriisiksi saadaan U = — ( 2 1), missa
V5 \—1 2

etutekija takaa sarakkeiden normituksen, ja padakselimuodoksi

30
Qly1.y2) = (11 »2) (0 8> <£> = 3yf + 8yj.
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7.4. Neliomuodot ja tasokayrat

Esim Jatketaan esimerkkid edelld kirjoittamalla g(x1, x2) = 24,
mikd maarittelee (X1, x2)-tasossa kayran, jonka yhtilo on
G +Adxix + 733 =24, (%)
Edellisen esimerkin perusteella timan padakselimuoto on
N
(2v2? (V32

mika on (yi, y2)-tason ellipsin yhtdlé. Tama olisi vaikea ndhda
alkuperdisesta yhtalostd (x): vinossa oleva ellipsi (xi, x2)-tasossa.

3y +8ys =24 &

Yleinen toisen asteen tasokayra (kartioleikkaus) on muotoa

q(x1,x2) = Ax? + Bxixo + Cx3 + Dx; + Exo + F = 0. (122)

Kolme ensimmaista termid ovat nelimuoto, jonka padakseliesitys
on diagonaalinen. Ne maaraavat koordinaatiston kierron. Termit
Dxy ja Exp muunnetaan uusiin koordinaatteihin samalla kierrolla.
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Yhtalon (122) mahdollinen ratkaisu on (yksi piste, suora tai) yksi
neljastad standardikartioleikkauksesta:

1) Ympyra (sade r):

i+ys=r
2) Ellipsi (puoliakselit a ja b):

ﬁ + ﬁ — ]_

a2 b

3) Hyperbeli (puoliakselien pituudet ¢ ja d):

B R B A
2 d? a 2 d?

4) Paraabeli (etiisyys kérjestd polttopisteeseen e):
i=ep tai yi=en

Huom Tapauksessa n = 3 neliomuodot johtavat toisen asteen
pintoihin (joskus yhdeksi pisteeksi, suoraksi tai tasoksi).
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8. Kompleksiset vektoriavaruudet
8.1. Kompleksinen sisatuloavaruus

Olkoon V vektoriavaruus siten, ettd luvun §5.1 ehdot tayttyvat,
mutta skalaarilla kertominen tapahtuu kompleksiluvulla.
Kyseessa on tallin kompleksinen vektoriavaruus.

Siitd saadaan kompleksinen sisdtuloavaruus varustamalla se
sisatulolla (v1,v2) € C, jolle kaikilla v,v; € V ja ¢; € C on:

(V1,V2) = (V2,V1)>‘< (123)

(civi + cova,v3) = cf(vi,v3) + c3(va,v3)  (124)

(v,v) >0ja: (v,v) = 0 & v=0. (125)

Nytkin sanotaan vi:n ja va:n olevan ortogonaaliset, jos (vi,v2)=0.

Liséksi sisatulon ominaisuuksista (123,124) seuraa, ettd V c € C

(v1, cv2) = (eva,vi)* = [c*(v2, v1)]" = c(va,v1)" = c(v1,Vv2).
(126)
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Se on 1. argumentin suhteen antilineaarinen: (cvy, v2)=c*(v1, v2)
ja 2. argumentin suhteen lineaarinen: (v1, cvp) = c(v1, v2).
Sisdtulo kokonaisuutena on seskilineaarinen.

Olkoon A kompleksialkioinen nx n—matriisi. Maaritelma:

Matriisin A Hermiten konjugaattil® AT on matriisi
AT = (AT (127)

Avaruus, jossa liikkumme, on C". Sen mielivaltaisille vektoreille a, b
sisatuloksi kelpaa eli ehdot (123-125) toteuttaa

by

by
(a,b)=a'b=(af a5 --- a;) | . [ =aibi+asbo+...+asby,
jolloin vektorin a i bn
Jolloin vektorin normi on (128)

lall = V(@.a) = /larP + |22 + ...+ [as2 = 0. (129)

Y Terminologiaa: Tati(kin) kutsutaan usein adjungaatiksi.
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8.2. Kompleksialkioisia matriiseja

Olkoon A = (ajj), ajj € C, kompleksialkioinen matriisi. Talléin

A=R+iS, R = (rj), S = (sj), (130)
missa rjj, s; € R. Matriisin A kompleksikonjugaatti on
A* =R —iS. (131)
Kompleksialkioisille matriiseille A ja B patee (¢ € C)
(AB)! = BTAT (132)
(A+B) = At +Bf (133)
(cA)f = c*AT (134)
(ADT = A (135)
1" =1 (136)

Neliomatriisille eli nx n—matriisille A, jos sen kadnteismatriisi on

olemassa, patee
(A7) = (Ah)~ (137)
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Olkoon A nx n—nelidmatriisi. Talldin

matriisi A on hermiittinen, jos AT = A.

matriisi A on antihermiitttinen, jos At = —A.

matriisi A on unitaarinen, jos Af = AL

Unitaariselle matriisille A on
AAT =1 =ATA. (138)
Hermiten konjugaatin determinantti on
det(AT) = [det(A)]". (139)
Huom Nyt nihd3dan vastaavuudet aiempaan (vrt. §6.4):
Reaalialkioiselle matriisille on A = A*, joten reaalinen...
...hermiittinen matriisi on symmetrinen eli AT = A.
...antihermiittinen matriisi on antisymmetrinen eli AT = —A.

...unitaarinen matriisi on ortogonaalinen AT = A~1.
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8.3. Kompleksialkioisten matriisien ominaisuuksia

Seuraavassa kaikki matriisit ovat nx n—nelidmatriiseja.

Lause ‘Hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaaliset: \; € R.

Antihermiittisen matriisin ominaisarvot ovat joko nollia tai

L . . . .
ause taysin imaginaarisia: \; = % bi.

Unitaarisen matriisin ominaisarvot ovat joko reaalisia tai

mause kompleksisia mutta aina ykkdsen pituisia: [A\j| =1V .

Olkoon A sitten unitaarinen. T3all6in patevat Lauseet:

1) A siilyttds sisatulon eli u = Aa ja v = Ab =
(u,v) = (a,b) < ufv=afb.
Siten A sailyttdda myos normin ||a|].
2) Olkoon aj,ay,...,a, matriisin A sarakevektorit. A on
unitaarinen < (aj,a;) = 6;;. Sama patee rivivektoreille.
3) A:n determinantti on |det(A)| = 1.
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Jos B on mielivaltainen nx n—matriisi, niin
B=H+A, (140)
missd H on hermiittinen ja A on antihermiittinen ja
H=1B+B") A=i(B-B. (141)

Lisdksi voidaan osoittaa, etta:

Hermiittisen, antihermiittisen ja unitaarisen nxn—matriisin
Lause |ominaisvektoreista x;, i = 1,2,..., n voidaan muodostaa
C":n ortonormitettu kanta, jolle (x;,x;) = dj;.

Hermiittisen ja antihermiittisen matriisin eri ominaisarvoja

Lause L. : .
— | vastaavat ominaisvektorit ovat ortogonaaliset.

Nyt spektraalilause saa muodon (vrt. sivu 60)

A:n diagonalisoi unitaarinen matriisi U

Lause
| AAT=ATA < A =AT
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8.4. Hermiittiset neliomuodot

Ma3aaritelma

Funktio g : C" — C on hermiittinen neliomuoto, jos

X1
i : e
q(x1,x2,...,%p) =X AX:ZX,- ajjx;, x=1 .1, (142)
7 :
Xn

missa kerroinmatriisi A on hermiittinen nx n—nelidmatriisi.

Similariteettimuunnoksen (U on unitaarimatriisi: U~! = UT)
D = U AU = diag(A1, A2, ..., A\n)
tuottamat uudet koordinaatit ovat

y= UTX? x = Uy,
joten

q(x1,x2, ..., %Xn) = x'Ax = (Uy)TAUy = yTUTAUy = yTDy
=Mlyil? 4+ Ny + .+ Aalyal
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Taten olemme saaneet hermiittisen neliomuodon padakseliesityksen
eli kanonisen muodon

n n
*
q0x1, X2 o) = DY X ax;

i=1 j=1

:Z)\i|)/i|25Q(Y1a)/2a---7)/n)- (143)
i=1

missd A;:t ovat alkuperadisen kerroinmatriisin A ominaisarvot.

P3i3akselimuodosta, muistaen hermiittisen matriisin ominaisarvot
reaalisiksi, seuraa, ettd q(xi, x2,...,x,) € R.

Huom Neliomuodot ovat hyva esimerkki siitd, ettd ominaisarvot
ja ominaisvektorit tavoittavat jotain A:lle ja sitd vastaavalle
lineaarikuvaukselle ominaista/karakteristista.

Huom Hermiittisten matriisien ominaisarvojen reaalisuus on
oleellista kvanttimekaniikassa: hermiittisid operaattoreita
vastaavat fysikaaliset observaabelit ovat reaalisia.
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9. Ortogonaalisista funktiojoukoista
0.1. Funktioavaruus ja funktioiden sisatulo

Olkoon aluksi annettu n funktiota ¢1(x), w2(x), ..., ¢n(x), joiden
maarittelyjoukko on R:n vili, ¢; : [a, b] — C. Oletetaan funktiot
;i lineaarisesti riippumattomiksi, jolloin ne muodostavat kannan
joukolle V, jonka 'vektorit’ f(x) ovat lineaarikombinaatioita

F(x) = cipi(x), (144)
i=1

missd kertoimet ¢; € C. Selvastikin tdiman joukon asukit
f,g,h €V toteuttavat luvun §5.1 vaatimukset, esimerkiksi

f(x)+g(x) € V

cf(x) € V

f(x) +g(x) = g(x)+f(x)

(f(x) +&(x)) + h(x) = f(x)+ (g(x)+ h(x))
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Taten V on vektoriavaruus, jonka dimensio on n. Tallin

b
(fe)= [ £ (apmlx)o (145)
a
missd w(x) on valittu painofunktio [esim. w(x) = 1], toteuttaa
luvun §8.1 kompleksisen sisatulon vaatimukset.
Kantafunktiojoukko {¢;} on ortogonaalinen, jos
(pi,¢j) = 0,kun i # j. (146)
Jos taman lisaksi ||¢i|| =1V i, missa normi ||f|| = \/(f,f),
on {y;} ortonormitettu:

(i, ) = 6j- (147)

Huom Fysikaalisesta sovelluksesta riippuen rajataan funktioiden
ominaisuuksia esim. vilin [a, b] paatepisteissa (tai vali voi olla
myds [—oo, oo]) siten, niilld on paitepisteissa tietyt arvot

ja varmistetaan, ettd tarvittavat integraalit suppenevat.
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9.2. Joitakin ortogonaalisia funktiojoukkoja

Suuri harppaus: On uskottavaa (ei triviaalia), ettd edelldoleva on
yleistettavissa daretonulotteiseen tapaukseen. Lisdksi funktiot ¢;
(ja siten f) voivat olla kahden tai useamman muuttujan funktioita.

Sen osoittaminen, ettd jokin funktiojoukko todella virittda esim.
kaikkien nelidintegroituvien funktioiden muodostaman avaruuden
(taydellisyys), jaa seuraavalle kurssille. Talld kurssilla kuitenkin
kuuluu esitelld joitakin ortogonaalisia funktiojoukkoja:

Trigonometriset funktiot (alla n,m=1,2,3,...)

™ ™
T . . T
COS nNx cos mx = —dnm sin nx sinmx = —d,m
0 2 0 2

Legendren polynomit
Po(x) =1 Pi(x) = x Pr(x) = %(?;x2 -1)

Pni1(x) = 2xPp(x) — Pa—1(x) — [xPn(x) — Pn—1(x)]/(n + 1)
ovat ortogonaalisia, integroimisvalind [—1,1].
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Palloharmoniset funktiot

Pyorimismaaran L kvanttimekaaninen tarkastelu pallokoordi-
naateissa johtaa funktioihin, joiden yleinen lauseke voitaisiin
kirjoittaa Legendren polynomien P,(x) avulla; alla niista
esimerkkeind alimpia kvanttitiloja vastaavat:

Y00(9,¢) = ]./\/4771' Y10(0,¢) = \/3/471’ cos
Y1+1(0,¢) = F/3/8msinf et ...

Nama ovat ortonormitettuja:

27 T
/ / Y7 (0, 8) Vi (8, 6)dOdD = Sy Gy
0 0

Funktiot Y}, ovat pyérimismaardoperaattoreiden ominaisfunktioita
(tavallisesti z-akseli valitaan kvantitusakseliksi) seuraavasti:

L?Yim = R2I(/ + 1) Vi Lz Yim = hmYipm,

mistd ominaisarvot voidaan suoraan lukea (ks. fysal06 ja fysa235).
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