Lukuteoria 1
Harjoitusten 1 ratkaisuehdotuksia

1. Osoita induktiolla, ettéa
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Ratkaisu. Alkuaskel: Koska
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véite péitee tapauksessa n = 0.
Induktio-oletus: Luvulle k € Z pétee Z?:o ] = @
Induktiovdite: Induktio-oletuksen nojalla saadaan
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Induktioviite on todistettu, joten induktiotodistus on valmis.

2. Olkoot a, b, c € Z. Ovatko seuraavat viitteet totta? Todista tai keksi vasta-
esimerkKki.
(a) Josal|cjab|c ninab|c
(b) Jos a | be, niin a | c.

Ratkaisu. (a) Viite ei pidd paikkaansa. Jos esimerkiksi « = b = ¢ = 2, niin
a|cjab|c, mutta abfc.

(b) Viite ei pidd paikkaansa. Jos esimerkiksi a = 4 ja b = ¢ = 2, niin a | b,
mutta a1 c.

3. Olkoot a,b,c,d € Z. Ovatko seuraavat viitteet totta? Todista tai keksi vas-
taesimerkKki.
(a) Josa|cjab|d, niin (a+0b) | (c+d).
(b) Jos a | cjab|d, niin ab | cd.

Ratkaisu. (a) Viite ei pidd paikkaansa. Jos esimerkiksi a = ¢ =2, b =3 ja
d=6,niin a | cjab|d, mutta (a +b) 1 (¢ + d).

(b) Todistetaan, ettd véite pitdéd paikkaansa. Koska a | ¢, pétee ¢ = ka
jollakin k € Z. Samoin pétee d = [b jollakin [ € Z. Saadaan

cd = (ka)(lb) = (kl)(ab),
missd kl € Z. Jaollisuuden méaritelméan nojalla ab | cd.
4. Tassd tehtdvissa osoitetaan Propositio 2.1.4. Olkoot a, b, ¢, m,n € Z. Osoita,
etta

(a) josa|bjab|c niinal|ec (transitiivisuus)
(b) josa|bjaalc, nina|(mb+nc). (lineaarisuus)
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Ratkaisu. (a) Koska a | b, pitee b = ka jollakin k € Z, ja koska b | ¢, pitee
c = [b jollakin | € Z. Saadaan

c=1b=1I(ka) = (lk)a,

missé [k € Z. Jaollisuuden mééritelmén nojalla a | c.
(b) Koska a | b ja a | ¢, pitee b = ka ja ¢ = la joillakin k, [ € Z. Saadaan

mb + nc = m(ka) + n(la) = (mk + nl)a,

missd (mk + nl) € Z. Jaollisuuden méaritelmén nojalla a | (mb + nc).

5. Osoita seuraavat viitteet:
(a) Kahden parillisen luvun summa on parillinen.
(b) Parillisen ja parittoman luvun summa on pariton.
(c¢) Kahden parittoman luvun summa on parillinen.

Ratkaisu. Olkoot a, b € Z parillisia ja ¢, d € Z parittomia. T&ll6in on sellaiset
luvut kq, ko, k3, ky € Z etta

CL:2]€1, b:2k’2, C:2]€3+1, d:2]€4—|—1

Osoitetaan nyt tehtavin véitteet:
(a) a+b =2k +2ky = 2(k1+kz), missi (k1 +ko) € Z. Siis a+b on parillinen.
(b) a+c =2k + (2ks + 1) = 2(ky + k3) + 1, missé (k1 + k3) € Z. Siis a + ¢
on pariton.
(c)c+d= (2ks+ 1)+ (2ks + 1) = 2(ks + ks + 1), missd (ks + ks + 1) € Z.
Siis ¢ + d on parillinen.

6. Osoita seuraavat viitteet:
(a) Jos a € Z ja a* on parillinen, niin a on parillinen.
(b) Jos a,b € Z ja luku ab on pariton, niin seké a ettd b ovat parittomia.

Ratkaisu.
(a) Jakojddnnoslauseen nojalla luku a on joko parillinen tai pariton. Jos se
olisi pariton, olisi sellainen k € Z ettd a = 2k + 1. T4&ll6in olisi

a® = (2k +1)* = 2(2k* + 2k) + 1,

missé (2k? 4+ 2k) € Z, eli a® olisi pariton, mikéd on vastoin oletusta. Siis
a ei voi olla pariton, joten se on parillinen.

(b) Jos a olisi parillinen, olisi a = 2k jollakin k € Z. Talloin olisi ab = 2(kb),
missé kb € Z. Siis ab olisi parillinen, mikd on vastoin oletusta. Siis a on
pariton.

Jos b olisi parillinen, olisi b = 21 jollakin [ € Z, jolloin ab = 2(al) olisi
parillinen, mikéd on taas vastoin oletusta. Siis myos b on pariton.

7. Olkoot a,b, ¢ parittomia kokonaislukuja. Osoita, ettd yhtalolla
az® +bx +c=0

ei ole ratkaisua rationaalilukujen joukossa.



Ratkaisu. Tehdéén vastaoletus, ettd on luku zy € Q joka toteuttaa yhtélon.
Talloin zp = 7+ joillekin kokonaisluvuille m,n, n # 0. Voidaan olettaa, etté
vahintdan toinen luvuista m,n on pariton, koska jos molemmat olisivat pa-
rillisia, voitaisiin supistaa kakkosella niin kauan ettd vahintddn toinen on
pariton.

Kertomalla yhtdls ax? + bzg + ¢ = 0 puolittain luvulla n? saadaan yhtilo

am? + bmn + cn? = 0.

Tavoitteena on osoittaa, ettd luku am? + bmn + cn? on pariton. T#ll6in
padsemme ristiriitaan, silla luku 0 on parillinen.

Luvut m ja n valittiin niin, ettd vahintdan toinen niistd on pariton. Meill&
on siis kolme vaihtoehtoa:

(a) Luvut m ja n ovat parittomia.

(b) Luku m on parillinen ja n on pariton.

(¢) Luku m on pariton ja n on parillinen.
Tarkastellaan ensi vaihtoehtoa (a). Talldin luvut am? = amm, bmn ja cn? =
cnn ovat kaikki kolmen parittoman luvun tuloja. Kolmen parittoman luvun
tulo on pariton, joten luku am? + bmn + cn? on kolmen parittoman luvun
summana, pariton.

Tarkastellaan seuraavaksi vaihtoehtoa (b). Téssd tapauksessa luvut am? ja
bmn ovat parillisia ja cn? on pariton, joten luku am? + bmn + cn? on kahden
parillisen ja yhden parittoman luvun summana pariton.

Vaihtoehto (c) on samanlainen kuin vaihtoehto (b): Nyt luvut bmn ja cn?
ovat parillisia ja am? on pariton, joten téissikin tapauksessa luku am?+bmn+
cn? on pariton.

Olemme piiitelleet, ettd luku am? + bmn + cn? on pariton. Taméi on risti-
riidassa vastaoletuksesta seuraavan yht#lon am? + bmn + cn? = 0 kanssa. Siis
vastaoletus on védrin. Olemme todistaneet véitteen.



