Lukuteoria 1
Harjoitus 2, 24.1.2018

1. Sinulla on kaytossd 16 ja 9 litran vesidimpérit. Onko mahdollista mitata
ndiden dmpérien avulla kolmanteen astiaan tasan yksi litra vettd? Jos on,
kuinka tdmén voi tehda?

Ratkaisu. Tehtdavén voi ratkaista ilman tdmén viikon tietojakin, mutta erdén
ratkaisuvaihtoehdon tarjoaa Eukleideen algoritmi:

16=1-947
9=1-7+4+2
7T=3-2+1
2=2-1
Siis syt(16,9) = 1. Peruutetaan:
1=7-3-2
=7-309-7)
—4.7-3.9
— 4(16-9)—3-9
=4-16-7-9.

Siis tehtédvin saa suoritettua kaatamalla astiaan ensin nelja tdytta 16 litran
ampérid, ja ottamalla sitten astiasta pois seitsemén yhdekséan litran &mpéria.

Huomautus: Tehtdvidnannnossa ei pyydetty kiayttdméaan Eukleideen algo-
ritmia, joten tehtdvin saattoi tehdd myos muilla tavoilla. Mika tahansa rat-
kaisu, jolla tehtdvén saa suoritettua kayttdmaélla tai kdyttdméattda kolmatta
astiaa, on ok.

2. Lauseen 2.3.4 todistuksessa méaritellddn d = min A. Osoita, ettd d | b.

Ratkaisu. Tehdddn vastaoletus, etta d 1 b. Talloin jakoyhtdlon nojalla b =
kd 4+ r, missd 1 < r < d. Kdyttamalla esitystd d = xga + yob saadaan

r=b—kd=>0b—k(zoa+yob) = (—kxo)a + (1 — kyo)b.

Koska (—kxg) € Z ja (1—kyo) € Z, on r € A. Mutta r < d, miké on ristiriita,
silld d = min A. Koska vastaoletus d t b johti ristiriitaan, on d | b.

3. Olkoot a,b,c € Z, a # 0. Osoita, etté jos b | ¢, niin syt(a, b) = syt(a + ¢, b).

Ratkaisu. Olkoon A lukujen a,b kaikkien yhteisten tekijoiden joukko, ja
olkoon B lukujen a + ¢, b kaikkien yhteisten tekijoiden joukko. Jos pystytaan
osoittamaan, ettd A = B, lukupareilla a, b ja a+c, b on samat yhteiset tekijat,
jolloin on oltava syt(a, b) = syt(a + ¢, b).

Osoitetaan ensin, ettd A C B. Olkoon e € A. Télloin e | a ja e | b. Koska
b | ¢, Proposition 2.1.4 (1) nojalla e | ¢. Siis saman proposition kakkoskohdan
nojalla e | (a +¢). Koska e | (a +¢) jae|b, one e B. Siis A C B.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd B C A. Olkoon f € B. Télloin f | (a + ¢) ja
f ] b. Jilkimméisesté tiedosta seuraa jilleen, ettd f | c¢. Koska f | (a + ¢) ja
f | ¢, Proposition 2.1.4 (2) nojalla f | [(a+¢) —¢], eli f]a. Siis f € A, joten
B C A. Siis A = B, joten todistus on valmis.
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4. Onko yhtalollda 16x + 20y = 2 kokonaislukuratkaisuja? Jos on, anna yksi
esimerkki.

Ratkaisu. Koska 20 = 16+4 ja 16 = 4-4, Eukleideen algoritmilla syt(20, 16) =
4. Koska 4 1 2, Seurauksen 2.3.12 nojalla tehtdvan yhtalolld ei ole kokonais-
lukuratkaisuja.

5. Laske Eukleideen algoritmilla syt(123,456).

Ratkaisu.
456 = 3 - 123 + 87
123 =87+ 36
87=2-36+15
36=2-1546
15=2-6+3
6=2-3.

Siis syt(123,456) = 3.

6. Etsi edellisen tehtdvéan avulla jotkin luvut z,y € Z, joille pétee

123% + 456y = syt(123, 456).

Ratkaisu. Peruuutetaan edellisen tehtdvan Eukleideen algoritmissa:
3=15-2-6
=15—-2(36 —2-15)
=—-2-36+5-15
=—2-36+5(87 —2-36)
=5.-87—12-36
=587 —12(123 — 87)
=—12-123+17-87
= —12-123 4 17(456 — 3 - 123)
= —63-123 + 17 - 456.
Voidaan siis valita x = —63 ja y = 17.

7. Olkoon n € N\ {0} ja
B={acZ : 1<a<2n}=1{1,2,3,..,2n}.

Olkoon C' C B joukko, jossa on n+ 1 eri lukua. Osoita, ettéd on sellaiset luvut
b,c € C, etta syt(b, c) = 1.

Ratkaisu. Jos pystytdan osoittamaan, ettd joukossa C' on kaksi perikkéista
kokonaislukua, véite seuraa Propositiosta 2.3.8.

Osoitetaan induktiolla luvun n suhteen, etté jollekin luvulle a € C pétee
a+1eC.

Alkuaskel: Jos n = 1, on B = {1,2} = C, joten luvulle 1 € C pitee
1+1eC.

Induktio-oletus: Jos n = k, joukossa C' on sellainen luku a, ettd a +1 € C.

Induktiovdite: Jos n = k+1, joukossa C' on sellainen luku a, ettd a+1 € C.



Induktiovditteen todistus: Olkoon n = k + 1. T&lléin joukossa C' on k + 2
kokonaislukua valiltd [1,2(k + 1)]. Jos joukkoon C kuuluvat luvut 2k + 1
ja 2k + 2, luvulle 2k + 1 € C pétee (2k 4+ 1) + 1 € C. Muussa tapauksessa
joukossa C' on vihintééan k+1 eri kokonaislukua vililta [1, 2k], jolloin induktio-
oletuksen nojalla joukossa C' on sellainen luku a, ettd a +1 € C.

Olemme todistaneet induktiolla, ettd joukossa C' on kaksi perikkéistéa ko-
konaislukua. Proposition 2.3.8 nojalla ndiden kahden perdkkiisen kokonais-
luvun suurin yhteinen tekija on 1.

Huomautus: Ensimmaéisessé harjoitusryhméssé esitettiin myos toinen rat-
kaisuidea, joka ei kdytd induktiota. Idea on lyhyesti kirjoitettuna seuraava:
Olkoon C' = {ay, a9, ..., an41}, missé a1 < az < ... < apeq. (Joukon C' n + 1
eri lukua on siis kirjoitettu suuruusjéirjestykseen.) Tehdddn vastaoletus, etta
joukossa (' ei ole sellaista lukuparia jonka suurin yhteinen tekija on 1. Télloin
joukossa C' ei voi olla kahta perédkkéistd kokonaislukua, joten on

Q41 2 Qa; + 2 kaikilla j € {1,2, ,n}

Talloin a,41 — a; > 2n, mika on ristiriita, silld oletuksen C' C B nojalla on
oltava a,+1 —a; < 2n — 1.



