Lukuteoria 1
Harjoitus 5, 14.2.2018
Ratkaisuehdotuksia

1. Todista Propositio 4.1.2: Olkoon n € N\{0} ja a,b € Z. Talloin a = b (mod n)
tasmaélleen silla ehdolla, ettd on luvut k,[,r € Z, 0 < r < n, joille a = kn +r
jab=In+r.

Ratkaisu. Oletetaan ensin, ettd on on luvut k,l,r € Z, 0 < r < n, joille
a=kn-+rjab=In-+r. Talloin
a—b=(k—1I)mn,
eli a = b(mod n).
Oletetaan seuraavaksi, ettd a = b (mod n). Jakojadnnoslauseen nojalla on
jotkin luvut k, [, rq, 79 siten ettd
a=kn+ry, 0<r <n,

b=In+ry, 0<7ry<n.
On osoitettava, ettd r; = ry. Oletuksen nojalla n jakaa luvun a — b = (k —
Dn + (r; — ). Koska n jakaa myo6s luvun (k — [)n, Proposition 2.1.4 nojalla
n jakaa luvun

(k—UOn+(r1—re) —(k—=1U)n=(r1 —rq).

Koska 0 < ry <nja0<ry<n,onoltava r; —ry = 0n = 0.

2. Olkoon n € N\ {0} ja a,b € Z. Osoita, ettd jos a = b(mod n) jad € N\ {0}

on luvun n tekija, niin @ = b (mod d).

Ratkaisu. Oletusten nojalla a — b = kyn jollakin ky € Z, ja n = kod jollakin
ky € Z. Siis a — b = (k1k2)d, joten a = b (mod d).

3. Olkoon n € N\ {0} ja a;,b; € Z kaikilla ¢ € {1,...,k}, missd k& > 2 on
luonnollinen luku. Oletetaan, ettd a; = b; (mod n) kaikilla ¢ € {1,...,k}.
Todista seuraavat véitteet:

(a)

k k
Zai sz (mod n).

i=1 i=1

(b)

ajas -+ - ag = biby---bp  (mod n).

Ratkaisu.

(a) Kéytetaan induktiota luvun k suhteen. Koska tiedetdéin ettd k > 2,
alkuaskel on k£ = 2. Jos a; = by (mod n) ja as = by (mod n), niin Lauseen
nojalla (kun z =1 = y) on ay + as = by + by (mod n), joten alkuaskel on
ok.

Induktio-oletus: tehtédvan viite péatee kun & = m: Oletamme siis, etta
kun a; = b; (mod n) kaikilla ¢ € {1,...,m}, niin

zm:az sz (mod n).
i=1
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Induktio-viite & = m + 1: Oletetaan, ettd a; = b; (mod n) kaikilla i €

{1,...,m+ 1}. Talloin

m—+1 m m—+1

Zai:Za,—kamH Zb + b1 = Zb (mod n),

i=1 i=1
missd keskimmainen paattely seurasi mduktlo—oletuksesta ja Lauseesta
4.1.5 (taas tapauksessa r =1 = y).

(b) Paittely on kiyténnossa identtinen edelliseen verrattuna. Alkuaskel k =
2 seuraa taas suoraan Lauseesta 4.1.5. Induktio-oletus on, ettéd tehtavan
viite patee kun k£ = m. Induktioviite k£ = m + 1 seuraa taas induktio-
oletuksesta ja Lauseesta 4.1.5: Kun a; = b; (mod n) kaikillai € {1, ..., m+
1}, on

a1ag - - - Qmpmi1 = (a1 tee am)am+1 = (bl cee bm)bm-i-l = blb2 s bm+1 (mod n)

4. Todista Lauseen 4.1.8 yleinen versio: Olkoon n € N\ {0} ja olkoot a, b, c € Z
lukuja, joille ac = be (modn). Jos d = syt(n, ¢), niin
n
=0 d-).
a (mo d)
Ratkaisu. Oletuksen nojalla c¢(a — b) = kn jollakin k € Z. Jakamalla puolit-
tain luvulla d saadaan

c n
—(a—10b) =k=.
2@V =kg
Huomaa, etté luvut § ja & ovat kokonaislukuja, silla d jakaa seké luvun c etta
n. Lisdksi Lemman 2 5.2 nojalla lukujen ¢ ja % suurin yhteinen tekijé on 1.

Koska 0o e
alqte=b)

Lemman 2.5.1 nojalla 5 | (a — b). Siis a = b(mod 5).

5. Mitka seuraavista viitteistd ovat oikein ja mitka vaarin?
(a) 3] 18643560.
(b) 4] 18643 560.
(c) 9] 18643 560.

Ratkaisu.
(a) Koska 1 +8+64+4+3+5+6+0 =33 ja3 | 33, niin kappaleen 4.2
nojalla vaite on tosi.
(b) Koska 4 | 60, kappaleen 4.2 nojalla viite on tosi.
(c) Koska 9133, kappaleen 4.2 nojalla viite on vaarin.

6. (a) Onko sellaista lukua a € {0,1,2,3,4,5}, ettéd [3|g[als
(b) Onko sellaista lukua a € {0,1,2,3,4,5,6}, ettéd [3]|7[a];
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Ratkaisu.

(a) [3l6[0]6 = [3 - 06 = [0]s, [3]6[L]6 = [3 - 16 6 =132
[\3]6&3}6 = [3 '13]6 = 36, [3]s[4]6 = [3 - 4]6 = [0]s, [3]6[5]6 = [3 - 5l = [3s-

(b) Koska [3]+[5]s = [3- 5]z = [15]r = [1]s, vastaus on kylla.

7. Osoita, ettd ei ole olemassa sellaista suorakulmaista kolmiota, jonka kaikkien
sivujen pituudet ovat alkulukuja.



Ratkaisu. Tehdaédn vastaoletus, ettd on sellaiset alkuluvut py, ps, p3 etta
Pt + b = 1.

Jos kaikki kolme alkulukua olisivat parittomia, yhtélon vasemmalle puolelle
tulisi parillinen ja oikealle puolelle pariton luku, mikéd ei ole mahdollista.
Oletetaan siis, etté ainakin yksi alkuluvuista on parillinen (eli 2). Koska p? +
p3 > 4, luku ps ei voi olla 2. Oletetaan siis, etté ainakin toinen luvuista p; ja po
on 2. Yleisyyttd menettdmétta voidaan olettaa, ettd ps = 2. Nyt yhtdlomme
on siis

pitd=ps <<=  (ps+p)lps—p) =4
Koska hypotenuusa on pidempi kuin kumpikaan kateeteista ja p; on alkuluku,
pitee p3 > py > 2, siis p3 — p1 > 1 ja p3 +p1 > 5. Siis

(ps +p1)(ps — p1) > 5,
mikéa on ristiriita. Todistus on valmis.



