Lukuteoria 1
Harjoitus 6, 21.2.2018
Ratkaisuehdotuksia

1. Olkoon n € N\ {0} ja a,b € Z. Oletetaan, ettd xy € [a], ja yo € [b],. Osoita,
ettd zoyo € [abl,. (Tdméi tulos perustelee, miksi kongruenssiluokkien vélinen
kertolasku on hyvin mééaritelty laskutoimitus.)

Ratkaisu. Oletusten nojalla o = a (modn) ja yo = b (mod n), joten Lauseen
4.1.5 kohdan (1) nojalla zgyy = ab(modn) eli zoyo € [abl,.

Tamaé tulos siis perustelee kongruenssiluokille méarittelemémme kertolas-
kun jarkevyyden: Jos nimittéin [a4], = [as], (eli a1 ja as ovat saman konruens-
siluokan lukuja) ja [b1], = [ba],, niin méirittelemédmme kertolaskun mukaan
[a1]n]b1]n = [a1b1]n ja [a2]n[be]n = [a2ba],. Jotta téssd olisi tolkkua, pitdé olla
[a1b1], = [asbs]n, €li a1by € [asby],. Tédméin tehtdvin tulos takaa, ettd niin
on.

2. Olkoon a € Z. Osoita kongruenssiluokkien avulla, ettd luku a? voidaan esittéié
muodossa a® = 5k + r, missi k € Z jar € {0,1,4}.

Ratkaisu. Lauseen 4.3.3 nojalla a € [0]5 U [1]5 U [2]5 U [3]5 U [4]5. On
05 =100, [s=[s [25=[M4 [B="Ms [(5="[
Siis a? € [0]5 U [1]5 U [4]s, eli a® = 5k + r jollakin k € Z, r € {0,1,4}.

3. Olkoon a € Z pariton luku. Osoita kongruenssiluokkien avulla, etti a? € [1]g.
Ratkaisu. Jakojaannoslauseen ja parittomuuden nojalla a € [i]g jollakin i €
{1,3,5,7}. On
Siis a? € [1]s.

4. Etsi kongruenssiyhtilon 4z = 5 (mod 6) kaikki ratkaisut.

Ratkaisu. Koska syt(4,6) 1 5, Lauseen 4.4.4 nojalla kongruenssiyht&lolla ei
ole ratkaisuja.

Huomautus: Jos ei muista Lausetta 4.4.4, voi myos todeta, ettd 4x — 5
on pariton kaikilla x € Z, joten se ei voi olla jaollinen kuudella.

5. Etsi kongruenssiyhtédlon 4z = 8 (mod 6) kaikki ratkaisut.

Ratkaisu. Koska syt(4,6) = 2 ja 2 | 8, Lauseen 4.4.4 nojalla kongruens-
siyhtélolla on kaksi ratkaisua (kongruenssiluokkina). Néhdddn, ettd xo = 2
on erds ratkaisu, joten koko kongruenssiluokka [2]¢ on ratkaisu. Lauseen 4.4.4
nojalla toinen ratkaisu on kongruenssiluokka [2 4 1 - $]s = [5]6, ja muita rat-
kaisuja ei ole.



7.

Huomautus: Jos ei muista Lausetta 4.4.4, voi myos todeta, ettd koska
Z on yhdiste kongruenssiluokista [ilg, ¢ € {0,1,2,3,4,5}, niin riittdd kat-
soa yksitellen, mitkd luvut joukosta {0,1,2,3,4,5} toteuttavat kongruens-
siyhtéalon, jolloin ratkaisuja ovat tdsmaélleen toteuttavien lukujen madraamét
kongruenssiluokat. Lause 4.4.4 ei siis ole mitenkdén valttdmaton haluttaes-
sa loytda kongruenssiyhtalon kaikki ratkaisut, mutta se keventdd tyoméaraa
varsinkin jos "mod n”on hyvin suuri.

Tehtédvan voi tehdd vield kolmannella tavalla, nimittdin tarkastelemalla
kongruenssiyhtéloon liittyvad Diofantoksen yhtdlod 4z — 6y = 8 ja etsimalla
sen kaikki ratkaisut. T&lla menetelmélla péadtyy siihen, ettd kongruenssiyhtéalon
kaikki ratkaisut muodostavat kongruenssiluokan [2]3. TAmé& on yhtélailla oi-
kea ratkaisu kuin aiemmin 16ytdmamme, silla [2]g U [5]¢ = [2]s.

Madritelmé. Olkoot m,n € N\ {0} ja a,b € Z. Luku z( € Z on kongruens-
styhtdloparin

{x =a (modm)
r=b (modn)

ratkaisu, jos xo = a (modm) ja xo = b (modn).

. Osoita, ettéd edelld méaritellylld kongruenssiyhtéaloparilla on ainakin yksi ko-

konaislukuratkaisu tdsmaélleen silld ehdolla, etté
a=b (modd),

missd d = syt(m,n).
Ratkaisu. Oletetaan ensin, ettd on sellainen luku zg € Z ettd xy = a (modm)
ja zg = b(modn). Talloin on sellaiset luvut ki, ky € Z, ettd xyg — a = kym
ja xg — b = kon. Vahentamalld puolittain jalkimmaéinen yht&lo ensimmaéisesté
saadaan

b—a=km— kyn.

Koska d on lukujen m,n tekija, on sellaiset luvut 1,1y € Z ettd m = l1d ja

b—a=(kily —kols)d = a=b (modd).

Oletetaan seuraavaksi, ettd a = b (modd). Koska siis d | (a —b), Seurauk-
sen 2.3.12 nojalla on sellaiset luvut rg, sg etta

rom+sm=a—b <= a—rom=>b+ syn.
Olkoon zy = a—rogm = b+sgn. Tdma x( on ratkaisu kongruenssiyhtéloparille.

Vaite on todistettu.

(a) Onko kongruenssiyhtéloparilla

r=3 (mod 2)
T =2 (mod 3)

ratkaisuja? Jos on, keksi yksi ratkaisu.

(b) Onko kongruenssiyhtéloparilla

r=4 (mod 2)
T =2 (mod 3)

ratkaisuja? Jos on, keksi yksi ratkaisu.



Ratkaisu. Koska syt(2,3) = 1, kummallakin kongruenssiyhtéloparilla on rat-
kaisuja. Kohdassa a ratkaisuja ovat kaikki ne parittomat luvut, joiden ja-
kojaannos jaettaessa kolmella on 2. Erés ratkaisu on 5. (Viimeiselld luento-
viikolla mainitun Kiinalaisen jaannoslauseen nojalla kongruenssiluokka [5]g
muodostaa kaikki ratkaisut, mutta tété ei tehtévéssé luonnollisesti vaadittu.)

Vastaavasti b-kohdassa ratkaisuja ovat kaikki ne parilliset luvut, joiden ja-
kojaannos jaettaessa kolmella on 2. Eris ratkaisu on 2. (Kiinalaisen jddnnoslauseen
nojalla kongruenssiluokka [2]¢ muodostaa kaikki ratkaisut.)



