Lukuteoria 1 (MATA151)
Kurssitentti, 11.4.2018
Malliratkaisut

1. (a) Mééaritd lukujen 75 ja 27 suurin yhteinen tekija syt(75, 27).

(b) Kuinka monta kokonaislukuratkaisua Diofantoksen yhtalolla
THr + 27Ty =1

on? Perustele.

Ratkaisu.
(a) Koska 75 = 3 - 52 ja 27 = 3%, saadaan syt(75,27) = 3' - 5Y = 3. (Voi toki
kdyttad myos Eukleideen algoritmia.)

(b) Edellisen kohdan perusteella 3 | (75x+27y) kaikilla kokonaisluvuilla z, y,
kun taas 3 1 1. Siis kyseisella Diofantoksen yht&lolla ei ole kokonaisluku-
ratkaisuja.

2. (a) Mikd on alkuluvun méaritelm&?
(b) Muotoile tarkasti Aritmetiikan peruslause. (Ei todistusta.)
(c) Mika on luvun 130 alkutekijéesitys?

Ratkaisu.
(a) Luonnollinen luku a > 2 on alkuluku, jos sen ainoat positiiviset tekijéit
ovat 1 ja a.

(b) Aritmetiikan peruslause sanoo, etté jokainen luonnollinen luku a > 2 on
joko alkuluku tai voidaan esittda alkulukujen tulona, ja tdmé esitys on
tekijoiden jarjestysté vaille yksikésitteinen.

(c) 130 =2-5-13.
3. (a) Oletetaan, ettd p on alkuluku. Osoita, ettéd |/p ei ole kokonaisluku.
(b) Oletetaan, ettd a on yhdistetty luku. Osoita, ettd a { [(a — 1)! 4 1].

Ratkaisu.

(a) Tehddin vastaoletus, ettd \/p = a € Z. Koska p > 2, on oltava 1 < a < p.
Korottamalla puolittain toiseen potenssiin saadaan p = a?, misti seuraa
ettd a | p. Tamé on ristiriidassa alkuluvun mééritelmén kanssa. Siis \/p
ei ole kokonaisluku.

(b) Koska a on yhdistetty luku, silld on tekijanéd alkuluku p jolle patee 2 <
p < a—1.8Siis p | (a — 1)!. Tehddén vastaoletus, ettd a | [(a — 1)! + 1].
Koska p | a, pétee p | [(a — 1)! + 1], joten p jakaa luvun

[(a—D)!+1]—(a—1)=1.

Tdmé& on ristiriita, silld p > 2. Siis vastaoletus on véiré, joten on a {
[(a — 1)1 +1].



4. (a) Etsi lineaarisen kongruenssiyhtélon 2z = 4 (mod 6) kaikki kokonaisluku-
ratkaisut.

(b) Osoita, ettd 93 = 2 (mod 7).

Ratkaisu.

(a) Huomataan, ettd yhtdlo pétee kun x € {2,5}, ja yhtélo ei pade kun
x € {0,1,3,4}. Siis kaikki ratkaisut muodostuvat kongruenssiluokista
[2]6 ja [5]6-

(b) Koska luku 7 on alkuluku, Fermat'n pienen lauseen nojalla saadaan
9% =(997.9=9°.9=9"=9=2(mod7).

5. (a) Osoita, etta

=0 (modb).

]
I

(b) Osoita, etté
2018

Zk3 =1 (modb).
k=1

Ratkaisu.
(a)

[Z k:] =20 ([1]5 + [2]5 + [3]5 + [4]5 + [0]5)

= 20[0 + 1+ 2+ 3+ 4] = 20[0]5

= [0]57
josta viite seuraa.
(b)
[Z ’f?’] =403 ([1]5 + (213 + [3]3 + [4]3 + [0]3) + [1)5 + [2]3 + (33

= 403 ([1]5 + [3]5 + [2]5 + [4]s + [0]5) + [1]5 + [3]5 + [2]5
= 403(0]; + [1];
- [1]57

josta véite seuraa.



