Lukuteoria 1 (MATA151)
Kurssitentti, 7.3.2018
Malliratkaisut

1. (a) Olkoot a,b,c,m,n € Z. Oletetaan, ettd a | b ja a | c. Osoita, ettd

a | (mb+ nc).

(b) Olkoon n € N\ {0} ja a,b,c € Z. Oletetaan, ettdi a = b(modn) ja

b = c¢(modn). Osoita, ettd

a = c¢(modn).

Ratkaisu.

(a) Oletusten nojalla b = kja ja ¢ = kqa joillakin ky, ky € Z. Saadaan

mb + nc = m(kia) + n(ksa) = (mky + nks)a,

joten a | (mb + nc).

(b) Oletusten nojalla a —b = kin ja b—c = kon joillakin ky, ky € Z. Saadaan
a—c=(a—0)+ (b—c)=kn+kn= (ki + ko)n,

joten a = ¢ (modn).

2. (a) Selvitd Eukleideen algoritmin avulla lukujen 154 ja 30 suurin yhteinen
tekija syt(154, 30).

(b) Etsi yksi kokonaislukuratkaisu Diofantoksen yhtélolle

154z 4 30y = 6.
Ratkaisu.
(a) Eukleideen algoritmilla saadaan
1564=5-30+4
300=7-442
4=2-2.

Siis syt(154, 30) = 2.

(b) Edellisen kohdan padttely kdéntdmalld (" peruuttamalla”) saadaan
2=30—-7-4=30—-"7(154 —5-30) = —7- 154 + 36 - 30.
Siis 6 = —21 - 154 + 108 - 30, joten erés kokonaislukuratkaisu tehtavan
Diofantoksen yhtélolle on x = —21, y = 108.
3. (a) Olkoot p; ja py jotkin keskendén erisuuret alkuluvut, ja olkoon
a=pips + 1.
Osoita, ettéd on olemassa sellainen alkuluku p, ettéd p | a, p # p1 ja p # po.

(b) Olkoon p > 3 alkuluku. Osoita, ettd luku p* + 2 on yhdistetty luku.
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Ratkaisu.

(a) Koska p; > 2 ja py > 2, on a > 2. Siis aritmetiikan peruslauseen nojalla
luku @ on jaollinen jollakin alkuluvulla p. Jos olisi p = p; tai p = ps, niin
p jakaisi luvun a — py1py = 1, mika ei ole mahdollista, silla p > 2. Siis
taméa luku p toteuttaa tehtavisséd vaaditut ehdot.

(b) Koska p > 3 on alkuluku, pétee 3 1 p. Siis p € [1]3 tai p € [2]3. Koska
[1]2 = [1]3 ja [2]2 = [1]3, on p? € [1]3. Siis p* = 3k + 1 jollakin k € Z,
joten p? +2 = 3(k + 1) jollakin k € Z. Siis 3 | (p® + 2), ja koska lisiiksi
p? + 2 > 3, kyseessid on yhdistetty luku.

4. (a) Olkoon n € N\ {0} ja a € Z. Anna méairitelmé luvun ¢ maaraamaélle
kongruenssiluokalle modulo n, [a],,.

(b) Olkoon n € N\ {0} ja a,b € Z. Oletetaan, etté [a], N [b],, # 0, missi
symboli () tarkoittaa tyhjdaa joukkoa. Osoita, etté [a], = [b],.

Ratkaisu.

(a)
lal,={b€Z : a=b (modn)}.

(b) Oletuksen nojalla on sellainen ¢ € Z, etté ¢ € [a],,N[b], eli a = ¢ (mod n)
ja b = ¢ (modn). Jalkimmaéisesta seuraa, ettd ¢ = b (modn), joten (katso
1.(b)) a = b(modn).

Osoitetaan ensin, etté [a], C [b],. Olkoon d € [al,. Koska d = a (modn)
ja.a=b(modn), on d =b(modn), eli d € [b],. Siis [a], C [b],.

Aivan vastaavasti todistetaan, ettd [b,] C [a],. Olkoon e € [b],. Koska
e = b(modn) ja b = a(modn), on e = a(modn), joten e € [al,. Siis
(b, C [aly.

5. Olkoot a,b,c € N\ {0} lukuja, jotka toteuttavat yhtalon
a® 4+ b* =2

Osoita, ettd abc = 0 (mod 30).

Ratkaisu. Koska 30 = 2 -3 - 5, riittdd osoittaa, ettd luvun abc alkute-
kijaesiteyksessd esiintyy luvut 2, 3 ja 5, eli riittd4 todistaa, ettd 2 | abe, 3 | abe
ja b | abe.

Osoitetaan ensin, ettd 2 | abc. Jos kaikki luvut a, b, ¢ olisivat parittomia,
niin myds luvut a?, b?, ¢? olisivat parittomia ([1]3 = [1]3), jolloin a® + b? olisi
parillinen. Tam& on ristiriita. Siis ainakin yksi luvuista a, b, ¢ on parillinen,
joten 2 | abc.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd 3 | abc. Jos mikdén luvuista a, b, c ei olisi
jaollinen kolmella, olisi a?, b?, ¢* € [1]3 (katso tehtéviin 3.(b) ratkaisu). T#lldin
olisi a®> + b € [2]3. TAmA on ristiriita. Siis ainakin yksi luvuista a,b,c on
jaollinen kolmella, joten 3 | abe.

Osoitetaan vield, ettd 5 | abe. Oletetaan, ettd mikédén luvuista a, b, ¢ ei ole

jaollinen viidell&, ja pyritdédn taas ristiriitaan. Koska

L5 =[s, [25=M4s [BE=[M4s [M45=I[s
olisi a® + b* € [0]5 U [2]5 U [3]. TdmA ei ole mahdollista, silli ¢* € [1]5 U [4]5.
Siis ainakin yksi luvuista a,b, ¢ on jaollinen viidelld, joten 5 | abe. Todistus
on valmis.



