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1. JOHDANTO

Lukuteoria on tasogeometrian ohella matematiikan ala, jonka perustukset
luotiin antiikin Kreikassa. Pythagoras (n. 570-495 e.a.a.) salaseuroineen, Euklei-
des (n. 300 e.a.a.) ja Diofantos (n. 200-280) tutkivat kokonaislukujen ominai-
suuksia, erityisesti jaollisuutta, ja havaitsivat alkulukujen erityisaseman koko-
naislukujen joukossa. Myos Platon (n. 425-350 e.a.a.) oli hyvin kiinnostunut
matematiikasta ja kirjasi muistiin joitakin kuulemiaan edistysaskelia lukuteo-
riassa. Seuraavien vuosisatojen aikana lukuteoriaa vietiin eteenpéin esimerkik-
si Intiassa (Aryabhata n. 500) ja islamilaisessa maailmassa (Ibn al-Haytham
n. 1000), kunnes Fermat (1607-1665) todenteolla kdynnisti lukuteorian tutki-
muksen uudelleen Euroopassa. 1700- ja 1800-luvun suurista lukuteoreetikoista
mainittakoon Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813) ja Gauss (1777-1855).

Nykypéivana lukuteoria on laaja ja elavd matematiikan ala, jossa tydkaluina
kédytetdan monipuolisesti modernin matematiikan tyokaluja ja jolla on so-
velluksia muun muassa salausmenetelmissid. Suomalaismatemaatikoista Turun
yliopistossa tyoskentelevd Kaisa Matoméaki kuuluu maailman kéarkitutkijoihin
lukuteorian alalla.

Télla kurssilla opiskelemme lukuteorian perusteita. Kurssin paatuloksia ovat
muun muassa Eukleideen algoritmi (jonka avulla 16ydetdén tehokkaasti koko-
naislukujen suurin yhteinen tekiji), Aritmetiikan peruslause (jonka mukaan jo-
kaisella ykkostéd suuremmalla luonnollisella luvulla on yksikésitteinen alkute-
kijdesitys), sekd kongruensseihin liittyvd Fermat'n pieni lause. Opimme my0os,
mika tulos raivostutti Pythagoraan ja mitkd avoimet ongelmat ovat riivanneet
maailman parhaita matemaatikoita satojen vuosien ajan.

1.1. Merkinnit ja esitiedot. Kurssilla kidytetddn tuttuja merkintoja:

N={0,1,2,...} (luonnolliset luvut),
Z ={0,£1,£2, ...} (kokonaisluvut),

m

Q={— : myne€Zn+#0} (rationaaliluvut),
n

R (reaaliluvut; tarkka maaritelmé sivuutetaan).

Joillakin kursseilla ja joissakin kirjoissa luonnolliset luvut alkavat ykkosesti,
mutta talla kurssilla siis 0 € N.

Kurssin tuloksia nimitetdan propositioiksi, lemmoiksi ja lauseiksi. Propo-
sition suomennos voisi olla ”pieni huomio”, lemma on usein aputulos jotain
toista tulosta silméllépitden, ja lause on erityisen merkittavé tulos.

Kurssin ainoat esitiedot ovat joukko-opin yleisimpien merkintéjen tunte-
mus sekd matemaattinen induktio. N&itd voi kertailla Johdatus matematiik-
kaan -kurssin muistiinpanoista. Esimerkiksi ylld oleva rationaalilukujen jou-

kon mééritelmé luetaan: Rationaalilukuihin kuuluvat kaikki sellaiset luvut =
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missd m ja n ovat kokonaislukuja ja n eroaa nollasta. Seuraavassa esimerkissa
kerrataan joitakin joukko-opin merkintoja.

Esimerkki 1.1.1. Olkoot A = {1,2,3,4} ja B = {4,5,6}. Télloin A C N,
1€ A 1¢ B AUB = {1,2,3,4,5,6}, AnNB = {4}, A\ B = {1,2,3},
(A\ B) N B =0 (tyhja joukko).

Matemaattista induktiota voi kerrata todistamalla seuraavan proposition,
johon liittyy hauska tarina. Kun Gauss meni kouluun 1780-luvulla, hdnen luok-
kansa opettaja halusi heti ottaa oppilailta luulot pois méaérdten heidét laske-
maan yhteen luonnolliset luvut ykkosestd sataan. Opettaja luuli saaneensa
ruhtinaallisen vapaa-ajan, mutta hyvin pian Gauss ilmoitti vastaukseksi 5050.
Miten hén sen teki?

Propositio 1.1.2. Olkoon n € N. Tdlldin

zn: - n(n+1)
LS Ty
7=0
Todistus. Harjoitustehtava. O

Induktiolla voi my6s todistaa talld kurssilla erittdin hyodyllisen luonnollis-
ten lukujen hyvinjdrjestysperiaatteen, joka sanoo, ettd jokaisessa luonnollisten
lukujen joukon epétyhjéssa osajoukossa on pienin luku.

Lause 1.1.3. (Luonnollisten lukujen hyvinjérjestysperiaate.) Olkoon A C N,
A # 0. Tdlloin on sellainen yksikdsitteinen luku a € A, ettdi b > a kaikilla
be A

Todistus. Osoitetaan, ettd jos A C N on joukko, jossa ei ole sellaista lukua a,
ettd b > a kaikilla b € A, niin A = (). Kéytetiin induktiota.

Alkuaskel: Naytetddn ensin, ettd 0 ¢ A. Koska A C N, on b > 0 kaikilla
b € A. Koska joukossa A ei ole sellaista lukua a ettd b > a kaikilla b € A, on
oltava 0 ¢ A.

Induktio-oletus. Oletetaan, ettd luvut 0, 1,2, ..., k eivat kuulu joukkoon A.

Induktiovdite. Osoitetaan induktio-oletuksen avulla, ettd luvut 0,1, 2, ..., k, k+
1 eivdat kuulu joukkoon A. Oletamme siis, ettd luvut 0,1, 2, ..., k eiviat kuulu
joukkoon A. Télléin b > k + 1 kaikilla b € A, joten k + 1 ¢ A. Induktio-
argumentti on valmis: mikédn luonnollinen luku ei kuulu joukkoon A.

Olemme todistaneet, ettd jos A C N ja joukossa A ei ole pieninté lukua, jouk-
ko A on tyhja. Tésté seuraa, etté jokaisessa luonnollisten lukujen epétyhjéssé
joukossa on pienin luku.

Todetaan vield pienimmén luvun yksikésitteisyys. Jos a,a’ € A, b > a kai-
killa b € Ajab > d kaikillab e A, ond > ajaa > d, eli a =d'. Siis pienin
luku on yksikésitteinen. 0
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2. JAOLLISUUS JA TEKIJAT
2.1. Jaollisuus.

Maéaritelma 2.1.1. Olkoot a,b € Z. Luku a jakaa luvun b, merkitidin a | b,
jos

b= ka jollakin k € Z.
Talloin sanotaan, ettd a on luvun b tekijd. Sanotaan myos, ettd b on jaollinen

luvulla a.
Jos a ei jaa lukua b, merkitdén a 1 b.

Esimerkki 2.1.2. Pitee 3 | 6, silld 6 = 2 - 3. Sen sijaan 4 t 11, silld yhtalolla
11 = k - 4 ei ole kokonaislukuratkaisua.

Seuraavaksi todistetaan joitakin jaollisuuden perusominaisuuksia.

Propositio 2.1.3. Olkoon a € Z. Tailloin:

(1) 1] a.
(2) a|a.
(3) a|0.
(4) Jos 0 | a, niin a = 0.

Todistus. (1) Koskaa=a-1jaaeZ,onl|a.
(2) Koskna=1-ajal€Z,onala.
(3) Koska 0 =0-aja0€Z, onalO.
(4) Jos 0| a, on a = k - 0 jollakin k € Z. Talloin a = 0. O

Propositio 2.1.3 siis sanoo, ettd kokonaisluvulla a on ainakin kaksi luonnol-
lisiin lukuihin kuuluvaa tekijaa, luvut 1 ja a. Lisdksi a jakaa luvun 0, mutta 0
jakaa luvun a vain jos a = 0.

Seuraavista propositioista selvidd muita jaollisuuden ominaisuuksia.
Propositio 2.1.4. Olkoon a,b,c,m,n € Z. Tdlloin:

(1) Josa|bjab]|c, niinalc (transitiivisuus).
(2) Josa|bjaal|c, niina|(mb+nc) (lineaarisuus).
Todistus. Harjoitustehtava. 0

Propositio 2.1.5. Olkoon a,b,c € Z. Tilloin:

(1) Jos b | ¢, niin ab | ac (tulo).
(2) Jos ab | ac ja a # 0, niin b | ¢ (supistaminen).

Todistus. (1) Koska b | ¢, pétee ¢ = kb jollakin k € Z. Saadaan
ac = a(kb) = k(ab),

joten jaollisuuden mééritelmén nojalla ab | ac.
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(2) Koska ab | ac, on ac = k(ab) jollakin k € Z. Koska a # 0, saadaan

c= l(ac) :1

kab) = kb
~(ac) = - (kab) = kb,

joten jaollisuuden mééritelmén nojalla b | c. O

Todistetaan vield, ettd jos nollasta eroava luku b on jaollinen luvulla a (eli
a on luvun b tekijé), niin luvun a itseisarvo on korkeintaan sama kuin luvun b
itseisarvo.

Propositio 2.1.6. Olkoot a,b € Z. Jos a | b ja b # 0, niin |a| < |b| (vertailu).

Todistus. Koska a | b, on k € Z, jolle b = ka. Koska b # 0, niin k # 0. Liséksi
koska k € Z, niin |k| > 1. Siten

|b] = |ka| = |k[|a] = |al. [

Jos esimerkiksi halutaan tietdd luvun 6 kaikki tekijit, edellisen proposition
nojalla riittdéd tutkia kaikki kokonaisluvut joiden itseisarvo on korkeintaan 6.
Luvun 6 tekijat ovat +1, +2, £3 ja +6.

2.2. Jakojadnnoslause. Aiemmin todettiin, ettd 4 1 11, eli jakolasku % ei
mene tasan. Voidaan kirjoittaa 11 = 2 -4 + 3, missd lukua 3 kutsutaan ja-
kojidannokseksi. Toisena esimerkkiné 3 1 16, ja voidaan kirjoittaa 16 = 5-3 41,
missd 1 on jakojadnnos. Yleisemmin vaikuttaisi, ettd jos bt a, voidaan kirjoit-
taa a = kb + r, missi k € Z ja 1 < r < |b|. Tama tulos on yksi lukuteorian
kulmakivistd, kuten kurssin mittaan tulemme nikemééan.

Lause 2.2.1 (Jakojdénnoslause). Olkoot a,b € Z ja b > 1. Tdlldin on yk-
sikdsitteiset luvut k,r € Z, joille

a=kb+r ja 0<r<hb.

Jakoyhtélon luku a on jaettava, b jakaja, k (vaillinainen) osamddrd ja luku
r on jakojddnnds.

Todistus. Tarkastellaan joukkoa
A:={y>0 : y=a—sbjollain s € Z}.

Koska a,b € Z, on y = a — sb € Z kaikilla s € Z. Siis A C Z, ja koska liséksi
y > 0 kaikillay € A, on ACN. Josa >0,niina=a—-0-b€ A. Josa <0,
niin @ — ab = a(1 — b) > 0, joten télloin a — ab € A. Siis A # ().

Koska joukko A on luonnollisten lukujen epéatyhja osajoukko, luonnollisten
lukujen hyvinjérjestysperiaatteen (Lause 1.1.3) nojalla joukossa A on pienin
luku. Merkitédén r» = min A. Talloin » > 0 ja r = a— kb jollekin yksikésitteiselle
k € 7Z. Jos olisi r > b, tiedon b > 1 nojalla pétisi

r=a—kb>a—(k+1)b=r—>b2>0,
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jolloin olisi @ — (k +1)b € A ja a — (k + 1)b < r, miké ei ole mahdollista. Siis
r <b.

Olemme osoittaneet, ettd on sellaiset luvut 0 < r < b ja k € Z ettd a =
kb + r. On vield osoitettava, ettd ndmé luvut ovat yksikésitteisid. Tehdaéan
vastaoletus: On myos luvut 0 < 7/ < b ja k' € Z siten ettd a = k'b + 1/, ja
r’ # r. Talloin

r—r'=a—kb—a+ kb= (kK — k)b,

joten b | (r — r’). Koska vastaoletuksen nojalla r — ' # 0, on Proposition
2.1.6 nojalla b < |r — r’|. Mutta tdmé& on ristiriita, silla tiedoista 0 < r < b ja
0 <r' < bseuraa, ettd —b < r —r’ < b. Siis 7 = r, joten olemme todistaneet
lauseessa vaaditun yksikasitteisyyden. Il

Eréds yksinkertainen mutta térked erikoistapaus jakojadnnoslauseesta on,
ettd mika tahansa luku a € 7Z voidaan esittdd muodossa a = 2k + r, missé
k€ Zjar e {0,1}. Jos r = 0, luku a on parillinen. Jos taas r = 1, a on
pariton. Seuraavassa esimerkissd mainitaan joitakin parillisuuden ja paritto-
muuden ominaisuuksia. Perusteluihin palataan harjoituksissa.

Esimerkki 2.2.2. (1) Kahden parillisen luvun summa on parillinen.
(2) Parillisen ja parittoman luvun summa on pariton.
(3) Kahden parittoman luvun summa on parillinen.
(4) Jos a € Z ja a* on parillinen, niin a on parillinen.
(5) Jos a,b € Z ja luku ab on pariton, niin seké a ettd b ovat parittomia.

Seuraavat esimerkit havainnollistavat lisdd jakojadnnoslauseen kayttoa.

Esimerkki 2.2.3. Jos a? on jaollinen kolmella, onko a viistdmiitti jaollinen
kolmella? Jos a ei ole jaollinen kolmella, se on jakojddnnoslauseen nojalla joko
muotoa a = 3k + 1 tai a = 3k + 2 jollakin k € Z. Saadaan

(3k +1)* = 3(3k* +2k) + 1 (ei ole jaollinen kolmella),
(3k+2)*=3(3k* +4k+1)+1 (ei ole jaollinen kolmella).

Toisaalta, jos a on jaollinen kolmella, eli a = 3k jollakin k € Z, niin a* = 3(3k?)
on jaollinen kolmella. Siis jos a® on jaollinen kolmella, a on jaollinen kolmella.
Opimme edellisestd, padttelystd myoOs seuraavat seikat, jotka ovat hyodyksi
seuraavassa esimerkissa:

(1) Jos a € Z, niin a* = 3k tai a®* = 3k + 1 jollakin k € Z.
(2) Edellisestd kohdasta seuraa, ettd minkddn kokonaisluvun nelio ei voi
olla muotoa 3k + 2 jollakin k € 7.

Esimerkki 2.2.4. Osoitetaan erds Fermat'n tulos: Ei ole olemassa sellaisia
lukuja a,b,c € N\ {0}, ettd

(2.1) a® +b* = 3%
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Tehd&én vastaoletus, etté on yhtalon (2.1) toteuttavia lukukolmikkoja a, b, c.
Asetetaan

A:={ce N\ {0} : a®+b* = 3¢ joillakin a,b € N\ {0}}.

Vastaoletuksen nojalla A # (), joten luonnollisten lukujen hyvinjirjestysperi-
aatteen nojalla joukossa A on pienin luku ¢y = min A. Olkoot ag,by € N ne
luvut, joille a3 + b3 = 3c2.

Tieddmme, ettd luku a2+03 on jaollinen kolmella. Jos ag on jaollinen kolmel-
la, luku b3 = 3¢ — a2 on jaollinen kolmella, joten edellisen esimerkin nojalla
byo on jaollinen kolmella. Toisaalta, jos ay ei ole jaollinen kolmella, edellisen
esimerkin nojalla a3 = 3k + 1 jollakin k € Z. Talléin

by =3cs—(Bk+1)=3(cg—1)+3-3k—1=3(c; —1—k) +2,

miké ei edellisen esimerkin nojalla ole mahdollista. Siis ag ja by ovat vaistamétta
jaollisia kolmella. On siis ag = 3ay ja by = 3by joillakin aq,b; € Z. Koska

(2.2) 3¢t =al + b3 = (3a1)* + (3b)* = 9(aF + by)?,
on luku ¢ jaollinen kolmella, joten edellisen esimerkin nojalla ¢y on jaollinen
kolmella. Siis ¢y = 3¢; jollakin ¢; € Z. Sijoittamalla tdmé yhtdloon (2.2)
saadaan

3(3c1)? = 9(af + 1),
joka saadaan supistamisen jélkeen muotoon

a? +b? = 3cl.

Nyt siis ¢; € A ja ¢; = 3¢y < ¢y, miké on ristiriita. Siis ei ole olemassa sellaisia
lukuja a, b, c € N\ {0}, jotka toteuttavat yhtélon (2.1).

2.3. Suurin yhteinen tekija.

Esimerkki 2.3.1. Oletetaan, ettd sinulla on kiytossa 16 ja 9 litran dmpaérit.
Pystytko nédiden avulla mittaamaan kolmanteen astiaan tasan litran vetta?
Enta jos kaytossa olisikin 12 ja 9 litran &mpérit, pystytké mittaamaan kol-
manteen astiaan tasan litran vetta?

Edeltava esimerkki liittyy lineaarisiin Diofantoksen yhtdloihin, jotka puo-
lestaan kytkeytyvét ldheisesti késitteeseen lukujen suurin yhteinen tekijd.

Maiaritelma 2.3.2. Olkoot a,b € Z. Jos luvulle ¢ € Z pétee ¢ | a ja ¢ | b,
sanotaan ettd c on lukujen a ja b yhteinen tekijd.

Mitéa tieddmme lukujen a ja b yhteisistd tekijoista? Tapaus a = b = 0 ei ole
kiinnostava, koska talloin Proposition 2.1.3 nojalla kaikki kokonaisluvut ovat
lukujen a ja b yhteisié tekijoita.

Oletetaan seuraavaksi, ettd vahintddn toinen luvuista a ja b eroaa nollasta.
Olkoon vaikka a # 0. T&lloin Proposition 2.1.6 nojalla kaikki luvun a tekijét

ovat itseisarvoltaan korkeintaan luvun |a| suuruisia, joten luvulla a on vain
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adrellinen maaré tekijoitd. Siis tdssd tapauksessa luvuilla a ja b on dérellinen
médra yhteisia tekijoitd. Proposition 2.1.3 nojalla luku 1 on lukujen a ja b
yhteinen tekijé, joten yhteisten tekijoiden joukko on epétyhja.

Esimerkki 2.3.3. Lukujen 16 ja 9 yhteiset tekijét ovat 1 ja -1. Lukujen 12 ja
9 yhteiset tekijat ovat 3,1,-1,-3. Lukujen 18 ja 12 yhteiset tekijat ovat 6,3,2,1 -
1,-2,-3,-6.

Seuraavaksi osoitamme, ettd tdasmdlleen yksi naistd ddrellisen monesta yh-
teisestd tekijistd on jaollinen kaikilla yhteisilld tekijoilld.

Lause 2.3.4. Olkoot a,b € Z, joista vihintddn toinen eroaa nollasta. Tdlloin
on tismdlleen yksi luku d € Z, joka toteuttaa seuraavat kolme ehtoa:

(1) d>1.

(2) d|ajad)]|b.

(3) Jos luvulle ¢ € Z pitee ¢ | a ja c | b, on oltava c | d.

Todistus. Tarkastellaan joukkoa
A:={c>1: c=xza+ybjoillakin z,y € Z}.

Joukkoon A kuuluvat siis kaikki sellaiset luvut ¢ > 1, jotka voidaan esittda
muodossa xa + yb joillakin kokonaisluvuilla z,y € 7Z. Samaan tapaan kuin
Jakojaannoslauseen todistuksen alussa voidaan paatelld, ettd A C N.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd A ei ole tyhjd joukko, A # (). Lauseessa ole-
tetaan, ettd viahintddn toinen luvuista a ja b eroaa nollasta. Oletetaan ensin,
etti, a # 0. Tallsin a®> > 1 ja a? = a-a+ 0 - b, joten luku a? voidaan esittis
muodossa xa + yb valinnalla z = a ja y = 0. Siis a? € A. Jos a = 0, on oltava
b # 0, ja vastaavalla paittelylld osoitetaan, etti tilloin b> € A. Siis A # ().

Luonnollisten lukujen hyvinjarjestysperiaatteen nojalla joukossa A on pienin
luku. Merkitdédn tata pienintéa lukua kirjaimella d, siis

d =min A,
. Koska d € A, on sellaiset luvut zg, yg € Z etté
d= Toa + 'yob.

Osoitetaan, ettd d on ainoa luku joka toteuttaa lauseen kaikki kolme ehtoa.
Ehto (1). Koska kaikille a € A pétee a > 1, ja koska d € A, on d > 1.

Ehto (2). Osoitetaan ensin, ettd d | a. Tehdddn vastaoletus, ettd d { a.
Talloin jakoyhtédlon nojalla a = kd 4+ r, missd 1 < r < d. Kayttamalla esitysta
d = xpa + yob saadaan

r=a—kd=a—k(xoa+yob) = (1 — kzo)a+ (—kyo)b.

Koska (1 — kzg) € Z ja —kyo € Z, on r € A. Mutta r < d, miké on ristiriita,

silld d = min A. Koska vastaoletus d t a johti ristiriitaan, on d | a. Vastaavalla
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tavalla osoitetaan, ettéd d | b (harjoitustehtava).

Ehto (3). Olkoon ¢ € Z, ¢ | a ja ¢ | b. Talléin a = ke ja b = lc, k,l € Z.
Saadaan
d = xoa + yob = zo(kc) + yo(lc) = (xok + yol)c,
missé (zok + yol) € Z. Siis ¢ | d.

Olemme osoittaneet, ettd luku d = min A toteuttaa lauseen kaikki kolme
ehtoa. Pitda vield osoittaa, ettd se on ainoa luku joka toteuttaa ehdot. Olkoon
d' € Z luku, joka toteuttaa lauseen ehdot 1-3. Koska d' toteuttaa ehdon (2) ja
d toteuttaa ehdon (3), on d’ | d. Toisaalta, koska d toteuttaa ehdon (2) ja d’
toteuttaa ehdon (3), on d | d'. Siis d = kd' ja d' = ld joillakin k,[ € Z. Koska
d,d € N, on oltava k,l € N. Saadaan

d = kd = k(ld) = (kl)d,

ja koska d > 1, on kl = 1. Koska k,l € N, on oltava k = 1 = [. Siis d' = d,
joten luku d = min A on ainoa luku joka toteuttaa lauseen ehdot 1-3. 0

Seuraus 2.3.5. Olkoot a,b € 7, joista vihintddin toinen eroaa nollasta, ja
olkoon d se yksikdsitteinen luku, joka toteuttaa Lauseen 2.3.4 kolme ehtoa. Jos
c € Z on lukujen a ja b yhteinen tekiji, on c < d.

Todistus. Jos ¢ € Z on lukujen a ja b yhteinen tekija, Lauseen 2.3.4 nojalla on
¢ | d. Proposition 2.1.6 nojalla |¢| < |d| = d, silld d > 1. Siis ¢ < d. O]

Maéaritelméa 2.3.6. Olkoot a, b, d kuten edelld. Lukua d kutsutaan lukujen a
ja b suurimmaksi yhteiseksi tekijiksi, ja merkitdan d = syt(a, b).

Kerrataan vield: Olkoot a,b € Z, a # 0 tai b # 0, ja ¢ jokin lukujen a ja b
yhteinen tekija. Luvulle syt(a,b) € N pétee:
(1) syt(a,b) > 1.
(2) syt(a,b) | a ja syt(a,b) | b.
(3) ¢ <syt(a,b).
(4) c| syt(a,b).

Esimerkki 2.3.7. syt(3,4) = 1, syt(3,6) = 3 ja syt(12,16) = 4. Nama
voi todeta listaamalla lukujen yhteiset tekijéat ja katsomalla, mikd niistd on
suurin. Tdmé& menetelméd on hyvin tyolds kun luvut ovat suuria. Mikd on
syt(245,693)7 Enta syt(1263865, 1263866)7 Seuraava propositio antaa vastauk-
sen jalkimmaiseen.

Propositio 2.3.8. Olkoon a € Z. Pitee syt(a,a+ 1) = 1.

Todistus. Olkoon ¢ € Z lukujen a ja a + 1 yhteinen tekija. Proposition 2.1.4

kohdan (2) nojalla ¢ jakaa luvun (a + 1) 4+ (—1)a = 1. Siten Proposition 2.1.6

nojalla on oltava |c| < 1. Siis lukujen a ja a + 1 yhteiset tekijit ovat 1 ja —1,

joten syt(a,a + 1) = 1. O
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Pyrimme seuraavaksi vastaamaan seuraaviin kysymyksiin:

(1) Mita hyotya on tietdd, mikd on kahden kokonaisluvun suurin yhteinen
tekija?
(2) Miké olisi systemaattinen ja tehokas menetelmé suurimman yhteisen
tekijin maarittamiseksi?
Erds vastaus ensimmaéiseen kysymykseen on, ettd syt(a,b) liittyy ldheisesti
lineaarisiin Diofantoksen yhtél6ihin.

Maaritelméa 2.3.9. Olkoot a,b, ¢ € Z annettuja lukuja. Talloin yhtéaloa
(2.3) ra+yb=c

sanotaan lineaariseksi Diofantoksen yhtdiloksi. Yhtalolla (2.3) on kokonaislu-
kuratkaisu, mikéli on sellaiset kokonaisluvut zg, yo € Z, ettd xga + yob = c.

Esimerkki 2.3.10. Onko lineaarisella Diofantoksen yhtalolla
122 +9y =1

kokonaislukuratkaisuja? (Téssé siis annetut luvut a, b, ¢ ovat 12,9,1.) Kun z ja
y ovat joitakin kokonaislukuja, 12z + 9y on jaollinen kolmella, kun taas 1 ei
ole jaollinen kolmella, joten kokonaislukuratkaisuja ei ole. Huomaa, ettd tdma
on vastaus kappaleen alun kysymykseen 12 ja 9 litran dmpéreisté.

Enté onko yhtalolla

361 + 60y = 132

kokonaislukuratkaisuja? K&y ilmi, ettd vastaus riippuu luvusta syt (36, 60).

Lause 2.3.11. Olkoot a,b € Z, joista vihintddn toinen eroaa nollasta. Tdlloin
{ra+yb : z,y € Z} = {k -syt(a,b) : k€ Z}.

Todistus. Merkitdan A == {xa+yb : x,y € Z} ja B :={k-syt(a,b) : k € Z}.

Todistetaan ensin, ettd A C B. Olkoon e € A. Talloin e = zya+ z3b joillakin
21,29 € Z. Koska syt(a,b) | a ja syt(a,b) | b, on sellaiset luvut m,n € Z etta
a = syt(a,b)m ja b = syt(a,b)n. Saadaan

e = z1a + 220 = (z1m + z9m) syt(a, b),

missé (z1m + z9n) € Z. Siis e € B, joten a C B.

Todistetaan seuraavaksi, ettd B C A. Lauseen 2.3.4 todistuksesta nidhdéaén,
ettd on sellaiset luvut zg, yo € Z, etta syt(a, b) = xoa + yob. Thsté seuraa, etta
jos k € 7Z, niin

k- syt(a,b) = k(zoa + yob) = (kxo)a + (kyo)b,

missé kxg € Z ja kyy € Z. Siis B C A.
Olemme osoittaneet, ettd A = B. O
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Seuraus 2.3.12. Olkoot a,b,c € Z sellaisia annettuja lukuja, ettd vihintddn
totnen luvuista a ja b eroaa nollasta. Tdlloin yhtdldlla

rxa+yb=c
on kokonaislukuratkaisuja tismdlleen silli edellytykselld, ettd syt(a,b) | c.

Aiemmin kysyttiin, onko yhtalolla 36z 4+ 60y = 132 kokonaislukuratkaisuja.
Tekijoita listaamalla voidaan selvittéad, etta syt(36,60) = 12. Koska 12 | 132,
yhtélolla on edellisen seurauksen nojalla kokonaislukuratkaisuja. Mitd ndmé
ratkaisut ovat, ja miten suurin yhteinen tekija kannattaa selvittaa?

2.4. Eukleideen algoritmi.

Lemma 2.4.1. Jos a,b,q,r € Z, a # 0 tat b # 0, ja a = ¢gb + r, niin
syt(a,b) = syt(b, 7).

Todistus. Proposition 2.1.4 nojalla jokainen lukujen b ja r yhteinen tekijé jakaa
summan ¢b + r = a. Vastaavasti jokainen lukujen a ja b yhteinen tekija jakaa
luvun a — gb = r. Pareilla a,b ja b,r on siis samat yhteiset tekijat. Siten on
myo0s syt(a,b) = syt(b, ). O

Esimerkki 2.4.2. Yritetdén selvittdd jakoyhtélon ja edellisen lemman avulla
syt(42,30).

42 =1- = syt(42,30) = syt(30, 12)
30 =2-[12|+ g = syt(30,12) = syt(12,6)
2.

[S—
=N

I
II® E |g

= syt(12,6) = 6.
Siis syt(42,30) = 6. Tésséd on pahkindnkuoressa Eukleideen algoritmi.

2.4.1. Eukleideen algoritmi. Olkoot a,b € Z, a # 0. Merkitain d = syt(a, b).
Jos b =0, niin d = |a|. Voidaan siis olettaa, ettd a,b # 0.
Koska
Syt(aa b) = Syt(_aa b) = Syt<a7 _b> = Syt(_a7 _b)7

niin voidaan olettaa, ettd a,b € N ja ettd a > b.
Jakamalla a luvulla b jakoyhtdlon (Lause 2.2.1) avulla saadaan yksikasittei-
set luvut ¢, € Z, joille

a=qb+r ja 0<r <b.

Jos r1 = 0, niin b | a. T&lloin d = b ja voidaan lopettaa.
Jos 1 > 0, niin jaetaan b luvulla r. Jakoyhtdlo antaa yksikésitteiset luvut
G2, 72 € Z, joille

bZQQT1+T2 ja 0<ry<ry.
12



Lemman 2.4.1 nojalla syt(a,b) = syt(b,ry). Siten, jos ro = 0, niin d = ry;
lopetetaan. Jos ry > 0, jaetaan ry luvulla ro. Jakoyhtdlo antaa yksikésitteiset
luvut g3, 73 € Z, joille

rr=gqsro+1ry ja 0<r3<rs.

Jatketaan kuten edelld. Koska jakoyhtédlon antamat jakojddnnokset r; ovat
epanegatiisia ja muodostavat aidosti vidhenevén jonon,

b>ry>ry>--- >0,

niin jollain n on oltava r,, = 0 (korkeintaan b askelta). Viimeiset kaksi vaihetta
ovat

Tn—3 = Qn-1Tn—2 + Tn—1, 0<rp1 < Tn—2,
(24) Tn—2 = qnTn—1 1+ Tn, T, = 0.
Lause 2.4.3 (Eukleideen algoritmi). Olkoot a,b ja jakojidnnikset r; kuten
ylla. Tdlloin r,_,, viimeinen positiivinen jakojadnnds, on syt(a,b).

Todistus. Lemma 2.4.1 sovellettuna yll&oleviin lukujen a, b, 1, ...,r,_3 yhtaloi-
hin kertoo, etta

d = syt(a,b) = syt(b,r1) = syt(r1,r2) = -+ = syt(rn—2, rn-1).
Koska yhtdlon (2.4) perusteella r,_1 | 7p_9, niin syt(r,—o,7p—1) = rn—1. Siten
d= Tn—1- O

Esimerkki 2.4.4. Lasketaan syt(22,60) ja etsitaan luvut z,y € Z, joille
syt(a,b) = za+ yb. Eukleideen algoritmilla saadaan (seuraa vasemman puolen
yhtiloita)

60 =2-224[16] 16 = 60 — 2 - 22
22=1-[16]+6 6=122—16

16|=2-6+4, 4=16-2-6
6=1-4,+2 2=6—4

4, =22,

Siten syt(22,60) = 2. ”Peruuttamalla” algoritmissa saadaan (seuraa edellisen
oikeanpuoleisia yhtaloita)
2=6—-4=6—-(16—-2-6)=3-6—16=3(22—16) — 16
=3-22—4-16=3-22—4(60 —2-22)
=11-22—-4-60.

”Peruuttaminen” Eukleideen algoritmissa antaa siis keinon 16ytéa erdaat ker-
toimet x ja y. Naméi eivat tokikaan ole yksikésitteiset kertoimet, silla esimer-
kiksi myos

2="71-22—26-60.
13



Keksitko lisda kertoimia?

2.5. Diofantoksen yhtilon kaikki ratkaisut. Oletetaan, ettd a,b,c € Z,
a > b > 1. Tédh&n mennessd tiedimme Diofantoksen yhtélostd seuraavaa:
Yhtalolla
(2.5) ra+yb=c
on kokonaislukuratkaisuja tasmélleen silld edellytykselld, ettd syt(a,b) | c.
Mikali tdmé edellytys toteutuu, erds kokonaislukuratkaisu yhtalolle (2.5) 16ydetaén
seuraavasti: Selvitetdén ensin Eukleideen algoritmilla syt(a, b), ja etsitddn sit-
ten peruutusmetodilla sellaiset kokonaisluvut z1, 2z € Z, etté
210 + 2b = syt(a, b).
Koska syt(a,b) | ¢, on sellainen k € Z ettd ¢ = k- syt(a, b). Saadaan siis yhtalo
(kZl)CL + (kZQ)b = C,

eli erés kokonaislukuratkaisu yhtélolle (2.5) on x¢ = kz; ja yo = z2. Tavoittee-
namme on nyt l0ytdd tdmén yhden kokonaislukuratkaisun zg, yo avulla kaikki
yhtélon (2.5) kokonaislukuratkaisut. Tarvitsemme kaksi aputulosta, jotka ovat
hyodyllisida mychemminkin télla kurssilla.

Lemma 2.5.1. Olkoot a,b,c € Z. Jos pitee a | be ja syt(a,b) =1, niin a | c.

Todistus. Koska syt(a,b) = 1, Seurauksen 2.3.12 nojalla on sellaiset kokonais-
luvut 2y, 29 etté
z1a + z9b = 1.

Kerrotaan puolittain luvulla ¢, jolloin saadaan
(z10)a + z2(bc) = c.
Koska a | be, on be = ka jollakin k € Z. Saadaan
¢ = (z10)a + z2(bc) = (z1¢)a + (22k)a = (z1¢ + 22k)a,
joten a | c. O

Lemma 2.5.2. Olkoot a,b € Z, vihintdidan toinen eroaa nollasta. Tdlldin

o p— b 1

S : =

Y syt(a,b)’ syt(a,b)

Todistus. Merkitddn notaation keventdmiseksi d = syt(a, b) ja

a b
Czsyt E,a .

On siis osoitettava, ettd ¢ = 1. Koska § # 0 tai % # 0, tiedetdén ettd ¢ > 1.
Riittad siis osoittaa, ettd ¢ < 1. Koska ¢ on lukujen § # 0 ja g # 0 yhteinen
tekijé, on sellaiset luvut z1, 29 € Z ettéa

a b

— = Z1C — = Z9oC.
d Tod
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Siis @ = z1(cd) ja b = z3(cd). Siis luku ¢d on lukujen a ja b yhteinen tekijé.
Koska d = syt(a,b), on
cd < d.

Koska d > 1, voidaan supistaa ja saadaan ¢ < 1. Siis ¢ = 1. Il

Lause 2.5.3. Olkoot a,b,c € Z, a # 0 tai b # 0. Oletetaan, ettd Diofantoksen
yhtdalolla

(2.6) ra+yb=c

on kokonaislukuratkaisu xq, yo. Talloin kokonaislukupart z,w on Diofantoksen
yhtdlon (2.6) ratkaisu tismdalleen silla ehdolla, ettd

kb ka

2. = - -y - -
(27) St syt(a,b)’ Ho syt(a, b)

jollakin k£ € Z.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd kokonaislukupari z,w toteuttaa ehdon (2.7)
jollakin k € Z. Suoralla laskulla saadaan

za+wb= —|—L a+ _ ko b
A\ syt(a,b) Yo syt(a,b)

B b4 kba B kab
- AT syt(a by syt(a,b)

= x9a + yob = c,

silld g, yo on eréis kokonaislukuratkaisu. Siis jos z, w toteuttaa ehdon (2.7), se
on Diofantoksen yhtélon (2.6) eréds ratkaisu.

Oletetaan seuraavaksi, ettd z,w on Diofantoksen yhtélon (2.6) eréds koko-
naislukuratkaisu. Pitdd osoittaa, ettd pari z,w toteuttaa ehdon (2.7) jollakin
k € Z. Koska parit xq, 3o ja z,w ovat kokonaislukuratkaisuja, péatee

(o — 2)a+ (yo — w)b = xpa + yob — (za + wb) = c—c = 0.

Siirtamalla termi (xg — 2z)a yhtélon toiselle puolelle ja jakamalla puolittain
luvulla syt(a, b), saadaan

b a
2.8 - = (g —2)———
29 Wi~ i)
joten m | —(xo — z)m Lemmojen 2.5.2 ja 2.5.1 nojalla on m ]
—(x¢ — 2z). Siis on sellainen k € Z, etté
b
g —2) = f——
(':CU Z) Syt(a, b)7
joten
n kb
z=u :
" syt(a.b)
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Sijoittamalla tdma yhtdloon (2.8) saadaan ratkaistua
ka
 syt(a,b)
Todistus on valmis. O

w = Yo

3. ALKULUVUT
3.1. Aritmetiikan peruslause.

Maéritelma 3.1.1. Luonnollinen luku a > 2 on alkuluku (prime), jos sen
ainoat positiiviset tekijat ovat 1 ja a. Luonnollista lukua b > 2, joka ei ole
alkuluku, sanotaan yhdistetyksi luvuksi (composite).

Yleenséd mielivaltaisesti valittua alkulukua merkitadn kirjaimella p, ja jos
valitaan n kappaletta alkulukuja, ne nimetéd&n useimmiten py, pa, ..., Py-

Huomautus 1.

(1) Luku 1 ei ole alkuluku eiké yhdistetty luku, vaan se on kokonaan tdmén
jaottelun ulkopuolella.

(2) Edellisen mééritelmén nojalla joukko N\ {0, 1} on yhdiste kahdesta kes-
kend#n pistevieraasta joukosta: kaikkien alkulukujen joukosta ja kaik-
kien yhdistettyjen lukujen joukosta.

(3) 2 on ainoa parillinen alkuluku. (Mieti miksi!)

Esimerkki 3.1.2.

(a) Kymmenen esimmaista alkulukua ovat 2,3,5,7,11,13,17, 19,23, 29.
(b) Luku 4 ei ole alkuluku, silld 2 | 4. Luku 9 ei ole alkuluku, silld 3 | 9.

Esimerkki 3.1.3. Tarkastellaan seuraavaa lemmaa silméllédpitden paria yhdis-
tettyd lukua. Heuristisesti puhuen puramme ne osiin vahén kuin purkaisimme
legorakennelman yksittéisiin legopalikoihin asti.

Luku 20 on yhdistetty luku, koska se on jaollinen esimerkiksi kakkosella,
20 = 2 -10. Luku 2 on alkuluku, mutta luku 10 on edelleen yhdistetty luku,
10 =2 - 5. Siis

20 = 2° -5,
joten luku 20 voidaan esittdéd alkulukujen tulona.
Luku 504 on yhdistetty luku, koska se on jaollinen esimerkiksi kakkosella,

504 =2-252 = 27126 = 2° - 63.
Luku 63 ei ole endé jaollinen kakkosella, mutta se on jaollinen kolmosella,
2°.63=2%.3.21=2°.3%7.
Siis luku 504 voidaan esittda alkulukujen tulona.

Lemma 3.1.4. Olkoon n > 2 luonnollinen luku. Tdlloin n on alkuluku tai
alkulukujen tulo.
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Todistus. Todistetaan véite induktiolla. (Koska viite koskee lukua 2 suurempia
luonnollisia lukuja, niin induktiotodistuksen ensimmaéisessé vaiheessa tarkas-
tetaan, ettd véite on totta luvulle n = 2.)

(1) Koska 2 on alkuluku, niin viite on totta kun n = 2.

(2) Olkoon k € N, k > 2. Oletetaan, viite on totta luvuille 2, ... k. Pitaa
néiyttéaa, ettd véite on totta luvulle £+ 1. Jos k+ 1 on alkuluku, asia on
selvi. Jos k + 1 ei ole alkuluku, niin silld on positiivinen tekija d € N,
d#1,d# (k+1). Proposition 2.1.6 nojalla on oltava 1 < d < k + 1,
ja on luonnollinen luku 1 < m < k + 1 siten ettd

k+1=md.

Induktio-oletuksen nojalla m ja d voidaan esittda alkulukujen tulona
(tai ne ovat alkulukuja). Siten myos k£ + 1 on alkulukujen tulo.

Induktioperiaatteen nojalla véite on totta kaikille n € N, n > 2. O

Onko jokaisella yhdistetylla luvulla jarjestysté vaille yksikdsitteinen
esitys alkulukujen tulona? Termilld ”jarjestysta vaille” tarkoittaa, etté esi-
merkiksi 22 - 5 on jérjestysté vaille sama alkulukujen tulo kuin 5 - 22.

Oletetaan, ettd yhdistetty luku a voidaan ilmaista keskenédén erisuurten al-
kulukujen pq, ..., p, tulona,

a=pl--pir, ., cn € N\ {0}

Oletetaan myos, ettd sama luku a voidaan esittdéd keskendén erisuurten alku-
lukujen ¢, ..., g,, tulona,

a=q¢"-.q¢%  dy,..d,eN\{0}.
Lihavoitu kysymyksemme kuuluu: Piteekd vaistdméatta n = m ja

Cn __

d; d; d; - o .
Py =t PY = P =4 missd (e dnd = {152,017
Siis, ovatko luvun a kaksi esitystd alkulukujen tuloina jérjestysté vaille sama

esitys? Vastaus on kylld. Tama on aritmetiikan peruslause. Enne sitd tarvit-
semme lemman.

Lemma 3.1.5 (Eukleideen lemma). Olkoon p alkuluku ja olkoot a,b € Z. Jos
p | (ab), niinp | a taip|b. Yieisemmin, josp | (aq - --ay), missi a; € Z kaikilla
i=1,...,n, niin p | a; jollain i. Lisdksi, jos p,p1,D2,-..,Pn ovat alkulukuja
siten, etti p | (p1-+-pn), néin p = p; jollain i =1,... n.

Todistus. Jos p | (ab) ja p 1 a, on syt(p,a) =1, ja Lemman 2.5.1 nojalla a | b.

Todistetaan seuraavaksi induktiolla, ettd jos p | (a1 - - - ay), niin p | a; jollain
i. Alkuaskel n = 1 on selvd. Tehddén induktio-oletus, ettd jos p | (ay---ag),
niin p | a; jollakin i = 1, ..., k. Induktiovéite on, ettd jos p | (aj -+ agy1), niin
p | a; jollakin i = 1,...,k + 1. Oletetaan siis, ettd p | (a1 - - agy1). Merkitdan
a = aj---ag ja b= agy. Téall6in aiemman nojalla joko p | b, jolloin asia on
selvé, tai p | a, jolloin induktiovéite seuraa induktio-oletuksesta.
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Oletetaan lopuksi, ettd p | (p1 -+ - p,). Talloin edellisen nojalla p | p; jollain

1 =1,...,n. Siis erés luvun p; tekiji on p, ja koska luvun p; ainoat positiiviset
tekijat ovat 1 ja p;, on oltava p = p;.

O

Lause 3.1.6 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen luonnollinen luku n > 2 on
joko alkuluku tar voidaan esittia alkulukujen tulona. Tdmd esitys on tekijoiden
jarjestystd vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Olkoon n € N, n > 2. Lemman 3.1.4 perusteella n on alkuluku tai
alkulukujen tulo. Naytetddn, ettd n voidaan esittdd yksikésitteiselld tavalla
tulona

n:pil ...pi’“’
missi py,...p, ovat alkulukuja, p; # p; kun i # j ja e; € N\ {0} kaikilla
1 =1,...r. Todistetaan esityksen yksikésitteisyys induktiolla luvun n suhteen.

(1) Koska luku n = 2 on alkuluku, viite on totta kun n = 2.

(2) Oletetaan, etté esitys on yksikésitteinen luonnollisilla luvuilla 2,3, ... k.
Pitda nayttad, ettd talloin myos luvulla k£ + 1 on yksikésitteinen esitys. Jos
k 4+ 1 on alkuluku, asia on kunnossa

Oletetaan sitten, ettd k+ 1 on yhdistetty luku. Oletetaan, ettd on alkuluvut
pi,q; jaluvut e, f; €Ny o =1,...,r, 5 =1,...,s, joille p; # p; ja ¢ # ¢; kun
i # ] Ja
(3.1) k+1=pipir=qf - ql.

Koska p; | (k+1), niin Eukleideen lemman perusteella se jakaa jonkin luvuista
qj, J € {1,...,8}.

Numeroimalla luvut g; tarvittaessa uudelleen voidaan olettaa, ettd p; | ¢;.
Koska p; ja ¢ ovat alkulukuja, niin on p; = ¢. Jakamalla (3.1) luvulla p;

saadaan

k41 —1 . A1 :
BEL— pi=tepir =g gl

Koska p; > 2, on % < k. Induktio-oletuksen mukaan luvulla (k 4+ 1)/p;

on (jérjestystd vailla) yksikésitteinen esitys alkulukujen tulona. Jarjestamalla
tarvittaessa luvut p; ja ¢; suuruusjérjestykseen saadaan, ettd r = s, p; = ¢; ja
e; = fi kaikilla i =1,...,7r.

Siten myo6s esitys (3.1) on yksikésitteinen. Véite seuraa induktioperiaattees-
ta. 0

Huomautus 2. Askeisessé todistuksessa kiytettiin epayhtiloa:
ktl o bt o L
p — 2 — 7

misséd p on alkuluku ja k € N, & > 2. Todistus on helppo harjoitustehtéva.
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Maaritelma 3.1.7. Aritmetiikan peruslauseen antamaa yhdistetyn luvun n €
N, n > 2 yksikésitteista esitystd alkulukujen tulona sanotaan luvun n alkute-
kydesitykseksi. Esityksessd olevat alkuluvut ovat luvun n alkutekijoitd.

Huomautus 3. Alkutekijdesityksen yksikésitteisyys on syy siihen, etté lukua 1
ei kutsuta alkuluvuksi.

Alkutekijéesityksen 16ytdminen isoille luvuille voi olla hankalaa. Seuraava
tulos helpottaa tekijoiden l1oytéamisté.

Lemma 3.1.8. Olkoon n € N, n > 2. Luku n on yhdistetty luku tismdlleen
silli ehdolla ettd on alkuluku p < \/n joka jakaa luvun n.

Todistus. Jos on sellainen alkuluku p, ettd p | n ja 1 < p < y/n < n, niin n on
yhdistetty luku.

Oletetaan, ettd n € N, n > 2, on yhdistetty luku. Olkoon p luvun n pienin
alkutekija. Talloin on & € N, k > p, jolle n = kp. Nyt

n=kp>p?
joten on p < /n. O

Alkutekijéesityksen avulla voidaan helposti todistaa esimerkikisi luvun v/2
irrationaalisuus. Muista, ettd luku x on rationaaliluku jos x = n/m jollain
n,m € Z, m#0.

Seuraus 3.1.9. Olkoot n,a € N\ {0}. Jos /a on rationaaliluku, niin /a on
luonnollinen luku, erityisesti a = r" jollain r € N\ {0}.

Todistus. Koska {/a on positiivinen rationaaliluku, niin on r, s € N joille
r
Va = -.
s

Voidaan olettaa, ettd syt(r,s) = 1 (jos ei, niin supistetaan). Naytetdén, etta
s = 1. Jos olisi s > 1, niin olisi alkuluku p, jolle p | s. Téll6in p jakaisi tulon
as™ = r". Siten Eukleideen lemman perusteella p | r. Td4mé on mahdotonta,
silla syt(r, s) = 1 ja p on alkuluku. On siis s = 1 ja siten {/a = r. O

Alkuluvut tarjoavat uuden tavan ndhda kahden luvun suurin yhteinen tekijé.

Lause 3.1.10. Olkoot a,b > 2 kokonaislukuja,

a=[[p ja b=]1]n"
=1 =1

missa luvut py,...,p, ovat eri alkulukuja ja e;, f; > 0 ovat kokonaislukuja.
Talloin

syt(a,b) = Hp;”, missd u; = min{e;, fi} kaikilla i =1,2,...,n
i=1
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Katsotaan ennen todistusta esimerkkia.

Esimerkki 3.1.11. Olkoot
a=30=2-3-5=2-3-5-7" ja
b=140=2°.5-7=2*-3".5.T.

Nyt

syt(a,b) = 2'-3%.5. 70 = 10.

Lauseen 3.1.10 todistus. Olkoon d = [[;_, p;", missé u; = min{e;, f;} kaikilla
i=1,2,...,n. Koska u; < e; jau; < f; kaikilla i = 1,2,...,n, niin d | a ja
d | b. Siispa d on lukujen a ja b yhteinen tekijé.

Jos my6s f on yhteinen tekijd, eli f | a ja f | b, niin on |f| = [[—, pi",
missé ¢; < e; ja¢; < f; kaikillad = 1,2,...,n. Mutta nyt u; = min{e;, fi} > ¢
kaikilla 7 = 1,2,...,n, joten |f| | d eli f | d. Néin ollen f < d, ja siis d on
yhteisista tekijoistd suurin: d = syt(a, b).

O

3.2. Alkulukujen esiintymistiheydesta. Téssd luvussa tutkitaan, kuinka
paljon alkulukuja on ja kuinka ne sijoittuvat luonnollisten lukujen joukkoon.

Lause 3.2.1 (Eukleides). Alkulukuja on ddrettomdn monta.

Todistus. Naytetdadn, ettd minkd tahansa dérellisen alkulukujoukon ulkopuo-
lella on alkuluku.

Olkoot p1, ..., p, alkulukuja. Naytetdaan, ettd on alkuluku, joka ei ole mikdan
luvuista pq, ..., p,. Olkoon

N=pipat1.

Nyt N € Nja N > 2 joten se on Lemman 3.1.4 mukaan joko alkuluku tai
alkulukujen tulo. Jos N on alkuluku, on l6ydetty alkuluku, joka on kaikkia
lukuja p1, ps, . . ., pn aidosti suurempi.

Jos N ei ole alkuluku, niin silld on alkulukutekija q. Jos ¢ = p; jollain i,
niin Proposition 2.1.4 perusteella ¢ jakaisi luvun N — py---p, = 1, miké on
mahdotonta. Siten ¢ # p; kaikillai =1,... n. O

Huomautus 4. Luku N = py --- p,+1 ei valttamatta ole alkuluku. Esimerkiksi
jos p1 = 3 ja py = 5, niin

N=3-5+1=16=2%

Luvun N alkutekiji 2 on joukkoon {pi, po} kuulumaton alkuluku.

Huomaa, ettd jos luku 2 ei ole alkulukujen py, ps,...p, joukossa, niin tulo
p1- - pn on pariton (harjoitustehtéiva). Télloin N = p; -+ - p, + 1 on parillinen
eiké siten ole alkuluku.
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Esimerkki 3.2.2. Lauseen 3.2.1 todistusmenetelmé toimii muissakin tilan-
teissa. Naytetddn seuraavaksi, ettd muotoa

dn+3, neN\{0},

olevia alkulukuja on dérettoman monta. Olkoot py, ..., pr muotoa 4n+3 olevia
alkulukuja. Maéritellaan

Luku N on muotoa 4n + 3. Se ei ole jaollinen milla&n luvuista p;, i =1,...,k,
eiké luvuilla 2, 3. (Miksi ei?)

Lauseen 3.1.6 nojalla N = ¢ - - - ¢5, missé luvut ¢; ovat alkulukuja. Nayte-
tadn, ettd jokin luvun N alkutekijoistd g; on muotoa 4n + 3.

Jakoyhtélon perusteella kaikilla ¢ =1,...,s on n;,r; € Z, joille

¢ =4n; +r;ja0 <r; <3.

Koska N ei ole jaollinen luvulla 2, niin r; ei voi olla 0 eikéd 2. Jos olisi r; = 1
kaikilla 7 = 1,...s, niin /N olisi muotoa 4n 4 1 olevien lukujen tulona mydos
muotoa 4n + 1 (harjoitustehtava).

Siten on oltava q; = 4n; + 3 jollain ¢ = 1,...s. Koska luvut py,...p; eivit
ole luvun N tekijoité, niin ¢; ei ole mikdan luvuista p;.

Olkoot n ensimmaista alkulukua py, ps, . .., p,. Seuraava tulos antaa karkean
ylarajan luvulle p,,.

Seuraus 3.2.3. Olkoon n € N\ {0}. Tillgin p, < 22" .

Todistus. Todistetaan induktiolla luvun n suhteen.

(1) Kun n = 1, niin p; = 2 = 2%

(2) Oletetaan, etté arvio on totta luvuille py, ..., p,. Kuten Lauseen 3.2.1 to-
distuksessa, huomataan, etta luvulla

procepn+1

on alkutekijé p ja ettd p #£ p; kaikilla i = 1, ..., n. Koska alkuluku p ei ole n:n
ensimméisen alkuluvun joukossa, niin p,;; < p. Induktio-oletusta ja geomet-
risen sarjan osasummaa kayttamaélla saadaan

Post <P <prepn+1<22.22..22 1
A S [ L |
1 o )
== 27 +1<27
2
Siten viite on totta kaikille n € N\ {0}. -

Seuraavaksi tarkastellaan luonnollisten lukujen joukossa esiintyvia reikia al-
kulujen valilla ja alkulukujen esiintymistiheyttd. Huomataan, ettéd alkulukujen

vélissd on seké pienid ettéd suuria aukkoja.
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Lause 3.2.4. Kaikille n € N, n > 2, on n — 1 perdkkdistd luonnollista lukua,
joista mikddn ei ole alkuluku.

Todistus. Olkoon n € N, n > 2. Perdkkaisia lukuja

n'+2n'4+3,...,n+n
on n — 1 kappaletta. Nyt

nl+2=2-3--n4+2=23---n+1)
on jaollinen luvulla 2,
nl+3=2-3---n4+3=312-4---n+1)
on jaollinen luvulla 3, ja yleisesti
nl+i=2-3--n+i=i2---(i—-1)(+1)---n+1)

on jaollinen luvulla i, 7 = 2,3 ..., n. Siten mikdan luvuista n!4+2, n!+3, ... nl+
n ei ole alkuluku. O

3.3. Harrastemateriaalia. Maaritellddn funktio 7 : [0,00) — N U {0},
m(x) = ¢{p : p on alkuluku, p < z},

missé § tarkoittaa lukuméédrdd. Annetulle luvulle z, () kertoo siis vélilld [0, 2]
olevien alkulukujen lukuméirian (prime counting function). T&lld funktiolla ei
ole mitddn tekemistd vakion 7 kanssa.

Esimerkiksi (1) = 0, 7(2) = 1, n(7) = 4 (alkuluvut 2, 3,5 ja 7 ovat pienem-
pid tai yhtdsuuria kuin luku 7) ja 7(7,5) = 4.

Huomautus 5. Jos p, on n. alkuluku, niin 7(p,) = n. Toisaalta pr) = n jos
ja vain jos n on alkuluku.

Jos jaetaan m(x) eli alkulukujen mééra valilla [0, z] vélin pituudella z, niin
saadaan alkulukujen esiintymistiheys talla vélilla.

Esimerkki 3.3.1.

x| 2 7 25 100 500 5000
m(z) | 1 1 9 25 95 669
@) 10,5 ~0,57 0,36 0,25 0,19 ~ 0,13

T

Huomaa, etta
m(101)/101 = 26/101 ~ 0,257 > 0,25 = 7(100)/100.

Koska alkulukuja on dérettémén monta, niin 7(z) — oo kun x — oo. Al-
kulukujen tiheys m(z)/z ldhestyy nollaa kun z ldhestyy ddretontd. Seuraava
lause kertoo, ettd tiheyden lasku on hidasta; 7(x)/x ldhestyy nollaa yhté hi-

taasti kuin 1/log(x).
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Lause 3.3.2 (Alkulukulause (prime number theorem)).

m(z)
lim —T— = lim
T—00 ——— r—00 I

log(x)

Todistus. Vaikea. O

m() log(z) = 1.

Eratostheneen seula. Lukua x > 0 pienemmét alkuluvut 16ydetédén Era-
tostheneen seulan avulla seuraavasti:

(1) Kirjoitetaan luonnolliset luvut (> 1), jotka ovat pienempié tai yhtasuuria
kuin z.

(2) Poistetaan ensimmaisen alkuluvun eli luvun 2 monikerrat.

(3) Poistetaan toisen alkuluvun eli luvun 3 monikerrat.

(4) Poistetaan kolmannen alkuluvun eli luvun 5 monikerrat.

(5) Jatketaan ... jdljelle jadneet luvut ovat lukua x pienemmét alkuluvut.

Huomaa, ettd Lemman 3.1.8 nojalla riittdd kiyda lipi lukua y/z pienemmiét
alkuluvut.

Esimerkki 3.3.3. Etsitddan alkuluvut p, joille p < 37. Riittda kdyda lapi
alkuluvut p < 7, silld 62 = 36 < 37 < 49 = 72

2 3 5 7 9 [10]
11 [12] 13 [14] 15, [16] 17 [18] 19 [20,
21 23 25, 27 29 |30,
31 [32] 33 [34] 35. [36] 37

4. KONGRUENSSI

Kongruenssi mahdollistaa jaollisuuteen liittyvien asioiden kisittelyn taval-
la, joka muistuttaa yhtaloiden késittelyd. Kongruenssiaritmetiikkaa kutsutaan
joskus myos "kellotauluaritmetiikaksi”.

4.1. Kongruenssin perusominaisuuksia.

Masritelmé 4.1.1. Olkoon n € N\ {0} ja olkoot a,b € Z. Luku a on
kongruentti luvun b kanssa modulo n, merkitaan

a=b (modn),

josn | (a—b). Jos n{ (a—>b), niin merkitdén a #Z b (mod n). Lukua n sanotaan
moduliksi.

Merkintd a = b (mod n) tarkoittaa siis, ettd a — b = kn jollain k € Z.

Seuraava propositio on hyva lammittely-harjoitustehtdva kongruenssista. Se
sanoo, ettd a on kongruentti luvun b kanssa modulo n tdsmaélleen silld ehdolla,
ettd luvuilla a ja b on sama jakojadnnoslauseen antama jakojadnnos 0 < r < n

jaettaessa luvulla n.
23



Propositio 4.1.2. Olkoonn € N\{0} jaa,b € Z. Tdlléina =b (mod n) <
On luvut k,l,r € Z, 0 <r <n, joillea=kn+r jab=In+r

Todistus. Harjoitustehtava.

O
Esimerkki 4.1.3.

(a) 19=7 (mod 12), 1 = —1 (mod 2), 8 =1 (mod 7).
(b) n € Z on parillinen jos ja vain jos n =0 (mod 2).
(¢) n € Z on pariton jos ja vain jos n =1 (mod 2).
(d) a =b (mod 1) kaikilla a,b € Z,
(e) Olkoon n € N\ {0} ja a,b € Z. Jos a =b (mod n) jad € N on luvun
n tekija, niin @ = b (mod d) (Harjoitustehtavé).
(f) Kello; minuutit modulo 60 ja tunnit modulo 12 tai 24, esimerkiksi
40435 =15 (mod 60), 1947 =2 (mod 24) ja 10 +5 =3 (mod 12).
Lause 4.1.4. Olkoon n € N\ {0} ja a,b,c € Z. Tdlloin pitee:
(1) a =a (mod n) (refleksiivisyys),
(2) jos a =0 (mod n), niin b =a (mod n) (symmetrisyys),
(3) jos a =0 (mod n) ja b= c (mod n), niin a = ¢ (mod n) (transitiivi-
suus).

Néiden ominaisuuksien vuoksi sanotaan, ettd kongruenssi on joukon Z ekvi-
valenssirelaatio.

Todistus. Kohdat 1-3 seuraavat jaollisuuden ominaisuuksista (katso Proposi-
tiot 2.1.3 ja 2.1.4).

(1) n [0,

(2) jos n| (a—b), niin n | (b — a),

(3) josn| (a—0b)jan| (b—c), niin n jakaa luvun (a —b)+ (b—c¢) =a —c.
O

Seuraava lause kertoo, kuinka saman modulin kongruensseja voidaan las-
kea yhteen ja kertoa.

Lause 4.1.5 (Laskusdannot). Olkoon n € N\ {0} ja olkoot a,b,c,d,z,y € Z.
Talloin

(1) josa=b (mod n) jac=d (mod n), niin ax + cy = bx + dy (mod n),
(2) josa=0b (mod n) ja c=d (mod n), niin ac = bd (mod n),

(3) jos a =0 (mod n), niin a™ = b™ (mod n) kaikilla m € N.
Todistus. Jaollisuuslauseen 2.1.4 perusteella saadaan:

(1) Koska n | (a —b) jan | (¢ — d), niin n jakaa luvun

#(a—b) +yle - d) = (az + cy) — (bz + dy)
(2) ja luvun

(a—b)c+ (¢ —d)b = ac —bc+ be — bd = ac — bd.
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(3) Induktiolla: jos m = 0, niin OK. Oletetaan, ettd a™ = b™ (mod n).
Valitsemalla kohdassa (2) ¢ = a ja d = b, saadaan

a™a=b"b (mod n) eli ¢ =™ (mod n).

Induktioperiaatteen nojalla viite on totta kaikilla m € N.

Huomautus 4.1.6. Lauseesta 4.1.5 seuraa, ettd
(1) (induktiolla)

k k
Zai = Zbi (mod n) ja ajay---ar =bby---bp (mod n)
i=1 i=1

jos a; = b; (mod n) kaikilla i =1,... k.

(2) kongruenssin molemmille puolille voi lisatd minkd tahansa kokonaislu-
vun. Siis jos a,b,ag € Z jan € N, niin a = b (mod n) jos ja vain jos
a+ay=b+ag (mod n). (Muista refleksiivisyys: Lause 4.1.4 (1)).

Esimerkki 4.1.7.

(a) Koska2 =5 (mod 3), niin Lauseen 4.1.5 perusteella 2!%° = 519 (mod 3).

Edelleen, Lauseista 4.1.4 ja 4.1.5 seuraa, etta
2100 4 5 =549 (mod 3).
(b) Miké on luvun 2011%°! viimeinen numero 10-jérjestelméssi?
Nyt
2011 =1 (mod 10),
joten
(2011)%°9" = 1209 = 1 (mod 10).
Niinpé viimeinen numero on 1.

(c¢) Olkoon n € N, olkoot a,b € Z ja olkoon P kokonaislukukertoiminen

polynomi,

P(x)=co+cax+ca® +--+ca®, cop ..., e €L
Jos a =0 (mod n), niin P(a) = P(b) (mod n).
Perustelu: Koska a = b (mod n), niin Lauseen 4.1.5 perusteella
a’ = b (mod n) kaikilla ¢ € N. Edelleen, Lauseesta 4.1.5 seuraa, etti
cia’ = ¢t (mod n) kaikilla i ja ettd S2F ' = S eb' (mod n).
Siten P(a) = P(b) (mod n). Jos kokonaislukukertoimisella polynomil-
la P on juuri a € Z, niin P(a) =0 (mod n) kaikilla n € N.

(d) Kongruensseja ei yleensd voi jakaa: 14 = 8 (mod 6), mutta 7 # 4
(mod 6). Lukua 2 ei siis voi supistaa pois.

Seuraava tulos kertoo, miten kongruensseja voi/saa jakaa.
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Lause 4.1.8 (Supistussdanto). Olkoon n € N\ {0} ja olkoot a,b, c € Z lukuja,
joille ac = be (mod n). Jos syt(n,c) = 1, niin a = b (mod n). Yleisemmin,
jos d = syt(n, c), niin

a=0b (mod%).

Todistus. Todistetaan tapaus d = 1 (yleinen tapaus on harjoitustehtéva). Pitda
siis nayttdd, ettd n | (a — b). Oletuksen mukaan ac = bc (mod n), joten n |
c(a —b). Koska syt(n,c) = 1, niin Lemman 2.5.1 perusteella n | (a — b). On
siis a = b (mod n). O

4.2. Jaollisuussaantoja kongruenssien avulla. Onko luku n € N
n=as10° 4+ a,_110°"1 + - 4+ a;10 + aq,
jaollinen luvulla t € N?

Esimerkki 4.2.1. Kolmella jaollisuus perustellaan seuraavasti: Koska 10 = 1
(mod 3), niin Lauseen 4.1.5 (3) perusteella 10 = 1 (mod 3) kaikilla k& € N.
Koska Lauseen 4.1.5 ja Huomautuksen 4.1.6 perusteella on

as10°+ -+ a;10+ap=as+---+a; +ay (mod 3),

niin 7 on jaollinen luvulla 3 jos ja vain jos sen numerosumma on jaollinen
luvulla 3. Siis esimerkiksi 2018 ei ole jaollinen kolmella, silld 24+0+1+8 = 11
ei ole jaollinen kolmella. Vastaava perustelu toimii luvulla 9 jaollisuudelle, silla
10 =1 (mod 9).

Esimerkki 4.2.2. Neljilli jaollisuus: Koska 10* = 0 (mod 4) kaikilla k € N,
k > 2, niin Lauseen 4.1.5 ja Huomautuksen 4.1.6 perusteella on

as10° + - 4 ap10% + ajag = (as + -+ az) - 0+ (4,10 + ag)  (mod 4),

elin = a110 + ag (mod 4). Siten 4 | n jos ja vain jos 4 jakaa luvun 10a; + aq.
Toisaalta koska 10 =2 (mod 4), niin

as10° 4+ -+ a110 + ap = (as + -+~ +az) - 0+ (@12 + ap) (mod 4),

eli n = 2a; + ap (mod 4). Siten n | 4 jos ja vain jos 4 jakaa luvun 2a; + ap.
Néin saatiin toinen sdanto luvulla 4 jaollisuudelle.

4.3. Kongruenssiluokista. Lauseen 4.1.4 perusteella kongruenssi on ekviva-
lenssirelaatio joukossa Z. Ekvivalenssirelaatio jakaa joukon Z erillisiin ekviva-
lenssiluokkiin, joita kongruenssin tapauksessa kutsutaan kongruenssiluokiksi
tai jadnnaosluokikst modulo n.

Maéaritelmé 4.3.1. Olkoon n € N\ {0} ja olkoon a € Z. Joukko
[al, ={b€Z|a=b (modn)}

on luvun a mddardadma kongruenssiluokka modulo n (tai jadanndsluokka modulo
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Luokka [a],, koostuu siis muotoa a + kn, k € 7Z, olevista kokonaisluvuista,
esimerkiksi

[ ]3_{ 27174710 }
Lemma 4.3.2. Olkoon n € N \ {O} ja olkoot a,b € Z. Tdlloin
(1) a & aln,
(2) a=b (mod n) jos ja vain jos [a], = [b]n,
(3) joko [aln = [b]n tai [a], N [b]n = 0.
Todistus.
(1) Koska a = a (mod n) (Lauseen 4.1.4 kohta (1)), ensimméinen kohta
seuraa.

(2) Oletetaan ensin, ettd a = b (mod n). Olkoon ¢ € [a],. Koska ¢ = a
(mod n) ja a =b (mod n), Lauseen 4.1.4 nojalla on ¢ = b (mod n) eli
¢ € [bl,. Siis [a], C [b],. Tdysin vastaavalla tavalla paétellaan [b], C [a],
ja saadaan siis [a], = [b],.
Oletetaan seuraavaksi, etta [a], = [b],. Kohdan (1) nojalla b € [b],,
joten oletuksen nojalla myos b € [a],. Siis @ = b (mod n).
(3) Riittad nayttad, ettd jos [a], N [b], # 0, niin [a], = [b],. Oletetaan,
ettd on ¢ € [a], N [b], eli a = ¢ (mod n) ja b = ¢ (mod n). Lauseen
4.1.4 (2)—(3) perusteella on a = b (mod n). Viite seuraa kohdasta (2).

O

Seuraava lause kertoo, ettd jokainen kongruenssiluokka vastaa yhta luvulla n
jaettaessa jadviaa jakojadannosta 0,1, ..., n—1. Lauseen virke ” Kongruenssiluo-
kat [0],,[1]n, ..., [n—1], ovat erillisid” tarkoittaa, ettd josi,7 € {0,1,...,n—
1} ja i # 7, niin [i], N [j], = 0.

Lause 4.3.3. Olkoon n € N\ {0}. Kongruenssiluokat [0],,[1]s,...,[n — 1],
ovat erillisid ja niiden yhdiste on Z. Toisin sanoen jokainen kokonaisluku on
kongruentti modulo n tismdlleen yhden kokonaisluvun 0,1,...,n — 1 kanssa.

Todistus. Huomataan ensin, ettd mitkéén kaksi eri lukua joukosta {0, 1, ..., n—
1} eiviit ole kongruentteja keskenddn modulo n: Jos eri luvut ovat 4, j ja on
1> j,ninl <i—j7<n-—1jajostaas 7 >i,onl < j—1¢<n—1. Siten
Lemman 4.3.2 nojalla kongruenssiluokat [0],,,[1],, ..., [n — 1], ovat erillisii.

Jos k € 7Z, niin jakoyhtélon nojalla on luvut q,r € Z, joille k = gn + r ja
0<r<n-—1.Siten k =r (mod n) ja k € [r],.

Koska toisaalta jokainen kongruenssiluokka [i],, i =0,1,...,n — 1, on jou-
kon Z osajoukko, niin

z=Jlsh
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Usein merkitddn

Zp=A{li]l,:i=0,1....,.n—1} ={[i],: i € Z}
ja kutsutaan joukkoa Z,, kokonaisluvuiksi modulo n (tai jaannésluokkarenkaaksi
modulo n.)

Esimerkki 4.3.4. Koska kaikki kokonaisluvut ovat kongruentteja keskenéén
modulo 1, niin kongruenssiluokkia modulo 1 on vain yksi; Z; = [0]; = Z.

Kongruenssiluokkia modulo 2 on kaksi ja Zs = {[0]2, [1]2}. Luokista [0]y ja
[1]5 edellinen koostuu parillisista ja jilkimméinen parittomista luvuista.

Kongruenssiluokilla voidaan laskea yhteen-, vihennys- ja kertolaskuja.

Madgritelmi 4.3.5. Olkoon n € N\ {0} ja olkoot a,b € Z. Mééritellddn
laskutoimitukset joukossa Z,, seuraavasti:
[a], + [b]n = [a + b]n,
(4.1) [aln — [b]n = [a = b]a,
[a]n[b]n = [ab],.

Jotta laskutoimitukset olisivat hyvin mé&ériteltyjd, kohdan (4.1) kaavojen
oikeat puolet saavat riippua vain ekvivalenssiluokista [a], ja [b],, eivit ekvi-
valenssiluokkien edustajista a ja b.

Néytetéadn, ettd yhteenlasku on hyvin méaritelty: Pitdd ndyttéaa, ettéd jos on
a*, b* € Z, joille [a],, = [a*], ja [b], = [b*]n, niin [a + b],, = [a* + b*],,. Lemman
4.3.2 (2) nojalla on @ = a* (mod n) ja b = b* (mod n), joten Lauseen 4.1.5

(1) perusteella on a + b = a* + b* (mod n). Lemma 4.3.2 (2) toiseen suuntaan
kertoo, ettd [a + b],, = [a* + b*],.
Esimerkki 4.3.6. Esimerkkeja kongruessiluokkien yhteen- ja kertolaskusta:
[Lls+[2]s=[1+25=[3]5=[0]5
[2]5[4]s = [2-4]5 = [8]5 = [3]5.
Esimerkki 4.3.7. Olkoon a € Z. Osoita, etti a? ei voi olla muotoa Tk + 3
millddn £ € Z.

Tiedetédén, ettd a € [r]; jollakin 0 < r < 7. Kongruenssiluokkien kertolas-
kusdinnon nojalla [r)2 = [r];[r]; = [r?]7. Saadaan:

[
=[0]z, [z=[) [7="MH,

[0]7 = [0
37 =[9]r = [2]7, [4]3 = [16]; = [2],
[5]7 = [25]; = [4]7,  [6]7 = [36]7 = [1]+.

Huomataan, ettd tulokseksi tulee aina [0]7, [1]7, [2]7, [4]7. Esimerkiksi, jos ko-
rotamme toiseen jonkin luvun b € [3]; (eli luvun jonka jakojadnnos jaettu-
na seitsemalld on 3), tulokseksi tulee jokin luku, jonka jakojidénnos jaettaessa
seitsemilld on 2. (Tamin kertoo lasku [3]2 = [2];). Huomataan, etti luvun a?
jakojadnnos jaettaessa seitsemilld on oltava 0, 1,2, tai 4.
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4.4. Lineaarinen kongruenssi.

Maéiritelmé 4.4.1. Olkoon n € N\ {0} ja olkoot a,b € Z. Kongruenssia
(4.2) ar=b (mod n)

sanotaan (yhden muuttujan) lineaariseksi kongruenssiyhtdloksi. Sellaista lu-
kua zy € Z jolle pitee axy = b sanotaan kongruenssiyhtélon (4.2) (erédéksi)
ratkaisuksi.

Huomautus 4.4.2.

(1) Jos x¢ on yhtdilon (4.2) erds ratkaisu ja xg = yo (mod n), niin Lauseen

4.1.5 mukaan

ayo = arg =b (mod n),
joten myds yo on yhtdilon (4.2) ratkaisu. Siispd, jos z € Z, niin joko
kongruenssiluokan [z, kaikki luvut ovat lineaarisen kongruens-
siyhtdlon (4.2) ratkaisuja tai mikdén luku joukosta [z ], ei ole rat-
kaisu.

(2) Koska jokaisen luvun x € 7 jakojadnnokselle r modulo n pitee x = r
(mod n), niin yhtdléon (4.2) ratkaisua haettaessa riittia kohdan (1)
perusteella tutkia luvut 0,1,...,n — 1.

(3) Pdtee

ar=b (modn)<=n|(ax —0b)
< ar—b=yn jollekiny € 7Z
< ar—ny=>b jollekiny € Z.
Lineaarisen kongruenssiyhtdlon ratkaisujen etsintd palautuu sits Dio-
fantoksen yhtdloihin.

Esimerkki 4.4.3. Tarkastellaan lineaarista kongruenssiyhtéloa
(a) 2z =6 (mod 12).
Etsitaén siis kokonaislukuja x, joille 2x — 12y = 6. jollakin y € Z. Erés
ratkaisu on z = 3 (kun y = 0). Onko muita ratkaisuja?
Muistetaan Lause 2.5.3: Lineaarisen Diofantoksen yhtélon
ar +by =c
kaikki ratkaisut ovat muotoa
bm B am
syt(a,b)’ y=" syt(a,b)’
missé g, Yo € Z ovat yhtélon erds ratkaisupari. Nyt syt(2,12) = 2 ja
erés ratkaisupari (zo,y0) = (3,0). Siispa ratkaisut ovat muotoa

T =Ty + m € 7,

r=3———=3-6m (jay=——=-m), meLZ.



Nyt siise =3=3-6-0(kuny=0)jaz=3-6-(—1) =9 (kun
y = 1) ovat ratkaisuja. Siis ainakin kongruenssiluokat [3];2 ja [9]12 ovat
ratkaisuja. Osoitetaan seuraavaksi, ettd olipa m € Z miké vain, niin
joko 3 — 6m € [3]12 tai 3 — 6m € [9]12.

Kun m = 2k, k € Z, niin 3 — 6m = 3 — 125 € [3]12, ja kun m =
2]€—|— 1, ke Z, niin 3—6m = -3 —12k € [9]12. Né&in ollen [3]12 ja [9}12
ovat ainoat kongruessiyhtdlon 2z = 6 (mod 12) ratkaisut.

(b) Tarkastellaan kongruenssiyhtdlod 2z = 3 (mod 4). On monta tapaa
ndhdé, ettd ratkaisuja ei ole:

(i) Riittaa tutkia, toteuttavatko luvut 0, 1,2, 3 tdmén yhtélon. Tutki!
Huomataan, etté talla kongruenssiyhtalolla ei ole ratkaisuja.

(ii) Koska 2z — 3 = 2(z — 2) + 1 on pariton kaikilla € Z, niin
4 ¢ (2x — 3) kaikilla # € Z. Siispd kongruenssiyhtlolla ei ole
ratkaisua.

(iii) Mille z € Z on 2z + 4y = 37
Tiedetdén, ettd vain syt(4,2) :n moninkerrat voidaan esittda tél-
laisena summana. Nyt syt(4,2) = 2 ja 2 1 3, joten summalla ei
ole ratkaisuja ja siis kongruenssiyhtalollda 2z = 3 (mod 4) ei ole
ratkaisuja.

Yleisesti saadaan:

Lause 4.4.4 (Lineaarisen kongruenssin lause). Olkoon n € N\ {0}, olkoot
a,b € Z ja d = syt(a,n).

(1) Jos d 1 b, niin lineaarisella kongruenssilla ax = b (mod n) ei ole rat-
kaisua x € Z.

(2) Jos d | b, niin lineaarisella kongruenssilla ax = b (mod n) on d ratkai-
sua (kongruenssiluokkaa modulo n). Ratkaisut saadaan kaavalla

xz:mﬁ—i% (mod n), i=0,1,...,d—1,
missd xog on erds kongruenssin ratkaisu.
Todistus. Haetaan siis lukua x € Z, jolle
ar +ny =b jollakin y € Z.

(Huomaa, ettd tdmé yhtilo antaa samat ratkaisut muuttujan z suhteen kuin
alemmassa esimerkissé ollut muoto ax — ny = b.)
Jos d t b, niin Seurauksen 2.3.12 nojalla téllaista lukua ei 16ydy.

Jos d | b, niin Lauseen 2.3.11 nojalla on olemassa ko, [y € Z siten, etté

(Zk’o + Tllo = CZ,
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jolloin

b b
a - Eko +n - alo :b
Z €z
€
ja siis
b
p— —k
Zo d 0

on erds ratkaisu. Loput seuraa lineaarisen Diofantoksen yhtélon ratkaisuista
(Lause 2.5.3) seki jakoyht&losté, jonka mukaan on ¢, i € Z siten, ettd m = gd+i
ja0<i<d-—1:

= 2o +ie (modn), i=0,1,....d—1.

n
r=x0+m— = xo+ (qd +1) y

d

aul3

O

Seuraus 4.4.5. Jos n € N\ {0}, a € Z ja syt(a,n) = 1, niin lineaarisella
kongruenssilla ax = b (mod n) on ratkaisu kaikilla b € Z. Ratkaisu on yk-
sikdsitteinen kongruenssiluokkana.

Todistus. Lause 4.4.4. O

Esimerkki 4.4.6. Ratkaise yhtélo
(a) 92 =6 (mod 12)
Koska syt(9,12) = 3 ja 3 | 6, niin Lauseen 4.4.4 nojalla yht&lolla on
kolme ratkaisua. Nyt

9-(=1)412-1 =23,

joten g = % - (=1) = =2 =10 (mod 12) on ratkaisu.
Toinen ratkaisu on 2y = zg+1- % (mod n) eli 21 = 2 (mod 12), ja
kolmas ratkaisu on x5 = 29 +2- 4 (mod n) eli 2, = 6 (mod 12). Rat-
kaisut ovat siis kongruenssiluokat [2 ]2, [6]12 ja [10]12.

(b) 7x =3 (mod 12).
Koska 7-9 = 63 = 3 (mod 12), niin kongruenssiluokka [9];2 on rat-
kaisu. Koska syt(7,12) = 1, niin Lauseen 4.4.4 nojalla tdmé& on ainoa
ratkaisu.

(¢) 4z =5 (mod 12).
Koska syt(4,12) = 4 ja 41 5, niin ratkaisua ei ole.

(d) Onko jokaisella [a];s € Zjo olemassa kongruenssiluokka [b]12 € Zio
siten, etta

[a]ia[b]12 = [1]127
Eli onko lineaarisella kongruenssilla

ab=1 (mod 12)

olemassa ratkaisu jokaisella a = 0,1,2,...,117
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Nyt 0-b = 0 (mod 12) kaikilla [b]12 € Z12. Ratkaisua ei siis ole ole-
massa ainakaan kun a = 0.

Lauseen 4.4.4 mukaan, jos syt(a, 12) { 1, niin ratkaisua ei ole olemassa.
Toisin sanoen, kun syt(a,12) > 1 eli kun a = 2,3,4,6,8,9, 10, niin
ratkaisua ei myoskéédn ole.

Kun syt(a,12) = 1 eli kun a = 1,5, 7,11, niin Seurauksen 4.4.5 nojalla
ratkaisu on olemassa ja se on yksikésitteinen (kongruenssiluokkana).
Miké ratkaisu on kussakin tapauksessa?

Madritelmé 4.4.7. Olkoot n € N\ {0} ja a,b € Z. Joukossa Z, alkio [b],, on
alkion [a], kddnteisalkio, jos [al,[b], = [1],. Alkiota [a], sanotaan talloin
myo6s kdadntyviksi alkioksa.

Lemman 4.3.2 mukaan on [a],[b], = [ab], = [1], jos ja vain jos ab = 1

(mod n). Joskus jétetddn myos hakasulut merkitsemétta, jolloin Z,, = {0,1,2, ...

1} jab € Z, on alkion a € Z, kidnteisalkio, merk. b = ™!, josab=1 (mod n).
Talla kurssilla kdytamme kuitenkin selvyyden vuoksi aina hakasulkuja puhues-
samme kongruenssiluokista.

Lause 4.4.8. Olkoon n € N\ {0}. Alkiolla [a), € Z, on yksikdsitteinen
kadanteisalkio tasmdlleen silld ehdolla ettd syt(a,n) = 1.

Todistus. Olkoon [b], € Z,, alkion [a], € Z, kiénteisalkio. Télloin saadaan

[a]u[b], =[ab]l,=[1], <= ab=1 (mod n)
<= ab—1=Fkn jollekin k € Z
<= ab—nk=1 jollekin k € Z
= syt(a,n) = 1.

Toinen suunta seuraa Seurauksesta 4.4.5. O
Tasta saadaan seuraavat seurakset:

Seuraus 4.4.9. Kun p on alkuluku, niin joukon Z, jokaisella nollasta eroavalla
alkiolla on kddnteisalkio.

Seuraus 4.4.10. Jos alkiolla [al, on joukossa Z, kiinteisalkio [bl,, niin
kongruenssiyhtaldlli ax = ¢ (mod n) on jokaisella ¢ € 7 yksikdsitteinen rat-
kaisu (kongruenssiluokkana) x = be (mod n).

Kaéaanteisalkioiden avulla voidaan osoittaa Fermat’'n pieni lause.
Lause 4.4.11 (Fermat'n pieni lause). Kun p on alkuluku, pdtee

a’* =a (mod p) kaikilla a € Z.
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Todistus. Koska 0P = 0 (mod p), niin riittdé osoittaa, ettd

a?'=1 (modp) kaikillea=1,2,...,p—1,
koska tlloin a? = a-aP! =a-1=a (mod p).
Seurauksen 4.4.9 mukaan jokaisella téllaisella a on kad#nteisalkio b joukossa Z,,.
Jos nyt za = ya (mod p), niin z(ab) = y(ab) (mod p) eli z = y (mod p).
Siispa alkiot a,2a, ..., (p — 1)a kuuluvat eri luokkiin joukossa Z,, eli ne ovat

kongruentteja alkioiden 1,2,...,p — 1 kanssa modulo p tosin mahdollisesti eri
jarjestyksessa. Néin ollen

1-2---(p—1)=a-2a---(p—1)a (mod p)
eli
(p—1)'=a”(p—1)! (mod p).
Koska syt (p, (p — 1)!) = 1, supistussddnnon (Lause 4.1.8) nojalla
1=d"" (mod p).
Il

Seuraus 4.4.12 (Fermat'n pieni lause). Kun p on alkuluku, a € Z ja p 1 a
(tai yhtapitavasti syt(a,p) = 1), pdtee

a?'=1 (mod p).

Monissa yhteyksissd Fermat'n pieni lause annetaan Seurauksen 4.4.12 muo-
dossa. Siis jos kysytddn, mikd on Fermat'n pieni lause, voi antaa jomman
kumman kahdesta muotoilusta. On kuitenkin tédrkedd muistaa, ettd seurauk-
sen versiota voi kdyttdd vain kun lisdehto p 1 @ on voimassa. Huomaa, etti
koska p on alkuluku, niin jos tiedimme ettd p { a, on p { @’ kaikilla j € N.
Tamaé on kitevad kun halutaan kdyttaa seurauksen versiota Fermat'n pienesta
lauseesta.

Fermat'n pieni lause on monesti kdayttokelpoinen kongruenssitarkasteluissa:

Esimerkki 4.4.13. (1) Osoitetaan, etti 8 = 5k + 1 jollakin k € Z.
On siis osoitettava, ettd 8% = 1 (mod 5). Koska 5 on alkuluku ja
518, on 5t 8 kaikilla j € N. Kédyttdmilli Fermat'n pienen lauseen
jalkimmaéistéa (Seuraus 4.4.12) versiota saadaan

80 = (891 =1 (mod5).

(2) Osoitetaan, ettd 6'22 = 3 (mod 11). Koska 11 on alkuluku ja 11 { 6,
molemmat Fermat’'n pienen lauseen versiot ovat taas kdytossd. Huoma-
taan ensin, ettd 122 = 11 - 11 + 1. Fermat’n pienen lauseen molempia
versioita kdyttamalla saadaan

62 =61 =(6")"-6=6"-6=6""-6"=6"=3 (mod11).
33



Kiinalainen jaidnnoéslause. Kiinalainen munkki Sun Zi esitti aikoinaan seu-
ravan arvoituksen

Meilld on jokin mddrd esineitd, mutta emme tarkkaan tiedd,
montako. Jos esineet jakaa kolmen ryhmiin, jid kaksi yli. Jos
ne jaetaan viiden ryhmain, jid kolme yli. Jos ne taas jaetaan
seitsemdn ryhmiin, jid kaksi yli. Montako esinettd meilld on?

Arvoitus voidaan kurssin merkinnéilld muotoilla seuraavanlaiseksi kysymyk-
seksi: Onko lukua = € Z, jolle lineaariset kongruenssiyhtalot

r=2 (mod 3)

(*) r=3 (mod5)
r=2 (mod?7)

ovat totta? Huomaa, ettd jos x¢ € Z on yhtdloryhmén ratkaisu, niin myos luku
To+3-5-7t

on ratkaisu kaikilla ¢ € 7Z. Kaikki kongruenssiluokan [zo]ip5 luvut ovat siis
ratkaisuja. Se, ettd muita ratkaisuja ei ole, seuraa Lauseesta 4.4.15.

Esimerkki 4.4.14. Onko lukua x € Z, jolle lineaariset kongruenssiyhtalot
r=3 (mod9) ja xz=2 (mod6)
ovat totta?
Jos £ =3 (mod 9), niin 3 | (x — 3) ja siten 3 jakaa luvun z — 3+ 3 = z. Jos
x =2 (mod 6), niin 3 | (z —2). Jos 3 | z, niin 3 jakaisi luvun z — (z — 2) = 2,
miké ei ole totta. Siis 3 1 z, eikd yhtaloilld ole yhteistd ratkaisua.

Lause 4.4.15 (Kiinalainen jiannoslause). Olkoot ny,...,n, € N\ {0} lukuja,
joille syt(n;,n;) = 1 aina, kun i # j. Olkoot by, ..., by € Z. Tdlloin kongruens-
styhtdaloryhmdlld

r=0b (mod ng)

r=by (mod ny)

r=b, (mod ng)

on yksikdsitteinen ratkaisu kongruenssiluokkana modulo n, n = ny---ny.

Todistus. (Ei késitelld luennolla.) Olkoon

Koska syt(n;,n;) = 1 aina, kun ¢ # j, niin syt(c;, n;) = 1 kaikillai = 1,2, ..., k.
Seurauksen 4.4.5 perusteella yhtalolla

cr =1 (mod ny)

on yksikésitteinen ratkaisu kongruenssiluokkana modulo n;. Olkoon se [d;],,
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Néaytetddn, ettd luku
To = bicydy + bacady + -+ + brcrdy

on yhtéléryhmén ratkaisu.
Jos i # j, niin n; | ¢; ja siten bjc;d; = 0 (mod n;). Luvun zp mééritelmén
mukaan on siis zg = b;¢;d; (mod n;). Koska ¢;d; =1 (mod n;), niin on

xo=b; (mod ny)

eli ¢y on kaikkien ryhmén kongruenssiyhtéloiden ratkaisu. Jaollisuuslauseen
avulla ndhdaan helposti, ettd kongruenssiluokka [x¢], on yhtéléryhmén ratkai-
su.

Néytetddn seuraavaksi, ettd muita ratkaisuja ei ole. Olkoon x € Z yhté-
loryhmén ratkaisu. Koska télloin on = = b; (mod n;) ja zo = b; (mod ny),
niin Lauseen 4.1.4 perusteella o = = (mod n;) ja siten n; | (x — xo) kaikilla
i=1,2,..., k. Koska syt(n;,n;) = 1, niin luku n = n, - - - ny, jakaa luvun x —z,
eli x = xp (mod n) (harjoitustehtdava). Siis ainoa ratkaisu on [z],. O
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