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Kompleksiluvut

Edelliselld luennolla huomattiin, ettad toisen asteen yhtalo
ratkeaa aina, jos ratkaisujen annetaan olla kompleksilukuja.

Osoittautuu, ettd kompleksiluvuilla on paljon sovelluksia mm.

» fysiikassa (sdhkomagnetiikka, kvanttimekaniikka)
» insindoritieteissa (signaalinkasittely, sdhkdverkot)

» matematiikassa (fraktaalit, lukuteoria)

Esitetdadn seuraavaksi geometrinen tulkinta kompleksiluvuille.



Kompleksiluvut

Kertausta. Tarkastellaan tason vektoreita (a, b), missa a ja b
ovat reaalilukuja. Ajatellaan, ettd x-akseli koostuu
reaaliluvuista, ja y-akseli koostuu imaginaariluvuista.

Halutaan asettaa tason vektoreille uusi g
laskutoimitus, ns. kertolasku, jolle patee T
(O, 1) . (O, 1) = (_1, O) ;‘ | j“rea\”d nnnnnnnn

Koska x-akseli koostuu reaaliluvuista, tama tarkoittaisi sita,
ettd vektori (0, 1) vastaa lukua /—1 (sen nelié on —1).

Taman uuden laskutoimituksen ansiosta tason vektoreita voi
ajatella kompleksilukuina.



Kompleksiluvut

Maaritelma.
Kompleksiluku on pari z = (a, b), missé a ja b ovat reaalilukuja.

Imaginaariyksikké on kompleksiluku i = (0, 1).
Kahden kompleksiluvun z = (a, b) ja w = (¢, d) summa ja tulo
maaritellddn kaavoilla

z+w=(a+c,b+d),
zw = (ac — bd, ad + bc).

Reaaliluku a vastaa kompleksilukua (a, 0).

Huomautus. Maaritelmistd seuraa, ettd jokainen kompleksi-
luku z = (a, b) voidaan kirjoittaa muodossa

z=a-+ ib.

Kertolaskun maaritelmasts seuraa, ettd i = —1.



Geometrinen tulkinta

Kompleksiluku z = (a, b) = a + ib voidaan piirtda tason
vektorina (a, b). Yhteenlasku tapahtuu kuten tason vektoreilla:

(a+ib)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d).

Kompleksiluvun z = a + ib normi eli pituus |z| maaritellaan
kuten vastaavan vektorin pituus:

2| = V& + P,

Kompleksiluvun z = a + ib kompleksikonjugaatti on z = a — ib
(peilaus x-akselin suhteen).

Mika on kompleksilukujen kertolaskun geometrinen tulkinta?



Kertolasku
Olkoot z ja w kompleksilukuja, joille patee |z| = |w| = 1. Siis
z ja w vastaavat tason yksikkdympyran kehapisteita.
Yksikkdympyran pisteet ovat muotoa (cos «, sin «). Siis
z = (cos a, sin @),
w = (cos f3,sin ),
joillekin reaaliluvuille « ja 5 (voidaan valita 0 < «, 8 < 27).

Kompleksilukujen kertolaskun maaritelman mukaan

zw = (cos o + i sin a)(cos 8 + isin 3)
= cosa cos 3+ icosa sin B+ isina cos 8 + i%sina sin 8
= cosa cos f — sina sin 8 + i(cos « sin B + sin « cos 3)

= cos(a + B) + isin(a + B).!

lcos(a + B) =cosa cos B —sina sin 3, sin(a+ B) =sina cos B + cosa sin 3



Kertolasku

Jokainen kompleksiluku z on muotoa z = r(cos v + i sin «)
missd r = |z| ja a on ns. suuntakulma (argumentti). Saadaan:

Lause. Kompleksilukujen z ja w tulo on
zw = rs(cos(a + B) + isin(a + B))

kun z = r(cosa + isina) ja w = s(cos 3 + isin j3).

Siis kompleksilukujen z ja w kertolaskussa
» pituudet r ja s kerrotaan keskendan

» suuntakulmat « ja 3 lasketaan yhteen

Erityisesti i vastaa suuntakulmaa 90°, joten

i:1la kertominen = 90° kierto vastapaivaan.



Geometrinen tulkinta

Muillekin kompleksilukujen laskuille on geometrinen tulkinta.
Esimerkiksi luvun z = r(cosa + isin ) # 0 kaanteisluku

1 z

1
= EE = ;(cosa — isina).

N

Kompleksitason nelié kuvautuu

kuvauksessa f(z) = 1 oikealla

puolella olevaksi joukoksi:

(YouTube: Moebius transforma-
tions revealed)
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Joukko-oppia

Matemaattiset totuudet ilmaistaan usein joukko-opin kielella.
Modernin matematiikan perustana on Zermelo-Fraenkelin
joukko-oppi ZFC (~ 1922, 9 aksioomaa). Talld kurssilla

» joukko on kokoelma objekteja (alkioita, jasenia)
» jokaisesta alkiosta voidaan sanoa, kuuluuko se joukkoon
vai ei
Joukkoa merkitadn kaarisulkeilla { - - - }. Esimerkkeja:

» Kokoelma A = {1,2, 3} on joukko, jonka alkiot ovat 1, 2
ja 3. Luvut 4 tai V2 eivit kuulu joukkoon A.

» B = {nelijalkaiset eldimet} on joukko, jonka jdsenia ovat
mm. hevoset ja lehmat. [hmiset tai strutsit eivat kuulu
joukkoon B.



Merkintoja

xeA
x¢A
ACB
AZ B
A=B
0

(x kuuluu joukkoon A)

(x ei kuulu joukkoon A)

(joukko A on joukon B osajoukko, myés A C B)
(joukko A ei ole joukon B osajoukko)

(A ja B ovat samat joukot)

(tyhja joukko)

A on B:n osajoukko jos jokainen A:n alkio on myés B:n alkio.
A ja B ovat samat joukot jos niissd on tasmalleen samat alkiot
(ts. AC B ja B C A). Tyhjdssa joukossa ei ole yhtain alkiota.

Jos A koostuu alkioista x, jotka toteuttavat ehdon P(x), merkitaan

A = {x : x toteuttaa ehdon P(x)}

= {x | x toteuttaa ehdon P(x)}.



Lukujoukkoja

Talla kurssilla on ndhty monenlaisia lukujoukkoja. Annetaan
ndille nyt merkinnat:

N=1{1,2,3,45,...}
Z={.,-2,-1,01,2,. ..}

(
(
Q= {% . meZ,neN} (rationaaliluvut)
(
(

luonnolliset luvut)

kokonaisluvut)

R = {x : x reaaliluku}
C={a+bi:abecR}

reaaliluvut)

kompleksiluvut).

Patee
NCcZcQcRcC.

Huom! Usein madritellddn N = {0,1,2,3,...} (ei talld kurssilla).



Esimerkkeja

» Jos A=1{1,2,3} ja B={-1,0,1,2,3,5}, niin
»1cAjalecB
»0¢Aja0eB
» ACB
» ACN
» BCZ mutta B¢ N

» Jokaiselle joukolle A pitee aina AC Ajal C A
(jalkimmaistd voi pitdd maaritelmana).
» Joukolle C ={ne N : /n < 3} patee

C = {1,2,3,4,5,6,7,8).
» Joukolle D = {k? : k € Z, |k| < 4} patee

D = {0,1,4,9}.



Valit

Reaaliakselin vileja, missa a, b € R ja a < b, merkitdan

[a,b] ={x e R :
la,p[={x e R :
[a,b[={xeR:
la,b] ={x e R :

a<x<b}
a<x<b}
a<x<b}
a<x<b}

Sulkujen kanssa pitaa olla tarkkana:

» [a, b] on suljettu vali

suljettu vali)
avoin vali)

puoliavoin vili)

~ o~ o~ o~

puoliavoin vili)

» {a, b} on kahden alkion joukko (alkiot voivat toistua eika
niiden jarjestykselld ole vlia):

{a,b} ={b,a} = {b,a,a, b, b}

» (a, b) on jarjestetty pari, jossa a on ensimmainen ja b
toinen alkio (joskus (a, b) on myds avoin véli ]a, b|)



Joukkomerkinnoist3

Myds joukkomerkintdjen kanssa kannattaa olla tarkkana.
Esimerkiksi merkinta

A={2,48, ..}
on lilan epamaardinen, ja voisi tarkoittaa vaikka joukkoja
{2k . k e N} tai {neN : non parillinen eiki ole jaollinen 6:lla}.
Mydskdan merkintd A= {x € R : x? € A}, tai
R = {kaikki joukot A, joille A ¢ A} (Russellin paradoksi)

ei tuota jarkevaa joukkoa.



Joukko-operaatioita

Olkoot A ja B joukkoja. Maaritellaan

AUB ={x:x€A tai xe€ B} (yhdiste)
ANB ={x:xec€AjaxeB} (leikkaus)
B\A ={x:xeB jax¢A} (erotus)

Joukko-operaatioita voi havainnollistaa Venn-diagrammeilla:

AU B ANB B\ A



Joukko-operaatioita

Jos on tiedossa jokin perusjoukko X, jonka osajoukkoja
kasitelldadan, maaritellddn joukon A komplementti (X:n suhteen)

CA=A' =X\ A

Al =X\ A



Esimerkki

Olkoot
A: {0’17a7/8}7
B — {1727/8}7
C={3,4,~}.
Talloin

AUB={0,1,2,«, B},

ANB={1p},
A\ B ={0,a},
B\ A= {2},

(ANB)UC={1,3,4,5,7}.



Joukko-operaatioita

Useamman kuin kahden joukon joukko-operaatiot maaritellan
kuten kahden joukon tapauksessa. Esimerkiksi

AUBUC ={x:xe€Atai xe B tai xe C} (yhdiste).

Yleisemmin, jos A, ovat joukkoja (n € N), maaritelldan

U A, ={x:x¢€A, jollekin n € N} (yhdiste)

n=1

m A, ={x: x €A, kaikille n € N} (leikkaus)
n=1



Esimerkki
Kysymys. Olkoon A, = [0, ] kun n € N. M3irit3
U, A, Ja Mo A
Vastaus. Patee U A, = [0,1] ja N2, A, = {0}. Perustelu:

"UX A, C [0,1]": Olkoon x € U2, A,. Madritelmdn mukaan
x € A, jollekin n € N, ts. x € [0,1/n]. Talléin x € [0, 1].

"[0,1] € U, A, Olkoon x € [0, 1]. Koska [0, 1] = Ay,
saadaan x € A; ja maaritelman mukaan x € U2, A,.

"N, A, C {0} Olkoon x € NP2, A,. Talléin x € [0,1/n]
kaikille n € N, joten ainakin x > 0. Jos x > 0, léytyy k € N
jolle 1/k < x. Tallgin x ¢ [0,1/k] mikd on mahdotonta. Siis
ainoa mahdollisuus on x = 0, ja saadaan N3, A, C {0}.

"{0} Cc N2 A, Pitee 0 € A, kaikilla n € N, joten
maaritelman mukaan 0 € N%°,A,.



Esitehtava ensi maanantaille

Tutustu Juutisen Johdatus matematiikkaan —luentomonisteen
lukuihin 3 (Funktioista) ja 4 (Joukkojen mahtavuus).



