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Sisalto

1. Kertausta



Kurssin suorittaminen

Kurssi suoritetaan lopputentilld (26.9./10.10. klo 8.00-12.00).
Arvostelu hyvaksytty /hylatty. Tentissd on aikaa 4 h. Hyvik-
syttyyn suoritukseen tarvitaan 50 % tentin maksimipisteista.

Tentin materiaali:
» luentokalvot (8 luentoa)
» laskuharjoitustehtavat (4 harjoitusta)

Muistakaa ilmoittautua tenttiin (ja kurssille), pe 21.9. klo 16
mennessa!

Muistakaa myos tehdad kurssin palautekysely.



Kurssin rakenne

Kurssin laajuus 3 op (= 79 h tydskentelya):

Luennot 18 h
Laskuharjoitukset 8 h
Itsendinen opiskelu 40 h
Tenttiin valmistautuminen 9 h
Tentti 4 h
Yhteensa 79 h

ltsenaista opiskelua ~ 4 h / kontaktip3iva!

Matematiikkaa oppii vain laskemalla!



Esimerkki

Matemaattisen paattelyn tunnusmerkkeja ovat: varmuus ja
tasmallisyys. Kuinka "todistat” vaitteen:

1 1 1
— < ?
1000 1001 1000000
Todistus.
1 1 1001 1000
1000 1001 1000-1001 1000-1001
~ 1001 —1000
1001000
1 1

1001000 = 1000000
koska 1001000 > 1000 000.

(]



Esimerkki

» Todistus on vaitteen yksityiskohtainen perustelu. Jokainen
askel on niin selvasti perusteltu, ettd lukija/kuulija voi
vakuuttua vaitteen paikkansapitavyydesta.

Yleinen vaite: jos n on mik3 hyvansa positiivinen kokonaisluku,

niin
1 1 n+1 n 1 1
= < —

;_n+1:n(n—|—1)_n(n+1) n(n+1) ~ n?

silla n(n+1) > n?.

» Samalle vaitteelle voi olla useita erilaisia todistuksia.



Esimerkki

» Todistusta etsitdan usein kokeilemalla erilaisia asioita
suttupaperilla. Lopuksi varsinainen todistus kirjoitetaan
siististi ylos, usein "kdanteisessa jarjestyksessa’.

Viite. v/8! < V9!

Todistus. Koska 1-2-...-8 < 98, pitee
8l < 9°
Kertomalla molemmat puolet luvulla (8!)® saadaan
(81)% < ((8!) -9)% = (91)3.

Korottamalla molemmat puolet potenssiin % saadaan viite

72
V8l < V9l



Matemaattinen teksti

Matematiikka on luonnontieteiden kieli. Opintojen alussa
menee yleensa aikaa, ennen kuin uuden kielen kaytto
omaksutaan (vrt. kiinan kielen opettelu).

Matemaattisen tekstin osia ovat mm.

>

>

>

maaritelmat (lyhyt nimi kasitteelle / symbolille)
esimerkit

vaitteet (ilmaisevat yleisen tosiseikan, lause / teoreema /
propositio / lemma)

todistukset



Lauseet
Esimerkkilause (Kolmioepdyhtald)
Kaikille reaaliluvuille a ja b patee
|a+ b <a| + |b].
Esimerkkipropositio
Jos a ja b ovat reaalilukuja, niin patee

2ab < a° + b

Esimerkkilemma
Jokaiselle reaaliluvulle x patee

x < |x|.



Todistukset

» Todistus on vditteen yksityiskohtainen perustelu. Jokainen
askel on niin selvasti perusteltu, etta lukija/kuulija voi
vakuuttua vaitteen paikkansapitavyydesta.

Lemma
Jokaiselle reaaliluvulle x patee x < |x].

Todistus.
Tapaus 1. x > 0. Télléin |x| = x, ja selvasti

x = |x] < |x].
Tapaus 2. x < 0. Téllgin |x| = —x, ja saadaan
x <0< —x=|x|

Siis vaite "x < |x|" on tosi kaikille reaaliluvuille x. O



Vaaraksi osoittaminen

Joskus voimme saada todistettavaksi lauseen, joka ei olekaan
totta. Vaitteen

Kaikille x patee ominaisuus P(x)

vaardksi osoittamiseksi riittad 16ytaa yksi x, jolle P(x) ei pade.
(T&td kutsutaan vastaesimerkiksi.)

Viite. Kaikille reaaliluvuille x pitee x> — 4x + 4 > 0.

Yritykset osoittaa vaite oikeaksi epdonnistuvat, joten yritetdan
|6ytaa vastaesimerkki. Jos x = 2, niin vaite saa muodon

22— 4.24+4>0, eli 0 >0, miki on epitosi. Vastaesimerkki
x = 2 kumoaa vaitteen.



Ongelmanratkaisua

G. Pélya esitteli kirjassaan "How to Solve 1t7" (1945)
seuraavat askeleet matemaattisen ongelman ratkaisuun:
1. Ymmarra ongelma.
2. Tee suunnitelma.
3. Toteuta suunnitelma.

4. Arvioi ratkaisuasi. Voisiko sita parantaa?



Loogiset konnektiivit

Matemaattisessa todistamisessa voidaan kayttda logiikasta
perdisin olevia symboleita (konnektiiveja):

— implikaationuoli, "'seuraa”
<= ekvivalenssinuoli, "jos ja vain jos"

- negaatio, "ei’

Kaytossa ovat myos universaalikvanttori V ("kaikille”) ja
eksistenssikvanttori 3 ("on olemassa”).

Ylldolevat symbolit on hyva tietdd, kokeessa niitd ei vaadita.



Negaatio

Jokaisella viitelauseella A on vastakohta eli negaatio (—A).

Esimerkiksi:
Viite Negaatio
V2>3 V2<3
2< 7 <3 T<2talm>3
Kaikki tiet vievdt Roomaan. Jokin tie ei vie Roomaan.
Jos f on derivoituva, On olemassa derivoituva f,
niin  on jatkuva. joka ei ole jatkuva.

Negaation muodostamista tarvitaan epasuorassa todistuksessa.



Jos ja vain jos —lauseet

Matematiikassa esiintyy usein "jos ja vain jos'-lauseita:

Esimerkkilause
Kokonaisluku n on pariton jos ja vain jos n? on pariton.

Viite "A jos ja vain jos B" (merkitddn A < B) tarkoittaa
samaa kuin viite "A:sta seuraa B, ja B:std seuraa A"

Jos ja vain jos —viitteessd on kaksi suuntaa ("A = B" ja
"A < B"). Tillainen viite todistetaan yleensad kahdessa osassa
(voidaan merkitd "=" ja "<").



Suora todistus

Suora todistus etenee vaiheittain suoraan oletuksista
vaitteeseen.

2

Viite. Jos luonnollinen luku n on pariton, niin n* on pariton.

Todistus.

n pariton = n =2k + 1 jollekin k

n? = (2k 4+ 1)?

n? = (2k)?+2-2k-14 12
n? = 4k* + 4k +1

n* = 2(2k* 4+ 2k) + 1

n? pariton. O

Friel



Epasuora todistus

Epasuora todistus: tehddan vastavaite ja johdetaan ristiriita.

Lause. Jos n on positiivinen kokonaisluku ja n? on pariton,
niin n on pariton.

Todistus. Oletetaan, ettd n? on pariton. Tehdiin vastaviite
(vastaoletus, antiteesi): n on parillinen. Tallgin patee

n =2k
jollekin kokonaisluvulle k. Lasketaan
n? = (2k)? = 4k* = 2(2k?).

Siis n? on parillinen. Tdm3 on ristiriita oletuksen, ettd n? on
pariton, kanssa. Taten vastavaitteen on pakko olla epatosi.
Tama todistaa lauseen. ]



Jaollisuus

Maaritelma

Kokonaisluku n on jaollinen positiivisella kokonaisluvulla m, jos
n=km

jollekin kokonaisluvulle k. Talldin merkitdan m|n, ja sanotaan,
ettd luku m on luvun n tekija. Luku n > 2 on alkuluku, jos se
on jaollinen ainoastaan luvuilla 1 ja n.

Esimerkki

Luvun 12 tekijat ovat 1, 2, 3, 4, 6, ja 12. Ensimmaiset
alkuluvut ovat 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, .. ..

Aritmetiikan peruslause

Jokainen kokonaisluku n > 2 voidaan kirjoittaa muodossa
n= pip>--- Pk, Missd py, ..., px ovat alkulukuja.



Rationaaliluvut

Ma3aaritelma

Reaaliluku x on rationaaliluku, jos x = ™ joillekin
kokonaisluvuille m ja n, missa n > 1.

(Jos x = ™ on rationaaliluku, aritmetiikan peruslauseen nojalla m
(tai —m) ja n ovat alkulukujen tuloja. Supistamalla yhteiset tekijat
lausekkeesta 77 voidaan aina olettaa, ettd x = % missa

kokonaisluvuilla k ja ¢ ei ole yhteisia tekijoita.)

Maaritelma
Reaaliluku x on irrationaaliluku, jos se ei ole rationaaliluku.

Esimerkki

7
!_uvu.t g —2]a 100
irrationaalilukuja.

ovat rationaalilukuja. Luvut /2 ja 7 ovat



V/2 on irrationaalinen

Lause. v/2 on irrationaalinen.

Todistus. Tehd3in vastavdite: v/2 on rationaaliluku. T3lldin
m
V2=—
n

joillekin kokonaisluvuille m ja n, joilla ei ole yhteista tekijaa.
Korotetaan toiseen potenssiin:

m
Siis m? = 2n?. Tast3 seuraa ettd m on parillinen!, ts. m = 2k
jollekin k, ja 2n?> = m? = (2k)? = 4k?. Tilloin n*> = 2k? on
parillinen, joten n on parillinen!. Siis m ja n ovat parillisia, mika
on ristiriita, silla luvuilla m ja n ei ole yhteista tekijaa. O

!Perustele! (Epasuora todistus tai aritmetiikan peruslause)



Induktiotodistus

Induktio on hyddyllinen periaate, jonka avulla voidaan todistaa
vaitteitd muotoa

P(n) on tosi kaikille positiivisille kokonaisluvuille n.

Induktiotodistuksessa on kolme vaihetta:
1. Perusaskel. Todista vdite kun n =1 (ts. todista P(1)).
2. Induktio-oletus. Oleta vaite todeksi tapauksessa n = k,
missd k > 1 on mielivaltainen (ts. oleta P(k)).

3. Induktioaskel. Todista viite tapauksessa n = k + 1, kun
oletetaan, ett3 vdite on tosi tapauksessa n = k (ts.
todista P(k + 1)).

Vahvassa induktiossa induktio-oletus olettaa vaitteen todeksi
kaikilla n < k.



Esimerkki
Viite. Kaikille n =1,2,3,... pitee 1+ 2+ ...+ n= "1
Todistus. Todistetaan vaite induktiolla.

1(1+1)

1. Perusaskel. Viite patee kun n=1,silld 1 = 5

2. Induktio-oletus. Oletetaan, ettd 1 +2+ ... + k = k(kjl).

3. Induktioaskel. Todistetaan 1 4+2+ ...+ (k+1) = (k“)zﬂ
Induktio-oletuksen nojalla

1+2+...+k+(k+1):k(k;1)+(k+1)
_ k(k+1)+2(k+1) _ (k+1)(k+2)
2 2 '

Induktioaskel on valmis. Vaite seuraa induktioperiaatteen
nojalla. [



Kompleksiluvut

Tarkastellaan tason vektoreita (a, b), miss3 a ja b ovat
reaalilukuja. Ajatellaan, ettd x-akseli koostuu reaaliluvuista, ja
y-akseli koostuu "kuvitteellisista luvuista” (imaginaariluvuista).

Halutaan asettaa tason vektoreille uusi
laskutoimitus, ns. kertolasku, jolle patee T
(0,1)-(0,1) = (—1,0). i

Koska x-akseli koostuu reaaliluvuista, tam3a tarkoittaisi sita,
ettd vektori (0, 1) vastaa lukua v/—1 (sen nelié on —1).

Taman uuden laskutoimituksen ansiosta tason vektoreita voi
ajatella kompleksilukuina.



Kompleksiluvut
Kaytannossad kompleksilukuja ajatellaan olioina
z=a+ib, a, b reaalilukuja.

Tassd i on ns. imagindariyksikko (vastaa vektoria (0, 1)).
Yhteenlasku tapahtuu kuten tason vektoreilla:

(a+ib)+ (c+id) = (a+ c)+ i(b+ d).

Kertolaskua varten riittda tietdd kaava /> = —1. Jos timain
muistaa, niin kompleksilukuja voi kertoa niin kuin reaalilukuja:

(a+ib)(c+id) = ac+a(id)+(ib)c+(ib)(id) = ac—bd+i(ad+bc)

Maaritelm3 takaa, ettd tdm3 on mahdollista (ja ettd yhteen- ja
kertolaskussa termien jarjestykselld ei ole vilia tms).



Esimerkkeja

Pitee i = —1, i3 =i%2-i=—i, i*=i?-i?> = 1. Lisaksi
B3+2)+(4-3)=CB+4)+(2-3)i=7—1i
ja

(3+2/)(4—3i)=3-4—(2-(=3))+i(2-4—3-3) =18 —1.



Toisen asteen yhtalo

Lause

Olkoot a, b, ¢ reaalilukuja ja a # 0. Yhtilon az?> + bz +c =0
(kompleksiluku)ratkaisut ovat

_b+Vb? —4
z= b b ac jos b*> — 4ac > 0,
2a
—b + ivdac — b? .0
z= jos b® — 4ac < 0.
2a
Esimerkki

Yhtilén z2 + 9 = 0 ratkaisut ovat z = +3J.



Kertolasku

Jokainen kompleksiluku z on muotoa z = r(cos v + i sin «)
missd r = |z| ja a on ns. suuntakulma (argumentti). Saadaan:

Lause. Kompleksilukujen z ja w tulo on
zw = rs(cos(a + B) + isin(a + B))

kun z = r(cosa + isina) ja w = s(cos 3 + isin j3).

Siis kompleksilukujen z ja w kertolaskussa
» pituudet r ja s kerrotaan keskendan

» suuntakulmat « ja 3 lasketaan yhteen

Erityisesti i vastaa suuntakulmaa 90°, joten

i:1la kertominen = 90° kierto vastapaivaan.



Joukko-oppia

Joukko on kokoelma objekteja (alkioita, jasenid). Merkintdja:

x €A  (x kuuluu joukkoon A)
x ¢ A  (xeikuulu joukkoon A)
AC B  (joukko A on joukon B osajoukko, myds A C B)
A¢Z B (joukko A ei ole joukon B osajoukko)
A=B (A ja B ovat samat joukot)
0 (tyhja joukko)

A on B:n osajoukko jos jokainen A:n alkio on myds B:n alkio.
Tyhjassa joukossa ei ole yhtdan alkiota. Jos A koostuu
alkioista x, jotka toteuttavat ehdon P(x), merkitdan

A = {x : x toteuttaa ehdon P(x)}
= {x | x toteuttaa ehdon P(x)}.



Lukujoukkoja

Pitee

N=1{1,2,3,4,5,...}
Z={.,-2,-1,012,. .}

(
(
Q= {% : meZ,neN} (rationaaliluvut)
(
(

luonnolliset luvut)

kokonaisluvut)

R = {x : x reaaliluku}
C={a+bi:abeR}

reaaliluvut)

kompleksiluvut).

NczcQcRcC.



Joukko-operaatioita

Olkoot A ja B joukkoja. Maaritellaan

AUB ={x:x€A tai xe€ B} (yhdiste)
ANB ={x:xec€AjaxeB} (leikkaus)
B\A ={x:xeB jax¢A} (erotus)

Joukko-operaatioita voi havainnollistaa Venn-diagrammeilla:

AU B ANB B\ A



Funktioista

Funktiot ovat kuvauksia yleisten joukkojen valilla.

Maaritelma

Olkoot A ja B epatyhjia joukkoja. Funktio eli kuvaus
f : A— B on sdantd, joka liittdad jokaiseen joukon A alkioon a
tasmalleen yhden joukon B alkion f(a). Sanotaan, ettd

f(a) on funktion f arvo pisteessd/alkiossa a,
ja f(a) on alkion a kuva kuvauksessa f (merkitddn a — f(a)).

Jos f : A — B on funktio, joukkoa A sanotaan funktion f
maarittelyjoukoksi ja joukkoa B sanotaan maalijoukoksi.



Funktioista

Injektio: kahdella eri alkiolla ei voi olla samaa kuvaa

Surjektio: jokainen maalijoukon alkio on jonkin pisteen kuva

Bijektio: injektio ja surjektio, 1-1 vastaavuus A:n ja B:n vililla

General
Function

Injective

Not surjective

A

¢
———
./,’”‘7

Surjective

o 0 o o

Not injective

X

>

<

Bijective

e @ @ @ @
O 0 o0 0o 0

(injective and

surjective)



Yhdistetty funktio

Ma3aaritelma

Olkoot f : A— B ja g : B — C funktioita. Funktioiden f ja g
yhdistetty funktio g o f on funktio

gof:A— C, (gof)(a)=g(f(a)).




Kaanteisfunktio

Jos f : A — B on bijektio, niin jokaiselle b € B |6ytyy
tasmalleen yksi a € A, jolle f(a) = b. Tama sdantd
maarittelee funktion f kaanteisfunktion

F1-B— A

Siis bijektiolle f voidaan maiaritelld kiinteisfunktio g = f 1, ja
tama toteuttaa ehdot

g(f(a)) = a kaikille a € A, f(g(b)) = b kaikille b € B.

Toisaalta yllaolevat ehdot tdyttava kuvaus g on olemassa jos ja
vain jos f on bijektio (miksi?), ja talléin vilttamittd g = 1.



Joukkojen mahtavuus

Maaritelma
Joukot A ja B ovat yhtd mahtavia, merkitdan |A| = |B|, jos
on olemassa jokin bijektio f : A — B.

Muistetaan, ettd f : A — B on bijektio A B
jos se on injektio (eri alkioilla on eri kuvat) \
ja surjektio (jokainen B:n alkio on jonkin '
A:n alkion kuva). Bijektio antaa siis 1-1 l

vastaavuuden A:n ja B:n alkioiden valill3.

On tietyssd mielessd luonnollista, ettd jos A:n ja B:n vililld on
bijektio, niin A:ssa ja B:ssa on yhtd monta alkiota.



Asrettémat joukot
Yksinkertaisin dareton joukko on N = {1,2 3, ...}. Nahtiin

[{n € N : non parillinen}| = |N]|.

Maaritelma
» Joukko A on aidosti vdhemman mahtava kuin joukko B,
merkitdan |A| < |B|, jos on olemassa injektio f : A — B
mutta ei ole olemassa bijektiota A — B.
» Joukko A on numeroituvasti daretdn, jos |A| = |N|.

» Joukko A on ylinumeroituva, jos |N| < |A|.

1

s

A——FFF B



Mahtavuuksien vertailua

Lause
Joukot N, Z ja Q ovat numeroituvasti aarettomia

(ts. IN| = [Z[ = |QI).
Toiset aarettomyydet ovat suurempia kuin toiset:

Lause (Cantor 1874)
Reaalilukujen joukko on ylinumeroituva (ts. |[N| < |R]).

Todistus.
Epasuora todistus ja Cantorin diagonaaliargumentti.



