Kvanttimekaniikka I A (FYSA231), Kevit 2010
Harj 2.

1. a) Lineaariselle operaattorille A péatee:

A(Cl¢1 + cothg) = Clzzwl + 02121@/12

missa c; ja co ovat mielivaltaisia kompleksivakioita ja 1y ja 1o ovat
mielivaltaisia aaltofunktioita. Tutki mitka seuraavien relaatioiden maarittelemat
operaattorit ovat lineaarisia:

A(a) = 20(a), Aw(z) = 2 (z)

Agtle) = 00 +a, Aie) = [ oty

b) Osoita, ettd seuraavat kommutaatiorelaatiot patevat mielivaltaisille
operaattoreille A, B ja C.

i) (4.5 +C) =4 B + [.0)
i) [4, BO) = [A, BIC' + BJA, €.

2. a) Mielivaltaista yksiulotteista liikettd kuvaavassa tilassa ¢ (t, x) liikkemaara-
operaattorin odotusarvo on

() = /_ Z V¥ (t, ) (—@h%) W(t, x)dx.

Suorita osittaisintegrointi. Sen tuloksena saat hermiittisyyden maaritelman
mukaisen integraalin seka integroidun termin. Totea, etta jalkimmaéisen
on oltava nolla, jotta p on hermiittinen. Tulos merkitsee aaltofunk-
tioita koskevaa yleistd reunaehtoa — mika se on? Huomaa mydés, etta
p:n imaginaari-i on valttamattomyys hermiittisyydelle.

b) Kvanttimekaniikan litkeyht&lo on ajasta riippuva Schrodingerin yht&lo

it ) = H (1)
ot

missé H on energiaoperaattori eli Hamiltonin operaattori. H on her-
miittinen — miksi? Kokonaistodennakoisyys, jonka arvoksi tavallis-
esti normitetaan 1, on [ ¢*(¢, Z)y(t, £)d*% koko avaruuden yli inte-
groituna. Oleta, etta integraalin arvo ei valttamatta ole ajasta ri-
ippumaton vakio. Todista Schrodingerin yhtalon avulla, etta se on
vakio:

% / Ot B (t, T)PE = 0.
1



3. Alueeseen |z| < a rajoitetun hiukkasen yksiulotteista liikettd kuvaa aalto-
funktio

Y(x) = N cos <;—Z>,

missa N on normitus vakio.
a) Maéarita N. Onko se yksikasitteinen?
b) Miké on todennékoisyys, ettd hiukkanen on alueessa 0 < z < a.
¢) Miké on todennékoisyys, ettd hiukkanen on alueessa —a/2 < x < a/2.
4. Ratkaise ddrettomén syva potentiaalikuoppa (aaltofunktio ja energiatilat),
kun potentiaali V(x) méadritelldén seuraavasti:

Vix) 0, kun —a<zx<a
€Tr) =
0, kun r < —a tai a < x

Huomaa, etta nyt joudut kaymaan parilliset ja parittomat ratkaisut erik-
seen lapi, muutoin lasku menee samaan tyyliin kuin luennolla.
5. Vetyatomin perustilan normitettu aaltofunktio on

V() = (maf) e,
missa ag = 0.0529 nm.
a) Laske todenndkoéisyys, etta elektroni on ag siteisen pallon siséilla. Integroi
numeerisesti esim. laskimella tai tietokoneella.
b) Laske r:n odotusarvo.



