Subjektiiviset todenndkdisyydet

La théorie des probabilités n'est, au fond, que le bon sens
réduit au calcul; elle fait apprécier avec exactitude ce que les
esprits justes sentent par une sorte d'instinct, sans qu'ils
puissent souvent s'en rendre compte.

Todennakdisyysteoria ei ole muuta kun terve jarki joka on
palautettu matematiikkaan. Se osoittaa eksaktisti sitd jota jo
tunnemme vaistomaisesti.

Pierre-Simon Laplace, Théorie Analytique des Probabilités
(1814).
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http://en.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace

My Thesis, paradoxically and a little provocatively, but
nonetheless genuinely, is simply this: PROBABILITY DOES’
NOT EXISTS.

The abandonment of superstitious beliefs about the existence
of Phlogiston , the Cosmic Ether, Absolute Space and Time,
..., or Faires and Witches was an essential step along the
road on scientific thinking. Probability too, if regarded as
something endowed with some kind of objective existance is no
less a misleading misconception, an illusory attempt to
exteriorize or materialize our true probabilitic beliefs.

Bruno De Finetti, Theory of Probability (1974).
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http://en.wikipedia.org/wiki/Phlogiston_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Bruno_de_Finetti

On merkillista ettd kaikille ihmisille, matemaattista sivistysta
rippumatta, todenndkdisyys on tuttu kasite: me kaikki
ymmarramme mitd jalkapallonvalmentaja tarkoittaa kun
kertoo haastattelussa ettd hdnen mielestd joukkueensa
voittomahdollisuudet ovat noin 45% (vaikka me voimme olla
eri mieltd luvusta).

Kuten meidan kauat esi-isiemme, muut eldimet (myds kasvit,
esimerkiksi koivu jossakin vaiheessa joutuu pdattdamaan ettd
talvi on loppunut ja rupee kasvattamaan lehtid), joudumme
jatkuvasti tekemaan isompia tai pienempia paatoksia
epavarmuuden tilassa. Vaikka ei tiedetd milla mekanismilla se
tapahtuu, luonnollinen selektio on muokannut meidan aivoihin
vaistomaista alykkyyttd hahmottamaan ja vertailemaan eri
mahdollisuuksien “uskottavuuksia”, ottaamalla huomioon
aikaisempaa kokemusta ja ymparistolta tulevaa informaatiota.
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Aloitan ja lopetan saman tien tatd pohdiskelua: kun
hypoteettiset avaruusolennot vihdoinkin saapuvat maahaan
ulkoavaruudesta ja ilmenee ettd he osaavat jo koko meidan
matematiikkaamme ja jopa mittateoriaa, pystyisivatké silti
ymmartamain mistd on kyse todennikoisyydessa?
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De Finettin rahoitusteoreettinen |dhestysmistapa

todennakaisyyteen.

Epédvarmassa maailmassa, tapahtumat (tai viitteet) voidaan
luokitella kahteen luokkaan, V = { varmat tapahtumat } ja

& = { epavarmat tapahtumat }. Kun tapahtuma A € V on
varma ja A = B (vaihtoehtoinen notaatio A C B) tapahtuu
aina silloin kun A tapahtuu myds B tapahtuu , seuraa etta
myds B € V on varma. Tapahtuma A on mahdoton jos sen
negaatio A (joka tapahtuu silloin kun A ei tapahdu) on varma.
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Merkitddn luokka N' = { mahdottomat tapahtumat } ja
sanotaan ettd tapahtumat A, B ovat keskendan ei sopivia kun
niiden yhteensattuma AB € N (vaihtoehtoinen notaatio

A N B) on mahdoton.
(A + B) merkitsee (vaihtoehtoinen notaatio AU B) tapahtuma

jossa A tai B tapahtuvat. Tapahtuma (A + A) on aina varma.

Dario Gasbarra Bayes teoria. Luento 1



Erds vedonlyontimeklari (sind) ottaa vastaan vetoja
tapahtumista Ay, ..., A, , jotka ovat kesken&in ei-sopivia, siis
(AN A;) € N (mahdoton tapahtuma) kun i # j. Tarkemmin,
meklarin on pakko ottaa vastaan mita tahansa vetoja (myGs
negatiivisilla panoksilla) tapahtumista A;, i =1,....n, ja
niiden yhdisteistd (A; U A;), (A; U Aj U Ax), ... jne. Meklari
valitsee (sind valitset) kuitenkin vetojen hinnat (tulkinta:
todenndkdisyydet) Pr(A;), Pr(A; UA;), Pr(A;UA; UAL). ..
jne.

Merkinndt: p; := Pr(A;), “satunnaissuure” tai “veto” 14, on
tapahtuman A;:n indikaattori joka saa arvon 1 jos tapahtuma
A; tapahtuu, muuten 0.
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De Finettin kirjassa notaatio Pr(A) merkitsee samaan aikaan
probability,price, prevision , eli todenndkéisyys, hinta, ennuste.

Vastapuolen voitto on satunnaissuure

V=1a —p)yi+-+La = pn)yn

jossa (y1,...,yn) € R" on vastapuolen vapaasti valittavissa
oleva vedonydntistrategia.

Jos meklarin on johdonmukainen, hin maarda vedonlyonnin
hinnat siten, ettd vastapuolelle ei syntyisi

arbitraasimahdollisuuksia , eli tilaisuuksia joissa voi tehda
riskitonta voittoa.

Dario Gasbarra Bayes teoria. Luento 1



Teoreema

(Téma on viite eikd maaritelma !) Jos tapahtumien
hinnoittelusysteemi Pr ei salli arbitraasimahdollisuuksia
vastapuolelle, seuraa valittémasti ettd
@ Vetojen hinnat ovat yksikasitteisid (yhden hinnan laki),
vedolle 1,, on vain yksi hinta Pr(A;) € [0, 1].
@ Jos A; € V (varma tapahtuma), Pr(A;) =1 ja
vastaavasti jos A; € N ( mahdoton tapahtuma), niin
Pr (A,) =0.
© Hinnat (eli todennakdisyydet) ovat
(darellisesti)-additiivisia.
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(1),(2): Harjoitustehtava.

(3): Olkoon ensin n =2, (AN A;) € N, sen lisdksi oletamme
ettd (A; U Az) € V (eli on varma tapahtuma). Tésta seuraa
ettd Pr(A; UAy) =1

Lineaarisella systeemilla

{ V(Al) = (1 - P1)Y1 — P2y
V(A2) = —piy1 + (1 — p2)y2

jossa V/(A;) on vastapuoleen voitto kun A; tapahtuu, on
ratkaisu mille tdhansa voitto-vektorille (V(A;), V(Az)) jos ja
vain jos kertoimien matriisi on kdantyva, eli

l-p) —p2 \_,
det( —P1 (1—P2)> =l=ph=p 70
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Estadkseen vastapuolta tekemastd riskitonta voittoa, on
valttdmatonta ettd

Pr(A1)+Pr(A2):1:Pr(A1 UAQ)
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Estadkseen vastapuolta tekemastd riskitonta voittoa, on
valttdmatonta ettd

Pr(A1)+Pr(A2):1:Pr(A1 UAQ)

Samoin, kun n > 2, AiNA; € N kun i #j ja,
AfUAU---UA, €V (eli on varma), meklari on
johdonmukainen jos ja vain jos

(1-p) —P2 .. —pPn
det —h1 (1-p2) ... —Pn
—P1 —P2 )
=l—-pi—pr—-—pa=0
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Yleisemmin, kun (A; N Ay) € N, koska
(AL U A U (A1 UAy)) €V, seuraa

1 = Pr(A1) + Pr(A2) + Pr((A1 U Ay))
= Pr(A1) + Pr(Az) + (1 — Pr(Ay U A))

siis Pr(A; U Ay) = Pr(Ay) + Pr(A;) O

Oletetaan ettd meklari on hinnoitellut johdonmukaisesti
keskendan ei-sopivia tapahtumia Ay, ..., A, ja niiden
yhdisteitd hinnoilla Pr(A;),. .., Pr(A,), jossa P on darellisesti
additiivinen.

Dario Gasbarra Bayes teoria. Luento 1



Kasitelldadn vield monimutkaisempi vedonlydntisopimus
(“satunnaissuure”)

X = ix;].,q'.
i=1

joka maksaa vastapuolelle etukdteen sovittua summaa x; € R

silloin kun “sattuma” A; tapahtuu, jossa joukot A; ovat
keskendan ei sopivia.

Tama sopimus arvo on “toistettavissa” vedonlyénnin
strategialla (x1,...,x,).
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Koska arbitraasivapaassa hinnoittelusysteemissa hinnat ovat
yksik3sitteisid , seuraa ettd X:n ainoa johdonmukainen hinta
(tulkinta: satunnaissuureen odotusarvo ) on

xER

Ep(X) := Z xiPr(A) = xPr(A,)
jossa

Ax:: U A::{X:X}

ix;=x
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Avaus matemaattiseen finanssiteoriaan

Olkoon

X C {X = ZXilAi :ne N, x; € R, A; on viite }
i=1

vedonlydnninsopimusten osajoukko.

Matemaattisessa finanssiteoriassa, halutaan karakterisoida
hintasysteemeja ¢ = ( ¢(X) : X € X) joilla ei synny
arbitraasi-mahdollisuuksia, silloin kun on mahdottomien
tapahtumien luokka A on kiinnitetty.
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Seuraa ettd hinnoittelusysteemi ¢(+) on arbitraasi-vapaa jos ja
vain jos on olemassa additiivinen hinnoittelu-todennikaisyys
Pr, jolla Pr(A) =0 <= A € N ja ¢(X) = Ep.(X) kaikille

X € X. Jos hintasysteemi on arbitraasivapaa,
hinnoittelu-todennikdisyyden P:n avulla voidaan laajentaa
alkuperaistad hintasysteemia saylyttdmalld arbitraasivapautta.
Kun on olemassa, hinnoittelu-todenn&kdisyys Pr ei tarvitse olla
yksikasitteinen, siis hinta-systeemilla (c(X) : X € X)) voi olla
useita arbitraasi-vapaita laajennuksia.
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Huomautus

A.N.Kolmogorov vuonna 1933 asetti modernin
todennakoisyysteorian aksioomat. Kolmogorovin systeemissa
tapahtumat A ovat jonkun pistetapahtumien avaruuden S):n
osajoukkoja, ja todennikdisyysmitta on numeroituvasti
additiivinen kuvaus Pr : F — [0,1] jossa F on tapahtumien
o-algebra.

Sen sijaan De Finetti ja Jaynes kannattavat minimaalista
lahestymistapaa, jossa tapahtumat ovat vaitteita, ja
pistetapahtumien avaruutta ) ei edes tarvita.
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 http://en.wikipedia.org/wiki/Andrey_Kolmogorov
http://en.wikipedia.org/wiki/Edwin_Thompson_Jaynes

Todennakoisyys logiikan laajennuksena

Vuonna 1949 fyysikko R.T. Cox osoitti miten De Finettin
additiivisen todenndkdisyyden aksioomat seuraavat kun
laajennetaan perinteista logikkaa epavarmoihin viitteisiin
pitamalld kiinni minimaalisista tervejarkisistd ehdoista.
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Olkoon A, B, C viitteitad (tapahtumia), / merkitsee (sinun)
taustatietoa. Notaatio

(A1) = (BI/)

tarkoittaa ettd taustatiedon /:n perusteella vdite A on (sinulle)
yhtd uskottava tai uskottavampi kun B vaiteetta.
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@ Vaatimus 1): > relaatio on on taydellinen jarjestys,
eli on transitiivinen

(All) > (B|l) ja (B|l) = (C|I) seuraa (A|l) > (C|/)(0.1)
ja taustatiedolla / kaikki vaitteet ovat verrattavissa, eli
(Al1) > (BII) tai (BI1) > (Al (0.2)

Kun molemmat ovat voimassa (B|/) = (Al|l), eli
taustatiedolla /, vditteet A ja B ovat sinulle yht3
uskottavia.
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Koska vaitteiden jarjestys on tadydellinen, taustatiedon /:n
perusteella voidaan asentaa jokaiselle vaitteelle A
uskottavuusaste joka on reaali luku ja merkitsemme aluksi
samalla notaatiolla (A|/). Vaitteiden jarjestys palautuu reaali
lukujen jarjestyksen. Tama uskottavuusaste-funktio ei ole
tietenkin yksikasitteinen. Naytdmme ettd on olemassa
funktionaali w(A|l) jokd sdylyttdd > jarjestysta ja toteuttaa
De Finettin additiivisen todennékdisyyden vaatimuksia.
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@ Vaatimus 2) On olemassa kuvaus F(x,y) joka on kasvava
ja derivoituva ja x, y:n suhteen jolla

(AB|I) = F((All), (BIA, 1)) = F((BII), (A[B, 1))

Siis (A|l) ja (BJAl) maaravat (AB|I) terveen jarjen
mukaisesti, ja joudutaan samaan arvoon arvioimalla ensin

(BI1) ja (A|B, /).
Erityisesti

(ABC|l) = F(F(x,y),z) = F(x, F(y,2z)) (0.3)
= F(u,z) = F(x,v) (0.4)

jossa x = (All),y = (B|A, 1),z = (C|AB,I),u = F(x,y),v =
F(y,z)

Dario Gasbarra Bayes teoria. Luento 1



Tasta seuraa ettd on olemassa kasvava kuvaus w : R — R
Jolla w( F( x,y) )= w(x)+w(y)

Tod. Olkoon Fi(x,y), F2(x,y) osittaisderivaatat.
Derivoimalla 0.3 saadaan
IF(F(x,y),2)) _ O(F(x,F(y,2)))
Ox N ox
<~ F(u,2)F(x,y) = Fi(x,v),
I(F(F(x.y),2)) _ O(F(x,F(y,2)))

dy dy

F2(X7.y) _ F2(X>V
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< G(x,v)F(y,z) = G(x,y)G(y, z) jossa G(x,y) :=

Derivoimalla seuraa

L)

= G2(X7 V)F2(yvz)F1(yaz) + G(X, V)F12(yaz)
0 0
_ @<G(x, v)Fz(y7z>) _ @(G(X,y)G(y,a)

eli G(x,y)G(y, z) ei riipu y:std. Tdma patee jos ja vain jos G
on muotoa
H(x)

o) =)
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Tasta seuraa

Seuraa

dV:dF(y,Z): Fl(y,Z)dy+F2(y,Z)dZ

1 dv:idy—l—r dy

T HWY T HY)

1
H(y)
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Olkoon

oo [ )

Seuraa kun Vo = F(yo o)
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Yhtélosta 0.3
W(F(x,v)) = cW(x)W(v) = W(F(u,z)) = cW(u)W(z)"
Tasta sijoittamalla W(v) = cW(y)W(z)" saadaan

W(x)e"W(y) W(z)" = W(u)W(z)
= W(F(xy))W(2)" = WH)W(y) W(z)
< cW(z)"=W(z) Vz

r2

joka patee jos ja vain jos r = ¢ =1, eli

W(F(x,y)) = W(x)W(y)




Ottamalla w(x) := log(|W(x)|), saadaan

w(F(x,y)) = log(IW(F(x,y))]) = log(IW(x)W(y)[)
= log(|W(x)]) + log(IW(y)[) = w(x) + w

Huomataan etta w(A|/) saylyttda uskottavuusjarjestysts,
vaiteeiden uskottavuuden asteikko on muuttunut.
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@ Vaatimus 3) On olemassa kuvaus f : R — R jolla

w(A|l) = f(w(Al1)).
Tésta seuraa f(f(x)) = x. Oletetaan nyt ettd B = A, josta
seuraa BA = A

w(AB|l) = w(A)+ w(B|Al)
= w(A) + f(w(B|AI))
= w(A) + f(w(BA|l) — w(A|l))
= w(A)+f(w(B|I) — w(All))
= w(A) + f(f(w(B]l)) — w(All))
= x+f(f(y)—x)
= y+f(f(x)—y)

jossa x = w(A),y = w(B|I)

ja viimeinen yhtal6 seuraa vaihtaamalla A ja B:n roolit.
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Kuvaus f on muotoa

f”(u) _ f”(v) _
Flu)1— F(u))  Fv)(1 = F(v))

Dario Gasbarra




Ratkaistaan differentiaali yhtalo

) = & g1 0) = (1~ ()

integroimalla

08((x)) = log(" () + ¢ | (1= (1))de =

log(f'(x0)) + c((x —xp) — (F(x) — f(x0)) = a+ c(x — f(x))
f'(x) = Aexp(c(x — f(x)))




exp(cf (x))df (x) = Aexp(cx)dx

dexp(cf(x)) = é exp(cx)dx

exp(cf (x)) = exp(cf(xo)) + é /X exp(ct)dt =

= exp(cf(x0)) + g(exp(cx) — exp(cxo)) = k + Bexp(cx)

— f(x) = %Iog k + bexp(cx))
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Koska
x+f(fly) = x) =y + f(f(x) — y)

saadaan

x + % log(k + bexp(log(k + bexp(cy)) — cx)) =
X+ % log (k + b(k + bexp(cy)) exp(—cx)) =

X + % log (k + bk exp(—cx) + b* exp(c(y — x)))
= % Iog(k exp(cx) + bk + b eXP(C}’))

1
= log (k exp(cy) + bk + b* exp(cx))
josta seuraa ettd b? = k, siis

ﬂ@:%bgw+bama»
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Koska f(f(x)) = x,
% log(b + b* + b exp(cx)) = x  Vx
seuraa b? + b3 = 0 ja b?> =1, josta seuraa b = —1 ja

F(x) = %log(l “exp(ex)) O
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Otetaan uusi uskottavus-skaala Pr(A|l) = exp(yw(A|l)).
Seuraa lemmasta ett3

Pr(All) =1 — Pr(A),

Pr(A| 1) € [0,1]

Pr(AB|I) = Pr(A|)Pr(B|A, 1) = Pr(B|I)Pr(A|B, 1)

Kutsutaan Pr(A|l) vaitteen A:n todennikdisyydeksi
taustatiedolla /.

Dario Gasbarra Bayes teoria. Luento 1



Huomataan ett3 uskottavuutta voitaidaan mitata eri skalalla,
saylyttamalla jarjestystd esimerkiksi vedonlydntisuhde
(englanniksi odds ratio)

Pr(All)

A g
1—Pr(All) ©

S(All) =
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Huomataan ett3 uskottavuutta voitaidaan mitata eri skalalla,
saylyttamalla jarjestystd esimerkiksi vedonlydntisuhde
(englanniksi odds ratio)

Pr(All)

o(All) = 1= Pr(All). eR

Todenndkdisyysskaala on laskennallisesti helpompi, laskenta
perustuu tulo ja summan operaatioihin:

Pr(A+ B|l) = Pr(A|l) + P(B|l) kun B C A,
Pr(AB| 1) = Pr(A|l)Pr(B]| Al) = Pr(B|I)Pr(A|BI)
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Todenndkdisyys on aina ehdollinen todenndkaisyys, joka
riippuu taustatiedoista. Uskottavuus-jarjestys maaraa
todennakaisyys yksikasitteisesti. Mittapuuna voidaan kayttaa
hypoteettista arpajaispelia, arpalipuilla {1,2,..., N} ja olkoon
X ensimmaiseksi arvottu arpa.

Olkoon viite Ay = {X = k}, ja oletamme ettd (Ax|l) = (Ac|l)
Vk, ¢ eli (sinun mielestd taustatietojen perusteella) kaikki
arpajaispelin tulokset ovat yhtd uskottavia. Tama symmetria
kutsutaan yhdentekevaisuuden periaatteeksi .
Todenndkdisyysasteikolla, tdstd symmetriasta additiivisuudesta
seuraa valittomasti ettd Pr(Ax|l) = 1/N.
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Taman hypoteettisen pelin todennikdisyydet voidaan sitten
kayttad mittapuuna. Olkoon B viite, jolla ei tarvitse olla
tekemisessa meidan hypoteettisen arpapelin kanssa, ja

I\/I::min{ 1<k<N: (B|T)§(A1—|—~~—|—Ak|7')}

Seuraa

M < Pr(B|T) <

M
N N

Silloin kun N kasvaa, nahdaan ett3 vaitteiden uskottavuuden
jarjestys maaraa yksikasitteisesti Pr(B|T).
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Huomataan kuitenkin ettd samalla taustatiedolla eri henkil6t
saattavat asettaa viitteita eri uskottavuusjarjestykseen, siksi
todenn&kdisyys ei ole yksikasitteinen. Objektiivisessa
Bayes-teoriassa valitaan todennikdisyysmitta joka on vihiten
informatiivinen (jolla on maksimaalinen entropia) ja on
yhteensopiva taustatietojen kanssa.
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Seuraavat kirjat ovat vapaasti saatavissa linkkeista
http://free-books.dontexist.com, http://gen.lib.rus.ec/
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