1. Tyhjentivd tunnusluku (sufficient statistics )
Olkoon (P(X = x|0) : 6 € ©) todennikdisyysmalli havainnolle
X. Datan funktio T(X) on Tyhjentdva tunnusluku jos
ehdollinen todenndkaisyys (ehdollinen tiheysfunktio)

P(X =x|T(X) = t,0) = p(X = x|T(X) =t)
el riipu tuntemattomasta 6:sta

Silloin uskottavuusfunktio faktorisoituu

P(X = x|0) =
P(X = x|T(X) = T(x))P(T(X) = T(x)|0)
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Esimerkki: Heitetaan kolikkoa n-kertaa, olkoon

Y; = 1( i-tulos on kruunu ). Oletamme etta kolikon heitot
ovar riippumattomia ja samoin jakautuneita (independent and
uniformly distributed, i.i.d), tuntemattomalla kruunun
todennikaisyydelld 6 € [0, 1].

P(Y1,.... Yal0) = T[] P(Yil6) =
i=1
HQY;(]_ o 1 Y;) _ exn( _ H)H_X"

jossa X, = T(Y1,...,Y,) =(Yi+---+Y,) on tyhjentdva
tunnusluku.
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P(X, = x|0) =
> P(Yi=y1,.... Yy = yal0)

Y0133 00 vimx

=0*(1— 9)”_X#{y € {0,1}": Zy; = x}

= (Z) 0*(1—6)"
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Tyhjentdvyydenperiaate Olkoon Y data ja T(Y)
tyhjentdva tunnusluku. Olkoon y ja y’ havaintojen arvoja joilla
T(y) = T(y'). Tilastollinen paattely f:sta datan {Y =y} ja
{Y =y} perustella johtaa samoihin tuloksiin.

Seka freqventistisessa ettd Bayeslaisessa ajattelutavassa
hyvaksytdan tyhjentdvyyden periaatetta.
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Uskottavuuden periaate (Likelihood principle)

Olkoon X ~ p(x|6) ja X ~ p(x|6), kaksi kokeetta samoilla

tuntematomalla parametrilla 6. B
Jos joillakin kokeiden tulokseilla { X = x} ja {X =X}

p(X = x|0) = Cp(X =%|0) VO

jossa C = C(x,X) ei riipu @:sta, silloin kokeiden tulokset
{ X = x} ja {X =X} ovat yhtd informatiivisia #:sta ja
johtavat samaan paattelyyn.
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Uskottavuusfunktio 8 — p(X = x|#) modulo
normalisointivakiota sisaltdd koko havainnon {X = x}:n
informaatiota tuntemattomasta parametrista 6.

Esimerkiksi, suurimman uskottavuuden (maximum likelihood,
ML) estimaattori noudattaa uskottavuuden periateetta:

O = arg max p(X = x|0)p(X = X|6)
= arg max C(x,X)p(X = X|6)

= arg max p(X = x|6)

Kuitenkin, kun suurimman uskottavuudeen estimattoriin
liitetdan frekventistiset luottamusvalit, rikotaan
uskottavauuden periaatetta.
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Koe I:
Heitetaan kolikkoa n kertaa, jossa kruunun todennikdisyys on

tuntematon parametri 6 € [0, 1]. Olkon satunnaismuuttuja
X, = kruunujen mddrd Uskottavuusfunktio on

p(X, = x|0) = (Z) 0*(1 — 6)"
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Koe I:

Heitetaan kolikkoa n kertaa, jossa kruunun todennikdisyys on
tuntematon parametri 6 € [0, 1]. Olkon satunnaismuuttuja
X, = kruunujen mddrd Uskottavuusfunktio on

p(X, = x|0) = (Z) 0*(1 — 6)"

Koe Il

heitetaan samaa kolikkoa jolla on edelleen tuntematon
todennakdissys parametri 6 € [0, 1], niin kauan kun saadan
x-kruunuja. Olkoon satunnaismuuttuja

N, = heittojen maird . N, on x-geometristen
satunnaismuuttujen muuttujen konvoluutio, negatiivinen
binomialinen jakauma. x on otoskoko ja uskottavuusfunktio on

P(N, = n|f) = 6 (1 — 6)"
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Tama seuraa koska kun x = 1, N; on geometrisesti jakautunut
parametrilla 6,

P(Ny = m|f) = (1 —6)m~Vg
jakun Ny =0
ﬁ(Nl =, N2 - N1 = Ny,... NX - Nx,l\e) ==

X

ﬁ(N, — N,',l = n,-|9) =
1

(1—6)m=Yg x (1 0)(=1g x (1 — g)(mVg
(1 _ Q)E, 1(ni— 02, 1 0i

(1 . 9)(n—x 9*

jossan=mny +n,+---+ n,.
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Koska Ny = >0 (N — Ni_1),

P(N, = n|0) =
Z P(N1:n1,N2—N1:nz,...NX—NX,1|0)
Ny g ni=n

(1-— 0)("_X)9X#{(n1, ceey D) Z n =n}
i=1

-1
— (1 g)rgx ("
) (X_l)
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Oletetaan ettd kokeessa |) olemme saaneet X,, = x, jossa n on
otoskoko, ja kokeessa Il) olemme saaneet N, = n jossa x.
Havainnot {X,, = x} kokeessa (I) ja {N, = n} kokeessa (II)
sisaltavat samaa informaatiota #:sta ja kun noudataan
uskottavuus-periaatetta joudutaan samaan paattelyyn.
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Tassa tapauksessa Suurimman uskottavuuden estimaattorit
ovat (1) : 0, =% =% ja (Il): O, = 7 = %. molemmissa
tapauksissa.

Laskemme ML-estimattorien varianssieja:

0o(1 — 6o)

1) Eg(Xa) = 0on, Varg (X,) = -
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Asymptottisesti, suurten lukujen laista

~ Xn
0,=— — 0y kunn— oo
n

Py,-todenndkdisyydelld 1, ja
ja keskeisesta raja-arvolauseesta

V(B — 6) < N(0,66(1 — b))

jakauman konvergenssin mielessa.
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% 1-6
1) En(M) = 5 Varg, (Ny) = x4 7 )

Suurten lukujen laista seuraa

N, 1
— — —  kun x —
X 90

ﬁﬂo—todennékéisyydellé 1, ja keskeisesta raja-arvolauseesta

ﬁ(ﬁ—i) iN(O,%) kun x — oo

X 90

jakauman mielessa.

Dario Gasbarra Notes on Malliavin calculus 1



Palautan mieleen delta-menetelmaa: jos

\/)_(({b\x - 7wa) i’ N(07 02)

ja v — 0 =1f(1) jossa f on siled, seuraa estimattorille
= ()

Vx(Bx — o) = VX(F(thx) — F(th0)) > N(O, F'(1)20%)

jossa 0y := f (1)
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Kun f(x) = 1/x, Delta menetelmilld seuraa

Vx(f(Ny/x) = £(1/60)) = Vx(x/Nx — o) =
V(0 —60)—>N<0 f’(zpo)?%)

= N(o, (1- eo)eg)
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Kun otoskoot n ja x ovat tarpeeksi suureet, saadan
freventistiset a—luottaLnustason luottamusvilit
Koe I): Kun X, = x, 0, = x/n

GONéniqa

Koe I1): Kun Ny = n 0, = x/n

GONéniQa

Vaikka suurimman uskottavuuden estimointi on sopusoinnissa
uskottavuus periaatteen kanssa, freqventistiset luottamusvilit
eivat ole !
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Bayesin ratkaisu

Oletamme tasainen priori p(6) =1 kun 6 € [0,1], p(d) =0

muuten
Posteriori jakauma on
Koe I:

P(9|Xn _ X) - — p(Xn - X|0)p(9)

Jo P(Xa = x|0)p(9)dV
(Do (o)~
() Jy v - 9)rd
1

B Beta(x +1,n — x + 1)6X(1 -0

jossa

1
Beta(a, b) ::/ 9711 — )P dY
0

on Beta funktio. Siis a posteriori ehdolla X, = x 6 on



Koe Il:

p(0] Ny = n) = p(6]N, = n)
p(N, = n|6)p(6)
fo (N = n|9)p(F)dd

I ) L O e
(271 Jy 9%(1 — 9)n—xdo

0*(1— 0)"

B Beta(x +1,n—x +1)

on #:n ehdollinen jakauma ehdolla N, = n.

Koska Bayesin kaavassa kdytetdan vain uskottavuusfunktion
arvo data pisteissd, seuraa ettd Bayeslainen tilastotiede on
sopusoinnissa uskottavuusperiaatteen kanssa.
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Yleisemmin, oletetaan ettd heitetaan kolikkoita tietyn
satunnaisen pysdhdysstrategia mukaan:

Kokeensunnitelija maaraa jonoa pysdhdystodennaksisyyksia
qe(Y1,. .., Ye) : {0,1}% — [0, 1], jossa k € N. Koska 6 on
tuntematon koesuunnitelijalle, pysdahdystodenn&kdisyydet eivat
riipu parametrista 6.

Jos koe on jatkanut k-heiton asti, todenndkéisyydelld

gk(Y1, ..., Yk) datan kerdd@minen loppuu siihen. Myds alussa
todennakaisyydella qo paatetdan kerdtaanko ollenkaan dataa.
Jos data ei kerdtd, N =0

Koska # on tuntematon koesuunnitelijalle maaraa
pysahdys-todennikdisyydet g (Y, .., Y).
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Silloin data = (N, Y1, ..., Yn), jossa N on satunnainen,
uskottavuusfunktiolla

PIN=nYi=wy,....,Yas=¥n0) =qo jos n=0, muuten

_ {(1 — qa)(ﬁ(l - qk(yl,--~,yk))> X qn(ma---ayn)} X

k=1

X {ﬁ 07 (1 — 9)1_”}

i=1

=C(ny1,...,yn)0"(1L—0)"

jossa x, = y1 + - - - + y,. Huomataan satunnaispari (N, Xy) on
tyhjentava tunnusluku. Kun noudataan uskottavuuden
periaatteetta tilastollinen paattely riippuu vain keratysta
datasta, eikd datan-kerdamisen strategiasta
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Edellisessa esimerkissa kaytettiin pysdhdysstrategiat
gx(y1,-..,yk) = 1(k = n) ja vastaavasti

ax(y1,---,yx) = 1(y1 + -+ yx = x) jossa n, ja vastaavasti x
kiinnitettiin. Frekventtistiset luottamusvilit ja p-arvot
riippuvat ei pelkdan keratystd datasta mutta myds etukiteen
sovitusta pysahdysstrategiasta.

Miten jos jostakin syystd joudutaan poikkeamaan etukateen
sovitusta pysdhdysstrategiasta 7 Silloin uusi
pysahdystodenn&kdisyys on tuntematon, ja ei pysty end
laskemaan ML-estimattorin varianssi, freqventistiset
luottamusvilit ja p-arvot.
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Ladketieteellisessa tutkimuksessa tdma on aiheuttanut ja
aiheuttaa (aivan turhaan, jos hyvaksytdin uskottavuuden
periaattetta) eettisia kysymyksia: kun testataan uusia
|a5kkeitd, ja joudutaan poikeaamaan protokollasta joidenkin
potilaiden suhteen, koko koetutkimuksen aineisto sattaa tulla
frekventisen tilastotieteen nakokulmasta kelvottamaksi, koska
p-arvot ei pysty enda laskemaan. Toisaalta, |adkarit ovat
velvollisia antamaan yksittaisille potilaille jokaisessa vaiheessa
parhasta mahdollista hoitoa protokollan huolimatta.
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Delta-menetelmasta

Delta menetelma perustuu Taylorin kaavaan:
Kun 6, i 0o kun n T oo \/F(a,, — bp) 4, N(0,02), jos
funktio f on derivoituva ?(9,,) oy (6o)

Vn(f(8,) — £(60)) =

f'(60)v/n(65 — 60)

1 ~
+n 2 £1(0;) (V8 — 00))°
< N(0,F'(60)%07)

.« Pog . . e .
Kun n T oo, 8% — 6y ja toisen asteen jadnndstermi suppenee
kohti nollaan Py,:n mielessa.
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