1 Bayes teoria, Luku: maksimaalisen entropian

priori
Olkoon X satunnaismuuttuja joka saa arvot {1,...,n}. Jos meilld ei ole muuta
informaatiota, tapahtumat {X =z} = = 1,...,n ovat meidin kannalta saman-

kaltaisia, ja siksi on loogista olettaa P({X = z}) = P({X = 2’}). Additiivisuu-
desta seuraa p, = P({X =z}) =1/n.

Tasainen jakauma on maksimaalisesti epdinformatiivinen.

Oletetaan olemme saanet tietoa, mittausdatasta tai teorian kautta ettd

jossa f., f € R%
Haluamme poimia tmaksimalisesti epainformatiivinenodennékoisyys jakau-
ma P* joukosta

{P: Ep(f(X)) =T}

Ensin meiddn pitdd vastata kysymykseen: miten mitataan kvantitatiivisti
todennakoisyysjakauman epédinformatiivisuutta ?

2 Entropia

Madratdan askiomaatisesti todennékoisyysjakauman epainformatiivisuusasteen
H(P)=H,(p1,.-.,pn) ominaisuuksia.
H(P) kutsutaan jakauman entropiaksi.

1. funktio H,(p1,...,pn) on jatkuva vektorin P = (py,...p,) suhteen.

2. H(n) := Hy(%,...,1/n) jossa argumenttina on tasajakauma on kasvava
n:n suhteen.

3. Epiinformatiivisuusaste voidaan laskea marginaali ja ehdollista jakaumis-
ta seuraavaksi:

p Pn
Hn(pla"'7pn) = HQ(p17(1 _p1)> + (1 _pl)Hn—l(l _2p17"'7 1 _pl)

jos Y = f(X) saa arvot {1,...,m},

gy =Y _p1(f(x) =),

H,(p1,.-,pn) = Hulq1, -+, Gm) +ZH|f71(y)| (Zm s af(x) = y>
y

y=1
Teoreema 2.1. (Shannonin lause) Jos H,(P) toteuttaa edelliset ehdot

Hy(p1,-.-,pn) = =CY_ palog(p.)

r=1

jossa C > 0 on vakio.



Tod. Osoitamme etté viite on tosi kun P = (p1,...,p,) € Q", jatkuvuuden
oletuksesta seuraa kaikille P.

Olkoon p, = B2 € Q, my € N, M =370 pg.
Oletuksesta 3) seuraa

m m 1 Mm 1 1
1 n
H(’I’L):Hn( PRI ):H]\/I( ZM ,...,7)

— H(M) fzmﬁH

T

Tasajakaumien entropiat madravat kaikki muut.
Huomataan myés

1 1

HnM)=H,y(——....,—) =

(nM) "M(nM7 ’nM)
1 1 "1 1 1

Hy(=,...,= “Hy(=—,...,—)=H(N)+HM
(n n)+;n M(M M) (N)+ H(M)

Tastd seuraa
H(n*) = kH(n)

Funktio H(N) = Clog(N) toteuttaa yhtélod. Osoitetaan ettd ei ole muita
vaihtoehtoja.

Olkoon t,s € N, t,s < 2 ja m,n jolla

™ < log(t)log(s) < "
koska H(n) on ei- vihenevi
H(s™) < H(t") < H(s™")
< mH(s) <nH(t) < (m+1)H(s)

eli

josta seuraa

jossa n on mielivaltainen.

Maksimaalisen entropian jakauma

Olkoon E = {1,...,n}, f, €ERY, z=1,nja f € R?

Etsitdén todennikdisyysjakauma P joka toteuttaa Ep f(X) = >"_ | fops =
f. Tdm& on olemassa jos ja vain jos f kuuluu konveksi joukon {fi,..., fn}
konveksi peittoon, mutta ei ole valttdmatta yksikisitteinen.

Etsitddn minimoivan entropian ratkaisu. Maksimoidaan



n
— Z pelog(p,) rajoituksilla
z=1

Zpac:la Ep(f):fopx:fTERd
r=1

z=1

Sovelletaan Lagrange kertoimien menetelméd. Jos P on H(P):m lokaali maksi-
mipiste, rajoituksilla Ep(f(X)) = f,

n d
V,H(p) - AoV, (zpw) LS AVER(FD) =0
=1 =1

Madritelldin Langrangen funktio

L(pla"wpn;)\la-'w)\d) =

—g:lpm log(pz) — Ao (im - 1) - Zd:M (f: 1ps - f)

r=1

ja ratkaistaan

VpaL(pi, .. pni AL, ..., Aa) =0

Saadaan

d
—logp, —1 =X =Y fON=0, z=1,...,n,

i=1
n ) _

S =l i=lend Y=t

) =1
josta seuraa

d a
pe = exp(— > fON =X —1) =exp(= > _ fIN - p)
i—1 =1

jossa p = Ag + 1, rajoitukset madravit parametrien arvot.
Olkoon

n d
Z<>\13 SERE) >\d) = Zexp(_ Zfé”)\l)
r=1 i=1

Tamé normalisointi vakio kutsutaan partitio funktioksi.
Koska Y."_ | p, = 1, seuraa p = log Z (A1, ..., Aq) Seuraa myds

0
8)\1 logZ()\l,...,)\d)

n d n
1

== _ )y £ — ()
Z()\h...,)\d)ze}(p( — ‘fz )\Z)ff me Pz,

=1

j=1
—Vlog Z(A1, ..., Aa) = Ep(f(X))



Entropian maksimi arvo on

n n d
= palogpe ==Y pa(—p =Y _NfP) =+ A Ep(f(X))
=1 =1 =1

Vaihtoehtoinen todistus Olkoon p = (p1,...,pn) ja ¢ = (q1,---,qn)
todennéksisyysmittoja. Koska log(p) =log(1+p—1) < (p—1), kun 0 >p

me IOg(Qm/pm) < me (iz — 1) =0
=1 =1

x

jossa yhtasuuruus on voimassa jos ja vain jos p, = ¢z V.

Seuraa
n
Hn(pla ce apn) < - Zp:c 10g((h-)
=1
Olkoon
1 d
NS S (I o 0 A,)
T €x z N
=200, ) p< ;f
Seuraa

n d

Hu(pr,-opn) <Y e Y FON +log Z(A, -, Aa)
=1 i=1

=log Z(A1,..., M) + Ep(f( X)) - A= Hn(q1,---,Gn)

Kun P ja Q toteuttavat Ep(f(X)) = f ja Eq(f(X)) = f,

e H,(P)< H,(Q)

e ja H,(P) = H,(Q) jos ja vain jos P = Q.

Esim. Olkoon X € {1,...,6} nopan heitton tulos. Jos noppa on reilu,
Ep(X)=¢(142+34+4+5+6)=7/2=3.5.
Oletamme nyt ettd noppa ei ole reilu, jolla Ep(X) = p = 3. Miké on mak-
simin entropian jakauma ?
Rp, = ﬁ exp(Ax).
exp(nA)—1

jossa Z(N) = 320 exp(A\z) = o5, =6 ja
dlog Z(\) nexp(n\) exp(—A\)
= Ep(X) = -
K P(X) d\ A exp(nA) —1 1 —exp(—A)—
=S -0 (p—n—1)0"+puf+(1—p)=0

jossa 6 = exp(\). Kun n = 6, u = 3 saadaan polynomiaalinen yhtalé
30" —40° +30-2=0

Matlabilla saadaan kompleksi ratkaisut



» roots([3-400003-2])

-0.8099 + 0.4848i
-0.8099 - 0.4848i
0.0567 + 0.9422i
0.0567 - 0.9422i
1.0000 + 0.0000i
1.0000 - 0.00001
0.8398

Koska 1 = 3 < 3.5 joka on tasajakauman odotusarvo, A* < 0 on odottavissa.
0* = 0.8398 on positiivinen ratkaisu ja \* = log(6*) = —0.1746.

Z(A*) = 3.4029 ja p* =log(Z(A*)) = 1.2246.

Siis p, = exp(—0.1746x — 1.2246),

(p1,---,p6) = (0.2468,0.2072,0.1740,0.1461,0.1227,0.1031).

Matlabilla voidaan tarkistaa

» sum( exp( lambda*(1:6))’/z )
ans =

1.0000

» (1:6)*exp( lambda*(1:6))’/z
ans =

3.0000
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