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Teksti sisaltaa muistiinpanoja vuosina 2003-04 pidetysta kurssista. Taman pa-
ketin tarkoitus on tukea omien muistiinpanojen tekoa, ei korvata niita. Matema-
tiikkaa oppii parhaiten itse kirjoittaen ja ongelmia ratkoen.

Do not ask permission to understand
Do not wait for the word of authority
Seize reason in your own hand

With your own teeth savor the fruit

Robert S. Strichartz
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Naiivi johdanto

Analyysi 2- seka differentiaali- ja integraalilaskennan kursseilla opittiin Rie-
mannin integraalin kasite yhdessa ja useammassa ulottuvuudessa. Riemannin in-
tegraalissa on kuitenkin muutama heikkous: integroituvia funktioita on melko
vahan (funktio voi olla epéjatkuva vain mitdttémén pienessé joukossa) ja Riemann-
integraali soveltuu huonosti rajankéyntiprosesseihin (integroituvien funktioiden ra-
jafunktiot eivéit endd yleensd ole integroituvia). Esim. f = yq ei ole Riemann-
integroituva.

Edelld mainitut heikkoudet Riemannin integraalissa johtivat integraalikasitteen
kehittelyihin. Nykyisin standardina kaytetdaan ns. Lebesgue-integraalia, jonka
syntyyn merkittavasti vaikuttivat mm. Emilé Borel ja Henri Lebesgue 1900-luvun
alkumetreilla. Lebesgue-integraalilla on lukuisia sovellutuskohteita, kuten toden-
nakoisyysteoria ja osittaisdifferentiaaliyhtalot.

Muistellaanpa aluksi (yksiulotteista) Riemann-integraalia. Funktion f : [a,b] —
R Riemann-integraali maaritelldan usein porrasfunktioiden avulla:

ala /f = sup {/g : g porrasfunktio, g < f}
ja
yla /f = inf{/h : h porrasfunktio, h > f},

missé g : [a,b] — R on porrasfunktio, jos vili [a, b] voidaan jakaa &érellisen moneen
osaviliin siten, ettd g on vakio kullakin osavililla; porrasfunktion integraali on
helppo madritella: lasketaan vain porraspalkkien pinta-alat yhteen (portaan suun-
nan huomioiden): jos a = ¢ < 21 < x9 < -+ < xp = b ovat sellaisia pisteité, etta
g(x) =c¢j, kun x €]z;_1,2;[, 7 =1,2,...,k, niin

/g = é;Cj(xj —Tj_1).

Edelleen, f on Riemann-integroituva, jos

i [ f=ala [ 1

jolloin tdmé& yhteinen arvo on =: [ f.

Geometrisesti ideana on approksimoida f:n graafin (ei-negatiivinen f) ja a-
akselin valiin jaavaa alaa aarellisen monen suorakaiteiden yhdisteen muodostaman
monikulmion pinta-aloilla (sisélta ja ulkoa).

Lebesgue-integraalia rakennettaessa Riemann-integraalia korjataan karkeasti il-
maisten siten, etta porrasfunktioiden maaritelmassa oleva aarellisen moneen osavéa-
liin jako korvataan aarettomaélla maaralla monimutkaisempia suorakaiteen pohjia
(kuin n-valit).

Téasta johdutaan ongelmaan: kuinka laskea sellaisen suorakaiteen pinta-ala, jonka
pohja ei olekaan vali. Pitéaisi ensin kyeta laskemaan pohjan “pituus”. Tehdaan tama
matkimalla Riemann-integraalin maaritelmaa, minka avulla kyettiin laskemaan
erilaisten funktioiden graafien rajoittamia pinta-aloja: Approksimoidaan joukkoa
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A C R" mahdollisimman hyvin oo-kulmiolla, joka koostuu aarettomén monen
n-valin yhdisteestd. Naiden tilavuuksien avulla saadaan Lebesgue-mitta, minka
jalkeen integraalikasitteen rakentaminen tapahtuu ldhes ylla kuvatulla tavalla.

Talla kurssilla numeroituvasti aarettomat prosessit ovat lahes aina sallittuja ja
harmittomia!

1. Valmisteluja
Joukon X osajoukkojen kokoelmaa sanotaan X:n potenssijoukokst ja sitd merki-
taan
P(X)={A: AC X}.

Joukkojen A ja B leikkaus, yhdiste ja erotusjoukko ovat

ANB: ={z:x € Ajax € B}, leikkaus,
AUB: ={z:z € A tai x € B}, yhdiste,
A\ B: ={zx € A: xz ¢ B}, erotusjoukko.

Jos X on (perus)joukko (miké on talld kurssilla useinmiten R™), niin joukon A C X
komplementti on joukko

A =0A: ={zeX: 2 g A} =X\ A

Edelleen sanotaan, ettd joukot A ja B ovat pistevieraita, jos AN B = ().

Talla kurssilla ksitellaan paljon aarettomia joukkoja ja joukkokokoelmia. Muista
(algebra tms.), ettd joukkojen A ja B sanotaan olevan yhtd mahtavia, jos on ole-
massa bijektio b: A — B; talloin siis joukon A alkiot voidaan ”laskea” joukon
B alkioiden avulla. Konkreettisesti joukon A alkiot voidaan laskea tai luetella
perikkain, jos A on numeroituva, ts. jos on olemassa luonnollisten lukujen joukon
N ={0,1,2,...} osajoukko B, jolle on bijektio b : A — B. Huomaa, ettd (talla
kurssilla) numeroituva joukko on siis joko &érellinen tai yhtd mahtava N:n kanssa
(so. numeroituvasti ddreton). Jos joukko A ei ole numeroituva, on se ylinumeroituva.
Talla kurssilla numeroituvat joukot ovat yleensa vaarattomia ja ”pienia”.

Esimerkki. Adrelliset joukot ja Q ovat numeroituvia. R™, R ja R\ Q ovat ylinu-
meroituva.

Jatkossa tarvitsemme aarettoméankin monen joukon yhdisteita ja leikkauksia:
Olkoon I joukko (useinmiten I tulee kuitenkin olemaan numeroituva) ja olkoot E;,
1 € I joukkoja. Niiden yhdiste ja leikkaus ovat

UE;={z: 2z €E,jollakinie I}, yhdiste,
il
N E; ={x: z € E; kaikillai € I}, leikkaus.
iel

DeMorganin lait on helppo todistaa harjoitustehtavana:

AN UE = N(A\E)

icl icl
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ja
A\ NE = U A\ E).
i€l icl
Muistutus. Numeroituvan monen numeroituvan joukon yhdiste on numeroituva.
Numeroituvan joukon osajoukot ovat edelleen numeroituvia.

Erds tarkeimmistd Analyysi 1 -kurssin késitteistd oli supremum (ja infimum).
Muista, etta epatyhjan joukon A C R supremum sup A on joukon A pienin ylaraja.
Ts. sup A on sellainen luku M, jolle pétee

i) M on joukon A ylaraja eli a < M kaikilla a € A, ja
ii) M on joukon A ylarajoista pienin eli jos G on jokin joukon A yldraja, niin
G>M.
Vastaavasti, joukon A C R infimum inf A on joukon A suurin alaraja. Ts. inf A on
sellainen luku m, jolle patee

i) m on joukon A alaraja eli a > m kaikilla a € A, ja
ii) m on joukon A alarajoista suurin eli jos g on jokin joukon A alaraja, niin
g <m.

Reaalilukujen taydellisyyden nojalla jokaisella ylhaalta rajoitetulla joukolla A #
0 on supA € R, ts. jos joukolla A ylipaansd on jokin (reaalinen) yldraja, niin
erds naistd ylarajoista on pienin. Samoin alhaalta rajoitetulla joukolla A # () on
inf A € R.

Edelleen, sup A € A tasmalleen silloin, kun A:ssa on suurin alkio, jolloin sup A =
max A. Samoin, inf A € A tasmalleen silloin, kun A:ssa on pienin alkio, jolloin
inf A = min A.

R ja sen struktuuri.

Miiritelméi. Joukko R = R U {—00, 00} on laajennettu reaalilukujoukko. T#ssé
—00,00 ¢ R.

a) R jdrjestys: miarittelemalld
—00 < a < oo kaikilla a € R
saadaan reaalilukujen normaali jirjestysrelaatio < laajennetuksi koko R:oon

(ja usein saatetaan merkitd R = [—o0, oc]).
b) R:n algebralliset ominaisuudet:

summa: a+oco=00+a=o00, kina € R\ {-oo}
b—oo=—-00+b=—00, kunbc R\ {o0}
—(0) = —xja — (—o0) =00.

Laskutoimituksia oo — 0o, 00 4+ (—00) ja —o0 + oo ei méadritella!
Tulo:

0, josa >0
a-00=00-a=1{ —00, Jjosa<0

0, jos a = 0 (mukavuussyisté)
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ja

—00, Jjosa>0
a-(—o0)=—-00-a=7< 00, josa <0

0, jos a = 0 (mukavuussyisté).

Edelleen méaaritellaan

a | oo, josa >0
0 | —o0, josa<o,
ja
2 =% — 0 kaikillaa € R.
00 —00

Erityisesti siis laskutoimituksia

t+oo . 0

+oo Ja6

ei ole maaritelty eika niita saa siis kayttaa.

Huomautuksia.

i)
ii)

iii)

iv)

Jos ) # A C R, niin on olemassa luvut sup A € R ja inf A € R. (Voidaaan
my0s sopia, etta sup ) = —oo ja inf ) = c0.)

Laajennetun reaaliakselijoukon alkioiden muodostaman jonon suppenemi-
nen maaritellaan kuten ennenkin, esim. kun x; € R, niin

lim z; = —o0,
Jj—o0

joss

kaikilla M € R on olemassa jo € N siten, etta z; < M, kun j > jo.
Nousevalla jonolla z;, x; € R, on aina raja-arvo R:ssi: (nouseva: z; <
Tj+1)

lim z; = sup{x1, 22,25 ...} € R.

j—o0
Vastaavasti, laskevalla jonolla x;, x; € R, on aina raja-arvo R:ssi: (laskeva:
Tj > Tjy1)

lim z; = inf{z1, 22,73 ...} € R.

Jj—00

Tavanomaiset laskulait ovat voimassa R:ssé, kunhan ei jouduta miarittele-
mattomiin muotoihin.

Ole varovainen epayhtaloiden kasittelyssa, jos joku termeistd on 0, oo tai
—00.
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Katsaus ei-negatiivitermisten sarjojen suppenemiseen. Olkoon I indeksi-
joukko, I # 0, ja a : I — [0,00]. Merkitdén a; := a(i). Jos J C I on &dérellinen,

niin méaaritelldan
Sy = Zai, (Sp :=0).
i€J
Edelleen méaritellaan
Z a; = Za(i) :=sup{Sy: J C I &arellinen}.
iel iel

1.1. Lause. Kun a; > 0, niin'

J
E a; = lim E a;.
Jj—o0 4
iEN =1

Todistus. Olkoon J, :={1,2,...,n} C N &arellinen. Merkitdan

S = Zai S R.
1€N

S;. on nouseva jono R:n alkioita, joten

on olemassa S’ := lim Sy, .
n—oo

On néytettava, ettd S’ = S. Koska S;, < S kaikilla n, on S’ < S. Toisinpéin:
jos J C N on aarellinen, on olemassa n siten, ettd n > m kaikilla m € J. Talléin
J C Jn, joten S; < S; <S5 joten S <S5 O

1.2. Lause. Jos a; > 0 ylinumeroituvan monella © € I, niin

E a; = OQ.

iel

Todistus. Harjoitustehtéva. (Huomaa: On a > 0, jolle {i € I: a; > «} on déreton.)

O
1.3. Lause. Kun a;; >0, on
SRFTED 9D SUIED 9 92
(i,j)EIXT’ iel jel’ jer iel
Todistus. Harjoitustehtava. Ei vaikea. O

1.4. Seuraus.

2D =) ) a

JENEN ieN jeEN

I T4ssé kiytetddn sopimusta, ettd 0 € N.
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A. Mittateoriaa

2. Lebesguen ulkomitta

Tavoite: Etsitadan keinoa maéaritella R™:n osajoukon A mitta siten, ettd se
yvksinkertaisissa tapauksissa vastaa geometrista mittaa. Toisin sanoen

R':njanan mitta = sen pituus
R?:n suorakaiteen mitta = sen pinta-ala

R3:n suorakulmaisen laatikon mitta = sen tilavuus
jne.
Lisatoiveita:

. onnistutaan madrddmadn jokaisen joukon mitta € [0, oo

. samannakoisilla joukoilla on sama mitta, ts. mitta on invariantti kierroissa
ja siirroissa

. mitta on taydellisesti additiivinen, ts. numeroituvan monen pistevieraan
joukon Aj, As, ... yhdisteen mitta on joukkojen A; mittojen summa.

Tulos: toivottua tavoitetta ei voida saavuttaa; voidaan osoittaa, ettei sellaista
mittaa ole, jolla olisi kaikki ym. ominaisuudet. Siksi konstruoidaan aluksi ns.
ulkomitta, jolla on muut ominaisuudet paitsi taydellista additiivisuutta. Sopivasti
rajoittamalla tarkasteltavien joukkojen luokkaa (vain hieman) saadaan taysadditii-
visuus sielld voimaan.

Maaritelma. R™:m vdli (n-vali) I C R™ on n reaalilukuvélin Iy, I, ..., I, C R
karteesinen tulo, ts.

I=LxIyx---x1I,= {(.131,562,...,.%‘”) eR": RS Ij kaikilla 7 = 1,2,...,77,}.
Muista, etta R:n vilit ovat muotoa
[a,b], [a,b], a,b], la,b],

missa avoin paatepiste voi olla £o0o. R™:n valiksi sallitaan myos surkastuneet vdlit,
joissa jokin I; = {a, } koostuu vain yhdesté pisteesta.

Edelleen sanotaan, etta n-vali I = I} x I x --- X I,, on avoin, jos kaikki sen
tekijavalit I; C R ovat avoimia. Siis avoin n-vali on muotoa

I={(x1,22,...,2,) e R":a; <2; <bj,j=1,2,...,n},
missa a;,b; € R.

Maaritelma. Jos
I=0Lx1Iyx---x1,,

missa I; C R ovat vileja, joiden padtepisteet ovat a; < b;, niin luku

v(I) = (by — a1)(ba — az) -+ (b — an) = [ [ (b; — a;),

j=1
v(0) =0
on I:n geometrinen mitta.

Huom. Jos n = 1, on geometrinen mitta valin pituus; jos n = 2, suorakaiteen
pinta-ala; jos n = 3, laatikon tilavuus.
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Maaritelma. Olkoon K R™ avointen n-vélien ja ():n muodostama joukko ja A C
R™. Lukua

m*(A) =m;(A) =inf{) v(): I, €K, Ac UL}
k=1 k=1
sanotaan joukon A (n-ulotteiseksi) Lebesquen ulkomitaksi.?
On saatu joukkofunktio m*: P(R"™) — [0, 00|, jolla on ominaisuudet:

2.1. Lause. Lebesguen ulkomitalle m* patee:

i) m*(0) =0
ii) Jos AC B C R™, niin m*(A) < m*(B). (monotonisuus)
iii) Jos Ay, As,--- C R™, niin

m*(JA4,) < Z m*(A;).  (subadditiivisuus)
j=1

Todistus. 1): Koska v(0) = 0, on m*(0) = 0.

ii): Monotonisuus seuraa infimumin ominaisuuksista.

iii): Olkoot Ay, As,--- C R™. Voidaan selvisti olettaa, ettd m*(A;) < oo kaikilla
j. Olkoon € > 0. Valitaan avoimet n-vilit I}, ; € K siten, etta

Aj C U iy
k=1

ja

Talloin

o0 o0 o0 o0
UdcUUkj= U iy,
j=1 j=1k=1 k=

mika on numeroituva yhdiste, joten

2Huomaa, etté vileja I, on oltava ddrettéman monta.
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Huomautus.

(1) Jokaisen yksion mitta on nolla, m*({z}) = 0 kaikilla z € R™. (Harjoi-
tustehtéva).
(2) Jos Ay, Ay, ..., Ay C R™, niin

LleAj) < Zm*(Aj).

m*(
J

(Syy: m*(0) = 0.)
(3) Olkoon N C R"™ numeroituva. Talloin m*(N) = 0, koska N = {x1,22...}
tai N = {x1,22..., 21}, missd x; € R"; joten

m(N) < 30 m*({a}) =0,
I =0

Lebesguen mitta valeilla yhtyy geometriseen mittaan:

2.2. Lause. Olkoon I C R™ n-vali. Talloin

toisin sanoen jos I = Iy X Iy x --- x I, missd Ij:den pddtepisteet ovat a; ja bj,
aj < bj, nun

m*(I) =[] (b; — a;).
j=1
Todistus.
(1) Olkoon I suljettu. Voidaan olettaa, ettd I on kompakti (Harjoitustehtava).

a) m*(I) <wv(l):
Olkoon € > 0. Jos I = [a1,b1] X ... [an,by], niin

ICc I. =lag —e,by +e[x---X]a, —¢e,by + €]

avoin

ja siis
m*(I) < o(l) = [J(bi — a; + 2¢);
i=1
véite seuraa, kun £ — 0. (Huom: a;,b; € R téssi tapauksessa.) o)

b) m*(I) > v(I):

o0
Olkoon I C |J I;, missé I; avoin, n-vili. Vaite:
=1

v(I) <Y o(lk).

o'e)
Jj=1
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k
Koska I on kompakti, on olemassa sellainen k, ettd I C |J I;. Nyt
j=1

v(I) <Y o(l;) (miksi?, HT),

J=1
joten

o(l) < ) o(I)

Jj=1

ja ottamalla infimum yli kaikkien sellaisten véalien

v(I) < inf{i v(Jy): ek, IC E_j Ji} =m*(I).

U(1)

(2) Olkoon I avoin.
Maééritelméan nojalla m*(I) < v([). )
Olkoon I =]ay,bi[X -+ x]an,by[, kun a; € R, ja olkoon a; < a; < b; < b;.
Té&ll6in monotonisuuden ja kohdan (1) avulla

m*(I) > m*([a1,b1] X -+ X [Gn, bp))
= (by — 1) (by — az) - - - (b — )
— (b1 —a1)(by —az) -+ (by — ay)
=v(l),

kun IN)j — bj ja a; — a;.

D2
(3) Olkoon I mielivaltainen n-véli.
Talléin int I € I C I ja
v(I) =wv(int I) = m™(int 1)
<m*(I) <m*(I) = v(I) = v(I).
O

Huomautus. Lebesguen n-ulkomitta on siirto- ja kiertoinvariantti: jos 7" on siirto,
Tr=x+b, beR"
tai jos O : R™ — R" on kierto, ts. Oxy = x¢ ja

|Ox — Oy| = |z —y| kaikilla z,y € R",



10 MITTA- JA INTEGRAALITEORIA
niin
m*(A) =m*(T(A)) =m*(O(A4)) kaikilla A C R"

(harjoitustehtava).
Yleisemmin patee: Jos L : R™ — R" on lineaarinen, niin

my (L(A)) = |det L|m} (A)

(todistus tekninen).
Huomautus. Kaikille A C R™ jat > 0 on
m*({tx : x € A}) = [t|"m*(A) (harjoitustehtava).

Nyt tiedamme, etta Lebesguen ulkomitta m* tayttaa sille asetetut ehdot paitsi
(ehkd) numeroituvan additiivisuutta, joka valitettavasti ei ole aina voimassa.

Tutkitaan seuraavassa mitattavissa olevia joukkoja, jotka ovat sellaisia, joille
numeroituva additiivisuus saadaan voimaan.

Maaritelma. Joukko A C R™ on Lebesque-mitallinen, jos
m*(E)=m"(ANE)+m*(E\ A) kaikilla E C R". (Carathéodoryn ehto)

Huomaa, ettd E on mielivaltainen!
Merkitaan

M := M, :={ACR": A on Lebesgue-mitallinen}.

Mitallisen joukon avulla minka tahansa joukon mitta voidaan laskea kahdessa
osassa, A:n kohtaavien ja vaistivien pisteiden mittojen summana.

Huomautus. Subadditiivisuuden nojalla

m*(E) <m*(ENA)+m*(E\A) kaikilla £ C R",
joten A on mitallinen, jos ja vain, jos

m*(E) >m*(ENA)+m*(E\A) kaikilla £ C R".
2.3. Lemma. Joukko A on mitallinen, jos ja vain jos

m*(SUU) =m"(S)+m*(U) kaikilla S C A ja U C R"\ A.

Todistus. ”<" patee, koska

E=(ANE) U (E\A).
”S” ”U’?

"=": Kun S C AjaU C R™\ A, niin
=E =SNA=S A°nUu=U
——N— ——
m*(SUU) =m* (AN (SUU)) +m*(A° N (SUT))
=m*(S) + m*(U).
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Huom. Mitallisten joukkojen luokka ei ole tyhja: triviaalisti ) ja R™ ovat mi-
tallisia (itse asiassa ldhes kaikki konstruoitavissa olevat joukot ovat mitallisia, kuten
mybhemmin tulemme nidkem&dn). Liséksi nollamittaiset joukot ovat Lebesgue-
mitallisia:

2.4. Lemma. Josm*(A) =0, niin A on Lebesgue-mitallinen.

Todistus. Kun E C R™, on mitan m* monotonisuuden nojalla
m* (ENA)+m*(E\A) <m"(A)+m"(E\A)=m"(E\ A) <m*(E),
kun huomataan, ettd m*(A4) = 0. a

Varoitus. Yleensi siitd, ettd m*(A) = 0 ei seuraa, ettd A = (). Esim. surkastunut
vili A= {(z,0) € R?: z € R} = R x {0} on nollamittainen, m*(A4) = 0.

2.5. Lause.

i) Jos A ja B ovat Lebesque-mitallisia, niin myés A\ B on Lebesgue-mitallinen.
FErityisesti A® on Lebesque-mitallinen.
oo
ii) Jos Ay, Ag,--- C R™ ovat mitallisia, on yhdiste A = |J A; mitallinen.
i=1
iii) Jos Ay, As--- C R™ ovat Lebesgue-mitallisia ja pareittain pistevieraita, (so.
A;iNA; =0, kuni# j), niin

m* (igAi) _ gm*(/li).

Todistus. Kaytetaan Lemmaa 2.3.

i): Olkoon S C A\ B, U C (A\ B)® = A° U B. Nyt

m*(S) +m*(U) =m*(S) +m*(UNB)U (U \ B)) (U=(UnNB)U(U\B))
m*(S)+m*(UNB)+m*(U\ B) (koska B on mitallinen)
m*(UNB)+m*"(SU(U\ B))
koska A on mitallinen, S C A ja U\ B C A° (Lemma 2.3)
=m"(UNB)U(SU(U\ B)) =m*(SUU),
SOU
koska B on mitallinen, U N B C B sekda SU (U \ B) ¢ BC.

Siispd A \ B on mitallinen.
Huomaa, ettd R™ ja A ovat mitallisia, joten A = R™ \ A on mitallinen. Oy

ii): Olkoon Ay, As,--- € M,,. Olkoon

By = A4
By = Ay \ A4

k—1
Bk:Ak\(UAj), fo2s
j=1
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Joukot By ovat pareittain pistevieraita ja
i=1 k=1
oli yhdiste aarellinen tai dareton. Edelleen

=UA4i= UDBx
=1 k=1

k
Apuviite. Jos S, = |J Bj, niin S, € M ja
j=1

“(ENB;)+m*"(ENSS) kaikilla E C R™.

HM:?

Apuvditteen todistus. Induktio: ok, kun k = 1.

Induktioaskel k& — k + 1: Koska Bri1 = Agy1 \ Sk € M kohdan i) nojalla,
saadaan kayttamalla tata, Sk:n mitallisuutta, induktio-oletusta seka ulkomitan sub-
additiivisuutta:

m*(E) =m*(E N Byt1) +m"(E\ Brt)
N—_——
ENBS

=m*(EN Biy1) +m* (EﬂBk+1ﬂSk)+m (EmBk+1mSk)

ENS, BnSS,,
k+1

> " m*(ENB;)+m*(ENSL,)
j=1

2 m" (B0 Sky1) +m™(E\ Set1),
joten Siy1 on Lebesgue-mitallinen ja apuvaitten epayhtalo on tosi. OApuviite
Nyt saamme apuvaitteen epayhtalosta
k
m*(E) > > m*(ENB;)+m*(ENS{)
k
> "m*(ENB;)+m*(ENAY),

joten antamalla k — oo seuraa subadditiivisuudesta

E)>) m*(ENB;)+m"(EnA°)
j=1
>m*(ENA)+m*(EnA°).

Siispd A on Lebesgue-mitallinen. i)
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Valitsemalla edellisessi kaavassa F = A saamme

m*(A) > im*(A N B;)+m* (AN A9)

=1 _
J — B, =0
oo
= Z m*(B;)
j=1
Néin ollen viite iii) seuraa téstd ja subadditiivisuudesta, silld A; = B;, mikali
joukot A; ovat pareittain pistevieraita. O
oo
2.6. Seuraus. Jos Aj,As,--- C R"™ owvat mitallisia, on leikkaus () A; myods
i=1
mitallinen.
Todistus. DeMorganin kaavojen nojalla
N4 =R"\ UR"\ 4),
i=1 i=1
mika on Lauseen 2.5 nojalla mitallinen. O

Lauseen 2.5 nojalla mitallisten joukkojen kokoelma muodostaa ns. o-algebran,
minka maarittelemme tassa myohempaa kayttoa varten.

Maaritelma. Kokoelma I' joukon X osajoukkoja on o-algebra X :ssa, jos seuraavat
kolme ehtoa toteutuvat:

i) 0 el.
ii) Jos A€, niin X\ Ael.

iii) Jos Ay, Ag,--- €', niin |JA; €T
i=1

1=
Lauseen 2.5 avulla saadaan seuraava merkittava tulos:

2.7. Lause. Madritelldin joukkofunktio m = my: M, — [0, 0] asettamalla
m(A) =m*(A).

Tdllgin joukkofunktio m on (tdysadditiivinen) mitta Lebesgque-mitallisten joukkojen
muodostamalla o-algebralla M, ts
i) m(0) = 0, ja

i) Jos Ay, Ay, -+ € M ovat pareittain pistevieraita, niin
m(JAi) =) m(A;).
i=1 i=1
O

Tavoitteemme on saavutettu Lebesgue-mitallisten joukkojen luokassa M: on
konstruoitu taysadditiivinen mitta, joka yhtyy geometriseen mittaan geometrisesti
yksinkertaisilla joukoilla. Emme vield valitettavasti tieda, kuinka paljon mitallisia
joukkoja on (on niité!). Seuraavaksi tutkiskelemme tété ja aloitamme toteamalla,
etta kaikki joukot eivat ole Lebesgue-mitallisia.



14 MITTA- JA INTEGRAALITEORIA

2.8. Lause. On olemassa joukko A C R, joka ei ole Lebesque-mitallinen.

Todistus. Maaritellaan ekvivalenssirelaatio
r~ysr—yeQ.

(On ekvivalenssi!) Valitaan jokaisesta ekvivalenssiluokasta tasan yksi edustaja, joka
kuuluu vilille [0,1]. Né&in valitut edustajat muodostavat joukon®, jota merkitiain
kirjaimella A.

Vaite: A ei ole Lebesgue-mitallinen.

Antiteesi: onpas.

Merkitaéan jokaisella r € Q

A+r={x+r:xze€ A},
jolloin A + r on mitallinen ja A+rNA+s=0, kunr,s € Q, r # s. Sill, jos
ye A+rnNA+s,

niin

y=x+r=z+ s joillakin x, z € A.
Talloin

r—z=r—seQelix~z
ja joukon A maaritelmén nojalla x = z, misté edelleen seuraa, ettd r = s.
Edelleen,
[07 1] C U (A—'_Ir) - [_172]7
reQn[—1,1]

joista jalkimmdéinen inkluusion on selvd koska A C [0,1]. Edellisen inkluusion
perustelu: jos z € [0, 1], niin on y € A, jolle z ~ y (miksi?). Siten r =z —y € Q,
mutta koska z,y € [0,1],on r =z —y € [-1,1] jax € A+ r. Koska joukot A+ r
olivat pareittain pistevieraita ja mitallisia, saamme nyt

{0, jos m*(A) =0
oo, josm*(A)>0

m (U A+r)= ) mi(A+r) =
TEQQ[—].,:[] TeQﬂ[—l,l] — V*(A)

Toisaalta

0<l=m*(01)<m( U A+r)<m*(~1,2])=3< o0,
reQn[—1,1]

mika on ristiriita. Siis A el voi olla mitallinen. O

Huomautus. Vastaava konstruktio voidaaan tehda jokaisessa dimensiossa.
Edelleen, yo. konstruktiota hieman korjaamalla ndhdaan (HT): Jos A C R™ on
sellainen, ettd m*(A) > 0, niin on olemassa B C A siten, ettd B ei ole Lebesgue-
mitallinen. (ks. myds Wheeden s. 39.)
Seuraavaksi pyrimme osoittamaan, etta mitallisia joukkoja on paljon. Aloitetaan
havainnolla, jonka avulla voidaan oleellisesti rajoittaa niiden joukkojen maaraa,
joilla testataan Carathéodoryn mitallisuusehtoa.

3Tamin todistamiseksi tarvitaan ns. wvalinta-aksioomaa, joka on riippumaton joukko-opin
tavanomaisista aksioomista.
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2.9. Lemma. Joukko A C R™ on Lebesgue-mitallinen, jos ja vain, jos

m*(I)=m*(INA) +m*(I\A) jokaiselle avoimelle n-vdlille I.

Todistus. Ehdon valttamattomyys on selvéd. Toisen suuntaan pitaa osoittaa, etta
m*(E) =m*(ENA)+m*(E\ A) kaikilla E C R",

kun tiedetdin, ettd se pétee, jos E on avoin n-vili. Olkoon siis £ C R"™ ja
e > 0. Lebesguen ulkomitan méaaritelman mukaan on on olemassa avoimet n-valit
I, I, ..., joille

oo

Ec UIL ja Y o) <m*(E)+e.
j=1

j=1
Nyt kayttamalla ulkomitan subadditiivisuutta ja monotonisuutta
m*(E) <m*(ENA)+m*(E\ A)

<w(Ur)na)+m (U5 4

< (m*(I; N A) +m*(I;\ A))

S ) = Sl
<m*(E)+e.

Koska £ > 0 oli mielivaltainen, ovat epayhtélot yhtasuuruuksia ja siten
m*(E)=m*(ENA)+m*(E\A).
Siten A € M,,. O

2.10. Lause. Jokainen n-vali J C R"™ on Lebesque-mitallinen.
Todistus. Olkoon I avoin n-vali. Lemman 2.9 nojalla riitttaa osoittaa, etta
m*([)=m*(INJ)+m*(I\J).

Havaitaan, ettd I N J on myos n-vali. Lisdksi havaitaan helposti, etta
k
INJ=UI,
i=1

missa [;:t ovat pareittain sisuksiltaan pistevieraita n-valeja. Siten kayttamalla
subadditiivisuutta

m*(I) <m*(INJ)+m*(I\J)
=m*(INJ) -l—m*('LfJ I;)
k
<m*(INJ)+ Y m*(IL)
k

=v(INJ)+ ZU(L‘)

— o(I) = m*(I),
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k

koska I = (INJ)U | I; ja vélit ovat pareittain melkein pistevieraita (HT). Véite
=1

seuraa. ' 0

Lauseiden 2.5 ja 2.10 avulla ndhdaan, etta mitallisia joukkoja on huikea maara:
jokainen avoin joukko G C R’ voidaan helposti lausua numeroituvana yhdisteena
avoimista n-valeista, joten G on mitallinen. Edelleen, suljetut joukot ovat avoimien
joukkojen komplementteina mitallisia. Samoin naiden numeroituvat yhdisteet.
Joskus joukkokokoelmaa

B = ﬂ{F: " on o-algebra, joka sisdltdd R™ : n avoimet joukot}

sanotaan R™:n Borel-joukkojen o-algebraksi ja sen joukkoja Borel-joukoiksi (siis B
on suppein R™:n avoimet joukot siséltava o-algebra). Talloin B C M.

2.11. Seuraus. R™:n Borel-joukot ovat Lebesque-mitallisia. Erityisesti avoimet
ja suljetut joukot sekd ndiden numeroituvat yhdisteet ja leikkaukset ovat Lebesgue-
maitallisia. O

Esimerkki. Lebesgue-mitallisia joukkoja on muitakin kuin Borel-joukot: olkoon
E C R ei-Lebesgue mitallinen. Talloin E ei ole Borel-joukko ja siten joukko

F={(z,0,...,00 e R": x € E}

ei ole Borel-joukko. Se on kuitenkin, mitallinen, kun n > 2, koska m*(F) = 0.

Lebesguen mitta on oikealta ja vasemmalta jatkuva mitallisten joukkojen luo-
kassa. Edelleen, mitalllisten joukkojen mitta voidaan laskea osissa:

2.12. Lause. Olkoot A1, As,--- € M,,.
i) Jos A1 C As ja m(A1) < oo, niin

m(AQ \ Al) = m(Ag) — m(Al)

i) Jos Ay C Ay C ..., niin

k=1 k—oo
iii) Jos Ay D Ay D ... jam(Ayg,) < oo jollain kg, niin

m( () Ax) = lim m(Ag).
k=1 k—o0

Todistus. Huomaa, etta kaikki Lauseessa esiintyvat joukot ovat mitallisia.
i): Koska A2 = A1 U (A2 \ A1) ja molemmat osat ovat mitallisia, niin

O;
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i1): Voidaan hyvin olettaa, ettd m(Ax) < oo kaikilla k. Esitetddn véitteen
yvhdiste pareittain pistevieraana yhdisteena mitalllisista joukoista:

o0

Ap = AU (U (Agg \ Ap);
k=1 k=1

huomaa, ettd joukkojono Ay on nouseva. Téll6in additiivisuuden ja kohdan i)
avulla

m(U 44) = m(4) + 3 m(den \ 45)
=1 k=1

=m(A;) + lim Z(m(Ak—l—l) —m(Ag))

Jj—o0

k=1
=m(Ay) + lim (m(A;11) —m(A))
j—o0
Uid)
i11): Tutkimalla tarvittaessa joukkoja flk = Aj N Ay, voidaan olettaa, etta
m(Ay) < oo kaikilla k. Koska joukkojono Ay on vdhenevi, on
A1 \ Ak C A1 \Ak+1,
joten kohdasta ii) seuraa
m( U (A1 \ Ap)) = lim m(A;\ Ay)
k=1 —00
=m(4;) — klim m(Ag),
joten
klim m(Ag) =m(A1) —m( U (A1 \ Ax))
—00 k=1
—_——
=A\ [ Ax
k=1
=m(A1) —m(A1) +m( ) Ax)
k=1
:7n(F]Ak)
k=1
O

Esimerkki. Konstruoidaan suljettu (kompakti) joukko C, jolle m(C') > 0, mutta
C:114 ei ole yhtddn sisdpistettd (toisin sanoen, C ei sisdlld ainoatakaan avointa
palloa). Koska m(Q) = 0, on R:n avoin joukko D C|0, 1], jolle

QNJ0,1[c D ja m(D)< (HT)

DN | —
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Nyt C' =[0,1] \ D on R:n kompakti joukko ja Lauseen 2.12 i) nojalla

m(C) =m([0,1]) —m(D) > 1 — % = % > 0.

Joukolla C' ei ole sisdpisteita, silla sen komplementti sisaltaa rationaaliluvut valilta
10, 1[. My6hemmin konstruoimme téllaisen joukon hieman konkreettisemmin.
Esimerkki saadaan nostetuksi R™:44n, maarittelemalla

C=0Cx[0,1] x---x[0,1],

jolloin on helppo todeta, ettd C' € R™ on kompakti joukko ilman sisipisteiti ja

my,(C) =mq1(C) > 0.

Huomautus. Lebesguen mitta on sdannollinen: jokaiselle A C R™ on olemassa
mitallinen B siten, ettd A C B ja

m*(A) = m*(B).

Syy: méaritelman mukaan jokaisella € > 0 avoimet n-vélit I, joille

AC GE = U IJ
j=1
ja

m*(G,) < Zv(fj) <m*(A) +¢;

Jj=1

koska GG on avoimena joukkona mitallinen, joukko
j=1

on etsimamme.
Lebesgue-mitalle saadaan useita mitallisten joukkojen karakterisointeja.®

2.13. Lause. Olkoon A C R"™. Seuraavat ovat yhtdipitivid.
i) Ae M,.

ii) Kaikilla € > 0 on olemassa avoin G D A, jolle m*(G\ A) < e.

iii) On olemassa mitallinen joukko® B D A, jolle m*(B\ A) = 0.

)

)

iv) Kaikilla € > 0 on olemassa suljettu F C A, jolle m*(A\ F) < e.
v) On olemassa mitallinen joukko” E C A, jolle m*(A\ E) = 0.

4Huomaa, ettd R™ \ C on polkuyhteniinen ja siten joukko

G =]0,2["\C

on R™:n alue, jonka reunajoukko G O C on suuri, m(9G) > 0.

5Varoitus: Lauseiden 2.13 ja 2.14 vastineet myShemmin kisiteltiville yleisille ulkomitoille
ovat yleensd vaaria.

6B voidaan valita numeroituvaksi leikkaukseksi avoimia joukkoja.

7E voidaan valita numeroituvaksi yhdisteeksi suljettuja joukkoja.
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Todistus. i) = ii): a): Oletetan ensin, ettd m*(A4) < oo.
Valitaan avoimet valit I, I, ... siten, etta

Ac ULjja Y v() <m*(A) +e.
J=1 j=1

Talloin G = |J I; on etsitty joukko, silla Lauseen 2.12i) nojalla
j=1

m*(G\ A) =m*(G) —m*(A) <) o(I;) —m*(A) <e.
j=1
b): Jos m*(A) = oo, niin mééritelldén
Ay =ANB0,k), k=1,2,...,

jolloin A on mitallinen ja #érellismittainen, joten a)-kohtaa voidaan soveltaa: on
olemassa avoimet joukot G D Ay siten, etta

o0
Nyt joukko G = |J G} on etsimdmme avoin joukko, sillda A C G ja
k=1

m (G A) <m* (U (Ge\ 40) <Y m (G \ A) < 3 = = ¢

k=1 k=1 2
Uiy =ii)
Implikaatiot i) = iii) ja i) = v) jatetdén harjoitustehtévaksi.
i1i) = 1): Seuraa, kun huomataan, etté
A=B\ (B\A4)
ja molemmat oikealla olevat joukot ovat mitallisia. Oiii)=1)

Implikaatio v) = v) menee samoin kuin i) = 4ii) ja v) = i) seuraa havainnosta:
A=FEU(A\E).
O

2.14. Lause. Olkoon B € M,, siten, etti m*(B) < oco. Tdalloin joukko A C B
on Lebesgue-mitallinen, jos ja vain, jos

m*(A) = m*(B) — m*(B\ A).

Todistus. Ehdon valttamattomyys seuraa Lauseesta 2.12. Oletetaan sitten, etté

m*(A) = m*(B) — m*(B \ A)
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ja osoitetaan, ettd A on mitallinen. Sitd varten valitaan mitalliset Fq, Fo C B,
joille

ACEq, B\ A C Es,
m*(A) = m*(Ey) jam™(B\ A) = m"(Es).

Talloin

m*(B) = m*(A) + m*(B\ A) = m*(A) + m* (E>)
= m*(El) + m*(Eg \ El) + m*(El N E2)
= m*(Eg U El) + m*(E1 N E2)

——

=B
= m*(B) + m*(El N Eg) s

joten m*(Ey N E3) = 0. Siten A on mitallinen Lauseen 2.13 nojalla, koska
m*(E1 \A) S m*(E1 N EQ) = 0,

onhanEl\ACElﬂ(B\A)CElﬂEQ. O
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B. Integraaliteoriaa

3. Yksinkertaisen funktion integraali

Lebesgue-integraalissa Riemannin integraalin méarittelyssa kaytetyt porrasfunk-
tiot korvataan yksinkertaisilla funktioilla.

Maaritelma. Funktio f: R™ — R on yksinkertainen, merk. f € ), jos f saa vain
aarellisen monta arvoa ja joukot

{z e R": f(z) =c}
ovat mitallisia kaikilla ¢ € R.

Esimerkki. Porrasfunktiot ovat yksinkertaisia. Edelleen, jos A C R, niin ya €
Y, jos ja vain, jos A € M,,.

3.1. Lemma. Olkoon f: R" — R. Seuraavat ovat yhtapitivia:

i) fel.
ii) On olemassa joukot Ay, Ag, ..., Ax € M ja luvut ¢q,ca,...,cx € R, joille

k
f(z) = ZCjXAj ()  kaikilla x € R".
j=1

iii) On olemassa epdtyhjat, pareittain pistevieraat joukot By, Bs,...,By € M
ja luvut by, ba, ..., by € R siten, etta b; # b;, kun i # j,

J4

Bj — Rn
7j=1
ja

¢
f(z) = ijXBj () kaikilla x € R".
j=1

Todistus. Implikaatiot iii) = i) = i) ovat selvié.
1) = i1): Olkoon
f(Rn):{b]_,bZ,,bg}, bzséb]7 kunl%j
Talloin vaite seuraa asettamalla
Bj = {z: f(z) = bj} .
O
Maaritelma. Lemman 3.1 kohdan iii) antamaa muotoa sanotaan yksinkertaisen
funktion f normaaliesitykseksi.

Normaaliesitys on yksikasitteinen. Huomaa, etta normaaliesityksen summassa

¢
f(x) = Z bixs, ()

on jokaista x kohti korkeintaan yksi nollasta poikkeava termi.
Merkitaan
Yt ={fe€Y: f(z) >0 kaikilla z € R"}.
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Maairitelmi. Olkoon f € Y7 ja8

k
T) = Z AiXA; (z)

sen normaaliesitys. Jos F € M, niin

Za] (A;NE)

on f:n (Lebesgue-)integraali yli joukon E.

3.2. Lemma. Jos i
F=> ajxa,,
j=1

missi a; > 0 ja Aj € M ovat sellaisia, etta A; N A; =0, kun i # j, niin

k
I(f,E) =) a;m(A;NE)
j=1

kaikilla E € M.
Todistus. harjoitustehtava. O
3.3. Lemma. Olkoot f ja g yksinkertaisia, ei-negatiivisia funktioita ja A seki F
mitallisia joukkoja. Tdlloin

i) I(xa, E)=m(ANE).

ii) M(f, E)=I\f, E) kaikilla X > 0.

i) I(f+g,E) =I(f, E)+ (g, E).
iv) Jos f < g E:ssd, niin [(f,E) < I(g,E).
v) Jos ACE, niin I(f,A) < I(f, E).

Todistus. Kohdat i) ja ii) selvid. iv) ja v) jatetdédn harjoitustehtaviksi.
iii): Olkoot

k ¢
=Y ajxa; jag=>_ bixs,
P =1

normaaliesitykset Nyt yhdisteet

Y/ k
Ai=U(ANBj) ja Bj=J(AiNB))

=1 i=1

koostuvat pareittain pistevieraista joukoista. Siten

J4 k
XA; = E XA;nB; Ja  XB; = 5 XA:NB,
j=1 i=1

8Yksinkertaisen funktion integraalin méasritelyssi pitdi tyytyé ei-negatiivisiin funktioihin, jotta

integraalin maarittelevassd summassa ei tule laskettavaksi co — oo tapaisia maarittelmattomia
laskuja.
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ja edelleen
¢k

f4+g= Z Z(ai + b;)X 4B,

j=1i=1
joten Lemman 3.2 nojalla

l k
I(f+9,E) =Y _> (ai+bj)m(A;NB; NE)

j=1i=1

Jst Jst
= Z (lﬂ’)’b(flZ N E) + Z bjm(Bj N E)
@ J

=I(f,E)+1(g,E).

O

3.4. Huomautus. Jos f € YT, niin I(f,-) on vain darellinen summa Lebesgue-
mittoja. Siten mitan ominaisuudet periytyvat ei-negatiivisen yksinkertaisen funk-
tion integraalille. Erityisesti Lauseesta 2.12 saadaan: Olkoot Fq,Fs,--- € M ja
f e Yr. Tallbin

< S I(f, Ey) kaikille By, € M,
a k=1
k=1 = > I(f,Ey), jos joukot E}, ovat pareittain pistevieraita,
k=1

ja edelleen, jos E1 D Eo D ... ja I(f, E1) < oo, niin

I(f, () ) = lim I(f,Ev).

1

Lopuksi, jos Ey C E5 C ..., niin

k=1 —

Jos matkisimme Riemann-integraalin maarittelya, niin nyt maéarittelisimme f:n
yla- ja alaintegraalit sellaisten yksinkertaisten funktioiden infimumina ja vastaavasti
supremumina, jotka ovat f:n yla- tai alapuolella. Taméan jalkeen tutkisimme, mille
funktioille yla- ja alaintegraalit ovat samat.

Oikaisemme téassd hieman ja tutkimme ensin niitd funktioita, joille integraali
voidaan hyvin maaritelld ja menemme sitten varsinaiseen integraalin maarittelyyn.

Heuristinen idea: Tarkastellaan ei-negatiivista funktiota f: R® — R. Jos fm
graafin alle jadvan alueen tilavuutta (mittaa) voidaan approksimoida yhtd hyvin
ala- kuin yladpuoleltakin yksinkertaisten funktioiden integraaleilla, niin on uskotta-
van tuntuista, ettd funktio f itse saadaan raja-arvona yksinkertaisista funktioista,
jotka kaikki ovat f:n alapuolella (tai vastaavasti ylapuolella). T's.

f(z) = lim g;(x) lahes kaikilla «,

Jj—00
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missié g; € Y1, g; < f. Huomaa, ettd koska 0 < g; < f, voidaan jonosta g; tehda
nouseva maarittelemalla

hj(z) = max{gi(z), g2(x),...,g;(x)}, j=1,2,3,..., x€R"™
Talloin h; € Y*, h, < hg <--- < f ja

f(z) = lim h;(zx) ldhes kaikilla z,

J—0o0

Siten I(hj, E') on nouseva jono (kaikilla £ € M), joten silld on raja-arvo — tdmén
raja-arvon on oltava fm integraali. Edelleen, koska g; — f ja g; < f, on kaikilla
ceR

{01 f0) > ¢} =R\ {os f(&) £ e} =R\ ) s g5(a) < ),

mika on mitallisten joukkojen leikkauksen komplementtina mitallinen. Taméa antaa
aiheen seuraavassa luvussa esitettavaan mitallisen funktion maaritelmaan.
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4. Mitalliset funktiot

Misritelma. Olkoon A C R™ Lebesgue-mitallinen. Funktion f: A — R sanotaan
olevan (Lebesgue-)mitallinen, jos jokaisella a € R alkukuva

fH(a,00]) = {z € A: f(z) > a}
on mitallinen.

Tarkea huomautus. Joukko A C R” on Lebesgue-mitallinen, jos ja vain, jos sen
karakteristinen® funktio x4 on mitallinen. Syy:

R, josa<0,
{z:xa(z) >a} =< A, jos0<a<1,
0, josa>1.

Esimerkki. Mitallisilla joukoilla maaritellyt jatkuvat funktiot ovat Lebesgue-mi-
tallisia. Yksinkertaiset funktiot ovat Lebesgue-mitallisia.

4.1. Lause. Olkoon A C R™ mitallinen ja f: A — R. Tdlloin seuraavat ovat
yhtapitavia:
i) f on mitallinen.
i) {z € A: f(x) > a} on mitallinen kaikilla a € R.
iii) {x € A: f(x) < a} on mitallinen kaikilla a € R.
iv) {z € A: f(z) < a} on mitallinen kaikilla a € R.

Todistus. Seuraa mitallisten joukkojen struktuurilauseesta 2.5:
i) = ii):
_ x 1
f 1([(1, OO]) = Olf 1(]@ - ;7OO]> eM.

i) = dii):
f N ([=o0,a]) = A\ 1 ([a, 00]) € M.
i) = iv): N 1
fH([~00,a)) = le_l([—OO,a+ ;[) e M.
) = 1):

f(a,00)) = A\ f7H([~00,a]) € M.

4.2. Lause. Olkoon A C R™ mitallinen ja f: A — R. Talloin

i) Jos f71(—o0) € M ja f~'(Ja,b]) € M kaikilla a,b € R, a < b, niin f on
matallinen.

ii) Jos f on mitallinen, niin alkukuvat f=1(—o0), f~1(co) ja f~1(B) ovat
mitallisia jokaisella B C R, joka on numeroituva yhdiste tai leikkaus sulje-
tuista tai avoimista joukoista.'°

9 Muista:

(@) 1, josz €A
x) =
XA 0, josx¢A.

10 B:ksi voidaan ottaa miks hyvinsa R:n Borel-joukko.
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Todistus. 1): Kaikilla a € R
F7 (o0, = £ (o) U U 7 (Ja — koa) € M,

joten f on mitallinen Lauseen 4.1 nojalla. Oy

ii): Ensiksi huomataan, etta
P (o) = [ £ (o0, k) € M
ja
£ 00 = (£ (ko) € M
Olkoon sitten

Ir={EcCR: f"YE) e M]}.

Nyt I' sisaltaa avoimet reaalilukuvalit Lauseen 4.1 nojalla, silla
f~a,b) = f~ (Ja,00]) N fH([~00,b]) € M.

Edelleen, I' on o-algebra, ts. silld on ominaisuudet (HT)
a) 0,R" eT.
b) Jos A,B €T, niin A\ B €T.

c) Jos Ay, Ay,--- €', niin |J Ay €T.
k=1

Téstd seuraa, ettd I':ssa on avoimet joukot G C R (koska ne ovat numeroituvia
yhdisteitd avoimista véleistd) ja suljetut joukot (avoimien komplementteina) seké
naiden numeroituvat yhdisteet ja leikkaukset. Vaite seuraa tasta. O

Huomautus. Jos f on mitallinen, niin mv. mitallisen joukon A C R alkukuva ei
ole vélttdméattd mitallinen (edes silloin kun f on jatkuva).

Huomautus. Jatkossa kaytetdan usein funktion nollajatkoa, joka maaritellaan

seuraavasti: jos f: A — R (missi A € M), niin nollajatko on kuvaus f:R" >R,

s [ fl@), joswxeA
f(ac)—{()? jos x & A.

Talloin f on mitallinen jos ja vain, jos f on mitallinen.
Muistutus. Olkoon f: A — R. Talloin f:n positiiviosa on funktio

f(@), jos f(z) =0

0, jos f(z) <0. max(f(z),0)

() = max(£,0)) = {
Samoin f:n negatiiviosa on funktio

() = —minro)@) = { 1 T
Talloin

f=r =7 ja  fl=fT+
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4.3. Lemma. Olkoon A C R" mitallinen ja f: A — R. Tdlléin f on mitallinen,
jos ja vain, jos sekd fT ettd f~ ovat mitallisia.

Todistus. Valttamattomyys seuraa, koska

{f>a}, josa>0

(re>a={

A, josa <0,
mitka ovat mitallisia, mikéali f on mitallinen. Edelleen f~ = (—f)*.
Riittavyys seuraa taas, koska
{f*>a}, josa>0

(r>a -

{f~ <=a}, josa<0.

O

Seuraavaa Lemmaa tarvitaan osoitettaessa, ettd mitallisten funktioiden summa
on edelleen mitallinen (mikali hyvin maéritelty).

4.4. Lemma. Jos f: A— R ja g: A — R ovat mitallisia, niin joukko
E={zeA: f(z) <g(x)}

on mitallinen.

Todistus. Seuraa Lauseesta 2.5, silla

E= gq({w: f(@) <q}n{z: g(x) > q}) e M.

O

4.5. Lause. Olkoot f: A — R ja g: A — R mitallisia. Tdlloin summa f + g
(mikdli mddritelty) ja tulo fg ovat mitallisia.**

Todistus. f + g: Ensiksi joukko

(f +9)7 (=00) = fH(~00) Ug™ ' (—00)
on mitallinen. Olkoon a € R. Koska
{a—f>A={a—A>f} kaikilaAeR,
on funktio a — f mitallinen. Siten joukko
{f+g9>a}={9>a-[}

on Lemman 4.4 nojalla mitallinen. Of4g

HSumma f + g on médritelty mitallisessa joukossa

AN ((f7H(e0) Ng™H(=00)) U (F 71 (—00) N g™ (00))).



28 MITTA- JA INTEGRAALITEORIA

fg: Seuraa siitd, ettd dédrettomyysjoukkojen ulkopuolella

(F+9?*=(f-9))

»-I>I>—‘

fg=

mitk# ovat mitallisia, koska h? on mitallinen aina, kun h on sité (harjoitustehtivi.)
O

Huomautus. Jos f on mitallinen, niin |f| = f* + f~ on myos mitallinen, mutta
kaanteinen vaite ei pade.

Jos f: A — Rja ¢g: R — R ovat mitallisia, niin g o f ei yleensi ole mitallinen.
Lauseesta 4.2 seuraa kuitenkin (harjoitustehtava):

4.6. Lause. Jos f: A — R on mitallinen ja g: R — R on jatkuva, niin yhdistetty
funktio g o f on mitallinen. O

Ala- ja ylaraja-arvot, limes inferior ja limes superior. Lukujonoilla ei ole
yleensi, raja-arvoa. Kuitenkin jokaisella R:n lukujonolla on osajono, jolla on raja-
arvo. Osoittautuu hyodylliseksi tarkastella ndiden osajonojen raja-arvojen aarita-
pauksia, pieninpié ja suurinpia mahdollisia, joita tullaan kutsumaan jonon ala- ja
ylaraja-arvoiksi.

Masritelmi. Olkoon a; € R, k= 1,2,.... Jonon ai, yliraja-arvo eli limes supe-
70T ON

limsup ay = hm 0 ay, = lim supa; = hm sup{ag, Qg41, Qkt+2, Ak43,--- ) -
k—o0 k—oo j>k

Jonon ay alaraja-arvo eli limes inferior on

liminfa, = lim ar = lim inf a; = hm inf{ag, ax+1,ak+2,ak+3,. .- }.
k—o0 k—o00 k—oo j>k k—o0

Huomautus. Ala- ja ylaraja-arvojen maaritelmé on hyvé, silld ne ovat aina ole-
massa: jono
bi, = supa;
Jjzk
on laskeva ja jono
¢, = inf a;
j>k

on nouseva, joten niilla on raja-arvot R:ssa. Edelleen,

limsupa, = infsupa; ja liminfa, =supinf a;.
k—o0 k j>k k—oo k Ik
Aina

liminf ax < limsup ag
k—oo k—o0

ja yhtésuuruus patee (HT), jos ja vain, jos jonolla aj on raja-arvo, jolloin

lim ar = liminf ap = limsupay, .
k—o0 k—o0 k— 00
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Esimerkkeji. i) Jos ay = (—1)¥, niin

liminfay = -1 ja limsupar =1.
k—oo k—o0
Koska
inf{ag, ax+1,ap+2,... } =inf{l, -1} = —1
ja

sup{ak, ak11, agy2, ...} =sup{l,—1} = 1.
i) Jos ay = (—k)*, niin

liminfay = —o0  ja limsupar = 0.
k—o0 k—o0

Koska
inf{ag, Qpr1, pao,s ...+ = inf{(=k)* (=k — )" ..} < -k — —o00

ja
sup{ag, pi1, Ghgo, .. } = sup{(—=k)", (=k — 1)1, ...} > k — .

Funktiojonojen fi: A — R ala- ja ylirajafunktiot

liminf f; = lim f; ja limsup fr = lim f
k—o0 k— 00 k—00 k—o0

madritellaan luonnollisesti pisteittain:

(likm inf fi)(z) = lirr%{inf fr(x) ja (limsup fx)(z) = limsup fx(x).
oo 5

k—o0
Mitallisuus sailyy naissa rajankayntioperaatioissa:

4.7. Lause. Jos funktiot fr,: A — R, k = 1,2,..., ovat mitallisia niin myds
funktiot
sup fr, inf fr, liminf fr ja  limsup fg
k k k—oo

k—oo

ovat mitallisia.

Todistus. Kaikilla a € R
{a: Slépfk(fc) <af= N{z: fe(z) <a} e M,
k=1

joten sup,, fr on mitallinen. Siis myos

i%f fr = —sup(—fx) on mitallinen,
k

ja edelleen

liminf f; = sup(inf f;) sekd limsup fi = inf(sup f;)

ovat mitallisia. O
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4.8. Seuraus. Jos funktiot fr: A — R, k = 1,2,..., ovat mitallisia ja ne
suppenevat kohti funktiota f, niin f on mitallinen

Todistus. Talloin f = limsup fr = liminf f. O

Esimerkki. Olkoon f: R — R derivoituva. Siten f on jatkuvana mitallinen.
Edelleen erotusosamaarafunktiot

ovat mitallisia. Nain ollen derivaatta

f/= lim g,

Jj—o0
on mitallinen.
Rajankaynnin avulla saadaan seuraava tarkea tulos:

4.9. Lause. Olkoon A € M ja f: A — [0,00]. Tdllgin f on mitallinen, jos ja
vain, jos on olemassa nouseva jono fi, € YT siten, ettd

klim fe(x) = f(z)  kaikilla x € A.

Todistus. Seurauksen 4.8 nojalla ehto on riittava. Konstruoidaan jono f, € YT
seuraavasti: Kiinnitetadn k£ € N ja maéaritellaan joukot

E={xecA: f(x) >k}
ja

J—1 J
E;={zeA: o gf(x)<2—k},

mitka ovat Lemman 4.1 nojalla mitallisia, joten asettamalla

k2F .

o) = 2L, (@) + (@)

j=1

sadaan yksinkertainen, ei-negatiivinen funktio. Koska joukot E; ja E ovat pareit-
tain pistevieraita (kun j < k2¥), on helppo havaita, etti

0 < fi(x) < frr1(z) < f(z) kaikilla z € A.

Edelleen,
k2"
If(z) = fu(x)| <27%, kunze .UlEj:{l’3f(w)<k‘}
j=
ja
fe(x)=k kunxe{z: f(z) >k},
joten

lim fx(z) = f(x) kaikilla x € A.

k—o0
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4.10. Seuraus. Olkoon A € M ja f: A — R. Tdlloin f on mitallinen, jos ja
vain, jos on olemassa jono fr € Y siten, ettda

lim fx(z) = f(x) kaikilla x € A.

k—o0

Todistus. Lauseen 4.9 nojalla on jonot g ja hj yksinkertaisia funktioita, joille
Jr . h —
g — f7 Ja hp— [T

Talloin fr, = gr — hy on etsitty.
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5. Ei-negatiivisen funktion integraaali

Koska sallimme mitallisten funktioiden saavan arvoikseen myos 400 ja —oo ja
koska haluamme integroida yli rajoittamattomien joukkojen, meidan on syyta paloi-
tella integroinnin késite erikseen funktion positiivi- ja negatiiviosien integroinniksi.

Maaritelma. Olkoon f: A — [0, 00| mitallinen. Tall6in f:n (Lebesgue-)integraali
yli joukon A on

/fdm:/fdxzsup{[(u,A):u€y+, u<f A:ssa}.
A A
Selvasti

OS/fdmgoo.

Edelleen, Lauseen 3.3 iv) nojalla kaikilla yksinkertaisilla f € Y+
/ fdm=1I(u,A).
A

Huomautus. Jos f: A — [0,00] on mitallinen, niin sen nollajatko f: A — [0, 0],

s [ fl@), joswzeA
f(@_{o, jos x & A,

on mitallinen ja
/ fdm = fdm.  (miksi?)
B BNA

Néin ollen voimme jatkossa olettaa, ettd integroitavat funktiot ovat maaritellyt
koko R"™:ssé.

Huomautus. On erittdin hyodyllistd huomata, ettd jos m(A) = 0, niin

/ fdm =0 kaikilla f.
A

On helppo ndhdé, ettad ei-negatiivisen funktion integraalilla on ulkomitan omi-
naisuudet (Lause 2.1), kuten yksinkertaisen funktion integraalillakin oli (ks. Huo-
mautus 3.4).

5.1. Lemma. Olkoon f: R"™ — [0, 00| mitallinen. Tdlloin
i) Jos A,Be€ M, B C A, niin

/demS/Afdm.

11) Jos Al,AQ,"‘ S M, nimn

/alAsz g/&.fdm-

iii) Jos Ay, Ag,--- € M ovat pareittain pistevieraita, niin

/q&fdm = g/Aifdm.

7

7

Todistus. harjoitustehtava. O
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5.2. Lause. Olkoot f ja g ei-negatiivisia ja mitallisia ja A € M. Tdlloin
i)
/()\f)dm: )\/ fdm  kaikilla e R, X>0.
A A

ii) Jos f < g joukossa A, niin

/Afdms/Agdm.

iii) (Tsebyshevin epdyhtdlo) Kaikilla 0 < X < oo

m({xEA:f(ac)>)\}§§/Afdm.

Todistus. (i) Jos A = 0, niin

/A(Of)dm:/AOdm:O:O/Afdm.

Olkoon sitten 0 < A < oco. Talloin, jos u € YT, u < f, niin Au € YTja Au < \f,
joten

M(u, A) = I(Au, A) < /A()\f) dm

ja ottamalla supremum

A/Afdmé /A<Af>dm.

Soveltamalla tata epayhtaloa, sadaan

/A(Af)dmzA(i/AAfdm)SA/A(i)\fdm):A/Afdm.

(ii) Seuraa suoraan integraalin madritelméasta.
(iii) Koska f > Ax{zea: f(z)>a}, seuraa edelld olevasta

)\m({xeA:f(.r)>)\}):/A)\X{x€A:f(x)>,\}dm§/Afdm.

O

Maaritelma. Sanotaan, ettd ominaisuus P = P(x) patee melkein kaikilla (lyh.
m.k.) x € A (tal melkein kaikkialla A:ssa), jos on olemassa joukko N siten, ettd
m(N) =0 ja P(x) patee kaikilla x € A\ N.

Huomautus. Jos f: A — R on mitallinen ja g(z) = f(z) m.k. € A, niin g on
mitallinen.



34 MITTA- JA INTEGRAALITEORIA

5.3. Lause. Olkoon f: A — [0, 00| mitallinen. Talloin
i)
/ fdm =0, josjavain, jos f(zx)=0 m.k € A.
A

i)
/fdm<oo, niin  f(z) < oo m.k. xz € A.
A

Todistus. i) ”=": Olkoon

Ek:{mEA:f(x)>%},

jolloin Tsebyshevin epayhtalon avulla
1
O:/fdmz fdm > —-m(Eg) >0,
A Ey k
joten m(Ey) = 0 kaikilla k ja edelleen

m({z € A: f(z) > 0}) = UE;C §§: (Ex)=0.

7<": Koska m({z € A: f(z) > 0}) =0, on Lauseen 5.2 nojalla

o | scdm = [ soxen: oy dm= [ fam =0,
{z€A: f(z)>0} A A

joten

/Afdm:O.

ii) Tsebyshevin epéyhtélon 5.2 nojalla kaikilla 0 < A < oo

m({x € A: f(x) =o0}) <m({zx € A: f(x) > )\}) < /fdm—>0

/Afdm<oo.

kun A — oo, koska

O

Seuraava Lemma vahvistaa sen, ettd nollamittaiset joukot eivat vaikuta inte-

graaleihin.
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5.4. Lemma. Olkoot f,g: A — [0,00] mitallisia. Jos f(z) = g(xz) m.k. x € A,
nimn
/fdmz/gdm.
A A

N ={z € A: f(z) # g(2)} .

/Nfdm:O:/Ngdm

/fdm: fdm—l—/fdm: fdm
A A\N N A\N

:/ gdm = gdm+/ gdm
A\N A\N N

:/gdm‘
A

Seuraava lause on yksi integraaliteorian keskeisimmista lauseista.

Todistus. Olkoon

Koska m(N) = 0, niin

ja siten

5.5. Lause. (Lebesguen monotonisen konvergenssin lause) Olkoon fr : A —
[0, 00] nouseva jono (ts. fr(x) < frit1(x) kaikilla x ja k) mitallisia funktioita. Jos

f(x) = lim fi(x), =€ A,

k—oo
nin

/fdm: lim frdm.
A k=00 Ja
Todistus. Huomaa, ettd f on mitallinen (Seuraus 4.8). Koska

/fkdmg/fk+1dm§/fdm kaikilla & ,
A A A

on integraalien raja-arvo olemassa ja

lim/fkdmg/fdm.
k—oo A A

Olkoon 0 < A < 1ljau € YT, u< f Assa. Olkoon
A ={x € A: fi(x) > u(x)}, k=1,2,....

Talloin A; C A C As... ovat mitallisia ja

UAk :Aa
k=1
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koska kaikilla  joko Au(z) < f(z) tai f(x) = 0. Siten

/fkdmz fkdmZ/ /\udm:/\/ udm—>)\/udm,
A Ay, Ag A A

kun k — oo, koska yksinkertaisen funktion integraalilla on mitan jatkuvuusomi-
naisuudet (ks. huomautus 3.4). Siispé

lim/fkdmZ)\/udm.
k—oco J 4 A

Ottamalla supremum yli yksinkertaisten v saamme

lim/fkdmz)\/fdm,

mista vaite seuraa, kun A — 1. O

5.6. Seuraus. Olkoon f: A — [0,00] mitallinen. TdllGin on olemassa nouseva
jono yksinkertaisia funktioita u, € Y1 siten, ettd

f(x) = lim ug(x), Fkaikillexz € A

k—oo
ja

() /Afdm = lim ug dm .

k—oo [ 4

Kddintden, (*) on voimassa jokaiselle nousevalle jonolle uy, mitallisia, ei-negatiivi-
sia funktioita, joille f = limg_, o0 Ug.

Todistus. Seuraa monotonisen konvergenssin lauseesta 5.5 ja Lauseesta 4.9. O

Huomautus. Monotonisen konvergenssin lauseesta ja yksinkertaisen funktion in-
tegraalin lineaarisuudesta saamme helposti:

/ (f+g)dm = / fdm + / g dm kaikilla mitallisilla f,g: A — [0, c0],
A A A
kun valitaan ug, vy € Y1, up /" f javr / g, jolloin
[+ gydm = T+ 00, 4) = T, A) + 10 4) = [ fam+ [ gam.
A A A

Tama yleistyy aarettomille summille monotonisen konvergenssin lauseen avulla:

5.7. Seuraus. Olkoot f : A — [0, 00] mitallisia funktioita. Tdlldin

Agnm:génm.
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Seuraava tarkea lause, Fatoun lemma, todistetaan kayttamalla monotonisen kon-
vergenssin lausetta. Olisimme voineet toimia toisinkin pain: todistaa ensin Fatoun
lemma ja sitten sen avulla monotonisen konvergenssin lause — ne ovat tassa mielessa
ekvivalentteja.

5.8. Lause. (Fatounlemma) Olkoot fi, : A — [0, 00| mitallisia funktioita. Talloin

/n_mfkdms lim [ fdm.
A

k—o0 k—oo J A

Todistus. Muista, etta ala-raja-arvon maaritelman nojalla

lim fp = lim g;,
k— o0 j—oo
missa funktiot

g; = éleg I

muodostavat nousevan jonon mitallisia funktioita. Siten monotonisen konvergenssin
lauseen nojalla

/ lim frdm = lim g; dm = lim g; dm < lim frdm,
A k—oo AJ—o0 J—=Ja k—oo J A
missa viimeisin epayhtélo seuraa, koska gr < fi. O

Huomautus. Fatoun lemmassa raja-arvojen

lim f; tai lim frdm
k—oo k—oo J 4

ei tarvitse olla olemassa. Lemman epayhtalo voi olla aito, kuten seuraava esimerkki
nayttaa.

Esimerkki. Olkoot fi: [0, c0[— [0, 1],

1 L kun0<z<k
fk(ﬂi) = EX[O,IC} (x) = { g

,  kun x > k.
Té&ll6in fr — 0 (tasaisesti) R:ssé, mutta
. .1 :
lim fredm = lim —m([0,k])=1>0= / 0dm = lim fr dm.
k—o0 [0,00[ k—oo k [0,00] [0,00] k—oo

Edella olevaa esimerkkia muuntamalla on helppo nahda, ettd monotonisen kon-
vergenssin lausetta vastaava vaite ei pade vaheneville jonoille. Kuitenkin saamme:
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5.9. Lause. Olkoon fi : A — [0,00] laskeva jono (ts. fr(x) > fry1(x) kaikilla x
ja k) mitallisia funktioita ja

f(x) = lim fi(z), =« € A.

k—oo

Jos
/ fro dm < oo jollain ko,
A

nin
/fdm: lim/fkdm.
A k—oo J o

Todistus. Indeksointia muuttamalla voidaan olettaa, etta

/fldm<oo.
A

N={z e A: fi(x) = o0}

Siten joukko

on Lauseen 5.3 ii) nojalla nollamittainen. T&ll6in funktiot
fi(x) — fe(x), kunax € A\ N,

muodostavat A \ N:ssa nousevan jonon, ei-negatiivisia mitallisia funktioita. Mono-
tonisen konvergenssin lauseen nojalla

frdm — fdm:/ (fi—f)dm
A\N A\N A\N
= lim (fi = fx)dm
= fidm — lim frdm,
A\N k—oo J A\ N
josta
/fdm: fdm = lim fredm = lim frdm,
A A\N k—oo JA\N k—oo J 4
koska m(N) = 0 ja koska
/ fidm < oco.
A
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6. Integroituvat funktiot ja niiden integraaalit
Téassa laajennamme integraalin kasitteen merkkidnsa vaihtaviin funktioihin.

Misritelma. Olkoon A € M ja f: A — R mitallinen. Jos joko

/f+dm<oo tai /f_dm<oo,
A A

niin funktion f (Lebesgue-)integraali yli joukon A on

/Afdm:/Af*dm—/Af_dm.

Edelleen sanotaan, ettd f on integroituva A:ssa, merkitain f € L1(A), jos seki

/f+dm<oo etta /f_dm<oo.
A A

Huomautus. Integroida voidaan siis muitakin kuin integroituvia funktioita mikali
joko positiivi- tai negatiiviosan integraali on aarellinen — integroituvalle funktiolle
nama molemmat ovat aarellisia.

Joskus on hyva kirjoittaa muuttujat nakyviin integraaleihin:

Afdm=[4f<x)dm<x>=[4f(x)dx.

6.1. Lemma. Olkoon f: A — R mitallinen. Seuraavat ovat yhtéipitivii:
i) f on integroituva A:ssa (eli fT € LY(A) ja f~ € L1(A)).
ii) On olemassa integroituvat v > 0 ja v > 0 siten, ettd f = u — v.
iii) On olemassa integroituva g siten, ettda |f| < g A:ssa.
iv) |f| on integroituva A:ssa.

Todistus. ”i)=-ii)”: Valitse u = f* jav = f~. Oi)=is)
”ii)= iii)”: Valitaan g = u + v, jolloin g on integroituva ja
[fl=lu—v<u+tv=y.
Uid)=iid)

”iii)= iv)”: Koska |f| on mitallinen ja |f|* =|f], on

/|f|+dm§/gdm<oo ja /|f|_dm:/0dm:0<oo.
A A A A

Uiii)=iv)

"iv)= i)": Koska f* < |f| ja f~ <|f], on

/AfJ’dmg/A|f|dm<oo ja /Af_dm:/A]f|dm<oo,

joten f € L1(A). a
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Integroituvalle funktiolle f € L(A) pitee |f| < co m.k. A:ssa (Lemma 5.3).
Kaanteinen, ei ole totta.

Huomautuksia. a) Lemmassa 6.1 kaikki epéayhtélot voidaan korvata vastaavilla
m.k. voimassa olevilla epayhtaloilla.

b) Jos, kuten Lemman 6.1 kohdassa ii), on integroituvat u,v € L(A), joille
f=u— v, niin

f=u—v=f"—f" ei u+f =f"+v

ja siten Seurauksen 5.7 nojalla

/udm+/f_dm:/f+dm+/vdm,
A A A A
josta edelleen

/Afdm=/Aerdm—/Af_dmz/Audm—/Avdm.

6.2. Lause. (Integraalin lineaarisuus) Olkoot f,g € L1(A). Tilloin jokaisella
A € R funktiot'? \f ja f + g ovat integroituvia A:ssa ja

/A)\fdm:)\/Afdm sekd /A(f%—g)dm:/Afdm%—/Agdm.

Todistus. Koska (A\f)T = AfT ja (A\f)” = Af7, jos A > 0 seka (A\f)T = —Af" ja
(Af)” = =AfT, jos A <0, seuraa funktiota \f koskeva viite Lauseesta 5.2.

Summafunktiota f + g koskeva viite seuraa Lemmasta 6.1 ja sen jilkeisesta
huomautuksesta b), silla

fHg=U"=)+@ -9 ) =T+ - +97).
O

Huomautus. Integroituvat funktiot muodostavat hilan: jos f,g € L!(A), niin
max(f,g) € L'(A) ja min(f,g) € L1 (A). (harjoitustehtivi)

6.3. Lemma. Olkoot f,g € LY(A). Jos f < g m.k. A:ssa, niin

/Afde/Agdm ja ‘Afdm‘§A|f|dm.

Todistus. Olkoon
N={zeA: f(zx)>g(x)}.

Koska m(N) =0 ja

ff<g" ja fT>g  A\N :ssi,

2Huomaa, ettd koska |f| < oo ja |g| < co m.k., on summafunktio f + g on méiritely m.k.
A:ssa. Koska nollamittaiset joukot eivat vaikuta integroituvuuteen eika integraaleihin, meidan ei
tarvitse valittda, vaikka f + g ei olisikaan maéaritelty koko A:ssa — tarkastele vaikka nollajatkoa.
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seuraa Lauseesta 5.2

/Afdm:/A\Nfdm:/A\Nf+dm— A\Nf_dm

§/ gt dm — g dm = gdm
A\N A\N A\N

:/ gdm.
A

Toinen epéayhtélo seuraa tasté, koska f < |f]ja —f <|f]. O

Huomautus. Integroituvien funktioiden joukko £!(A) ei ole vektoriavaruus, koska
summafunktio f + g ei ole méiiritelty kaikilla f,g € L£L(A). Taméi vaikeus on
kuitenkin naennéainen, koska funktiot ovat m.k. &aarellisid, jolloin voitaisiin huo-
letta olettaa, etta integroituvat funktiot ovat &aarellisia. Myohemmin tulemme
kiertiméin timin vaikeuden samastamalla sellaiset kaksi £!(A)m funktiota, jotka
ovat m.k. samat.

Erittain hyodyllinen integraalin ominaisuus on sen o-additiivisuus:

6.4. Lause. Olkoot Ay, As,--- € M pareittain pistevieraita ja

A= U 4.
k=1

Jos f € LY(A), niin

AfdngAkfdm.

Todistus. Seuraa soveltamalla Lemmaa 5.1 funktioihin f* ja f—. O

Seuraava konvergenssilause on Lebesgue-integraalin tarkeimpia ominaisuuksia.

6.5. Lause. (Lebesguen dominoidun konvergenssin lause) Olkoot f, fr : A — R

mitallisia funktioita siten, ettd fr(x) — f(x) m.k. = € A. Jos on olemassa g €
LY(A), jolle
kaikilla k| frx(x)] < g(x) m.k. z € A,

niin f ja fr ovat integroituvia sekd
/fdm: lim frdm.

Todistus. Olkoon

N ={zeA: lim fi(z) # f(2)} U{z € A: lim fi(z) # f(z)}U

k—o0
0 U f € 41 |fula)] > o(a).
T&ll6in m(N) =0 ja

|f(x)| = klim |fe(x)| < g(x) kaikillax € A\ N,



42 MITTA- JA INTEGRAALITEORIA
joten f € LY(A\ N) (Lemma 6.1) ja edelleen f € L'(A). Samoin f;, € L1(A).

Olkoon
(2) _{ |fe(x) = f(x)|, kunxe A\N
I =0, kun 2 € N

ja h = |f| +g. Talléin h € L1(A) ja kolmioepayhtialon avulla m.k. z € A
h(z) = gr(x) = [f (@) + g(2) — [fr(z) — f(2)]
> [f(@)] + 9(z) = (Ife(2)| + £ (@)]) = 9(z) — | fe(z)|

>0,

joten Fatoun lemmaa 5.8 voidaan soveltaa:

/hdm: lim (h—gr)dm < lim [ (h — gg)dm
A A k—oo k—ooJ A
= / hdm — lim gr dm .
A k—oo J a4
Koska
/ hdm < oo,
A

seuraa tasta

m gk dm < 0.

k—>OO A

Mutta koska gr > 0, saadaan edelleen

0= lim [ gxdm = lim/|fk—f|dm7
k—oo [ 4

k—oo [ 4

josta Lemman 6.3 avulla

‘Lfkdm—Afdm]:|/4fk—fdm|§/A!fk—f|dm—>0.

Huomautuksia. a) Y14 todistettiin (ndennéisesti) vahvempikin tulos: Lebesguen
dominoidun konvergenssin lauseen oletuksin

lim / \f — fldm =0.
k—o0 A

O

b) Huomaa, ettd edelld saman dominantin g pitdd dominoida koko itseisarvo-

jonoa | fx|.
Jos A on aarellismittainen, ovat vakiofunktiot integroituvia, jolloin saamme
ns. rajoitetun konvergenssin lauseen:

6.6. Seuraus. Olkoon m(A) < oo ja f, fr: A — R mitallisia funktioita siten,
ettd fr — f m.k. A:ssa. Jos on olemassa vakio M < oo, jolle

\fe(x)| < M melkein kaikilla x € A,
niin f € LY(A) ja
/ fdm = hm fk dm .
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6.7. Seuraus. Olkoon m(A) < oo ja fr € LY(A) siten, etti fr — f tasaisesti
A:ssa. Télloin f € LY(A) ja

/ fdm= hm fkdm

Todistus. harjoitustehtava. O

Seuraavan lauseen ominaisuutta kutsutaan integraalin absoluuttiseksi jatkuvuu-
deksi.

6.8. Lause. Olkoon f € LY(A). Tdlloin jokaisella € > 0 on & > 0 siten, ettd jos
m(E) < 0, niin
/ fldz < c.
ANE

Todistus. Antiteesi: On olemassa ¢ > 0 ja jono E; € M siten, ettd m(E;) < 2-J
ja
/ |flde > e kaikilla j.
ANE,;
Olkoon .

Jj=Fk

jolloin By D Bo C B3 D ... ja
(B < S i) < 320 -
j=k j=k

Siten
xB, — 0 mk. A:ssa.

Edelleen, koska |f|xn, < |f|, seuraa dominoidun konvergenssin lauseesta

lim |fldz = lim/XBk|f|dm:O.
k=00 JAnBy k=004

Tama on vastoin antiteesia, koska

[ ez [ ldeze.
ANByg ANEy
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7. Konvergenssilauseiden sovellutuksia
Riemannin ja Lebesguen integraalit R:ssa.
Tarkastellaan'3 kompaktia R:n vilid I = [a,b], missi a, b € R. Riemannin integ-

raali maaritellaan porrasfunktioiden avulla. Funktio u : R — R on porrasfunktio,
jos u on yksinkertainen ja jokaisella ¢ € R joukko

{z: u(x) = ¢}

on joko () tai aarellisen monen valin yhdiste. Porrasfunktion « Riemann-integraali
yli valin [a, b] on I(u, [a,b]), mikd on yksinkertaisen funktion u Lebesgue-integraali
yli joukon [a, b].

Edelleen, rajoitetun funktion f : [a,b] — R Riemannin alaintegraali on

b
ala/f :=sup{I(g, [a,b]) : g porrasfunktio ja g < f valilla [a, b]}

ja fm Riemannin yldaintegraali on
b
yléi/f := inf{I(h, [a,b]) : g porrasfunktio ja h > f vélilla [a,b]}.
Edelleen, f on (Riemann-)integroituva, jos

b b
ala [ 7=yt [ 1

talldin f:n (Riemann-)integraali yli valin [a,b] on

b b b b
/f::/f(x)dm::ala/f:yléi/f.

Huomautus. On helppo havaita, etta rajoitettu funktio f on Riemann-integroi-
tuva valilla [a, b], jos ja vain, jos

b b
ala/f:—ala/(—f).

Huomaa, ettéd jos rajoitettu f on mitallinen, niin Lebesguen integraalin maari-
telmésta seuraa helposti, etta

b b
ala/fg/ fdmgyléi/f.
[a,b]

13Samantapainen tarkastelu toimii R™:ssi, mutta rajoitamme tarkastelun yksinkertaisuuden
vuoksi yksiuloteiseen tapaukseen.
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Siten Riemann-integroituvalle funktiolle funktiolle f Riemannin ja Lebesguen in-

tegraalit ovat samat,
b
[r=] tam,
[a,b]
a

mikéli f on mitallinen (f on aina mitallinen, minké todistamme seuraavassa lau-
seessa).
Lebesguen integraali laajentaa Riemann-integraalin kasitteen:

7.1. Lause. Jos rajoitettu funktio f : [a,b] — R on Riemann-integroituva, niin
f on Lebesgue-integroituva ja

b
/ f= fdm.
[a,b]
a
Todistus. Koska f on rajoitettu, niin vakion lisadmalla voimme olettaa, etta f > 0

(miksi?).
Riemannin integraalin maaritelman avulla loydamme helposti porrasfunktio-
jonot ux > 0 ja v > 0 siten, etta

b
ug < f, lim I(ug,[a,b]) = ala/f,
k—oo
a
b
v > ja hm I (v, [a, b)) /
Voidaan olettaa (tutkimalla tarvittaessa funktioita @, = max(ui,us,...,ur) ja
O = min(vy,va, ..., vk)), ettd jono ur on nouseva ja jono v laskeva. Olkoot

u= lim up ja o= lim vy.
k—oo k—o0

Téalloin monotonisen konvergenssin lauseen 5.5 ja sen laskevan version 5.9 nojalla

ala/f = lim uk dm = udm
k—oo [a,b]
ja
b
/f = hm v dm = vdm.
[a,b] [a,b]

Koska v —u > 0 ja

b b
/ (v—u)dm = vdm — udm:yl’al/f—ala/f:(),
[a,b] [a,b] [a,b] J J

seuraa, ettd v = u = f m.k. [a,b]:ll&. Siten f on mitallinen ja siten rajoitettuna
integroituva rajoitetulla vélilla [a, b]. Edelleen

/[a’b]fdmzala/bfz/bf,

ja vaite on todistettu. O
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7.2. Lause. (Lebesguen ehto) Rajoitettu funktio f on Riemann-integroituva
valillg [a, b], jos ja vain, jos f on jatkuva m.k. x € [a,b).

Todistus. Olkoon f ensin Riemann-integroituva. Lauseen 7.1 todistuksessa 16ysim-
me porrasfunktiojonot uy < f ja vy > f siten, ettd ug " f ja vp \, f m.k. valilla
[a,b]. Koska porrasfunktiot ovat jatkuvia paitsi &érellisen monessa pisteessé, on
joukko

Ny = U {z € [a,b]: ui tai vy on epajatkuva pisteessa x}
k=1
nollamittainen, m(/N;) = 0. Samoin joukko
Ny =A{z € [a,b]: klirn ug(z) < f(z)}U{zx € [a,b]: klim ve(z) > f(x)}

on nollamittainen. Siten m(/N; U N3) = 0. Funktio f on jatkuva joukon Nj U Ny
ulkopuolella Lemman 7.3 nojalla, ts. f on jatkuva m.k. = € [a, b].

Olkoon, kdéntden f on jatkuva m.k. = € [a,b]. Téll6in on olemassa porrasfunk-
tiojonot up, < f ja vy > f siten, ettd ug " f ja vr \, f m.k. valilla [a,b] (ks.
Lemma 7.4). Nyt

b
ala/fZ/ up dm — fdm
o [a,b] [a,b]

ja
b
yléi/fg/ v dm — fdm,
[a,b] [a,b]
a
joten
b b
yla / f <ala / f
a a
ja f on siten Riemann-integroituva. O

Seuraavia kahta lemmaa kaytettiin Lauseen 7.2 todistuksessa.

7.3. Lemma. Olkoon u, nouseva jono ja vy viheneva jono ja f sellainen funktio,
etta

ug(z) < f(z) <wvk(x)  kaikilla k .

Jos funktiot uy, ja vy ovat jatkuvia pisteessd xqg ja jos

lm wug(zo) = f(x0) = kli)H;o vk(zo) ,

k—o0
on f jatkuva pisteessd x.

Todistus. Olkoon x; — xg. Talloin
up(z;) < f(x;) <wvp(x;) kaikilla j,
joten jatkuvuuden nojalla

up (o) = liminf uy(z;) <liminf f(z;) <limsup f(z;) < limsupvg(z;) = vi(xo),
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mista
f(xo) = sup ug(zp) < hmmff(xj) < limsup f(z;) < mka(x]) f(zo).
k Jj—00
Siis
o) = lim f(zy)
joten f on jatkuva pisteessa xg. O

7.4. Lemma. Olkoon f rajoitettu ja jatkuva m.k. x € [a,b]. Tdlldin on olemassa
nouseva porrasfunktiojono uy siten, ettd

up(x) < f(z)  kaikilla k
ja
kh—{go ug(z) = f(x) mk. z€la,b].
Todistus. Voidaan olettaa, etta f > 0. Olkoon
N = {x € [a,b]: f on epdjatkuva pisteessé x}
ja valitaan avoimet joukot G; D G2 D --- D N siten, etta

1

Kiinnitetdén j. Koska f jatkuva [a,b] \ G;:ssd, on jokaisella x € [a,b] \ G, avoin
vali I, 5 z, jolle

If(x) — fly)] < % kaikilla y € I, N [a, b].

Koska [a, b] \ G; on kompakti, darellinen méérd em. véleja I, , I,,, ..., I, peittdd
la, b]\G;:n. Néita vileja pilkkomalla saadaan pareittain pistevieraat (ei vélttamatta
endd avoimet) valit Iy, Iy, ... I, jotka peittavét [a,b] \ G;:n ja joille z; € I; ja

1
\flx) — fly)] < ; kaikilla y € I; N [a, b)].
Olkoon
b 1
= Z(f(iﬁi) - E)Xzi (2).
Talloin u; on porrasfunktio, u; < f
<

luj(z) — f(x)] kaikilla = € [a,b] \ Gj.

Sl

Siten .
uj — f a,b]\ () Gj:ssa.
j=1

[e.e]
Koska m( () G;) =0, saamme u; — f m.k. valilla [a, b].
j=1
Porrasfunktiojonosta u; tehdaén nouseva asettamalla, tavalliseen tapaan,

G (z) = max(u (x), uz(x), ..., u;j(z)).
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Huomautus. Lebesgue-integroituvia funktioita on tosi paljon enemmén kuin Rie-
mann-integroituvia, esimerkiksi xyq on tallainen.

7.5. Seuraus. Olkoon f: R — R ei-negatiivinen ja Riemann-integroituva
kaikilla suljetuilla vdleilld [a,b] C R. Tdlloin f on Lebesgue-integroituva R:ssd, jos

ja vain, j0s
k
lim | f
k—oo
—k

on olemassa ja darellinen. Tdlloin ko. raja-arvo on epdoleellinen integraali

[ o

Todistus. Koska f on Riemann-integroituva kaikilla suljetuilla véleilld [a,b] C R,
on f Lauseen 7.1 nojalla mitallinen ja

/ku/[_kk]fdmz/RfX[—k,mdmﬁ/Rfdm,
e ’

missa konvergenssin takaa monotonisen konvergenssin lause. O

Huomautus. Ositusta f = f — f~ kiyttamallad saadaan 7.5:n yleistyksena tulos
myo0s vaihtuvamerkkisille funktioille. Talloin pitda kuitenkin olettaa, etta epéoleel-
linen Riemann-integraali

on olemassa eli, etta

— o0
suppenee itseisesti (harjoitustehtdva: formuloi ja todistal).

Esimerkki. Vaihtuvamerkkisille funktioille epaoleellinen Riemann-integraali voi
olla olemassa, vaikkei funktio olisikaan Lebesgue integroituva: olkoon

x

0 , kun z < 0.

sinz - kyn x> 0,
) ={

Talloin epéoleellinen Riemann-integraali suppenee,

/ sinz _ g (katso kompleksianalyysi)
T
0
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Kuitenkaan f ei ole ole Lebesgue-integroituva, koska

=

sin x sinx

dm

T T

dm > /
k:z::l [(k—1)m, k7|

> — |sin x| dm
Z km [(k—1)m,km|

1
—/ |sin z| dm
b Jio.xl

= 1
|sinz|dm » —
/[0,71'[ k;zzl k

I
3=

kun n — oo.

Integraalin esityslause (Lebesguen maéaéiritelm3).

7.6. Lause. Olkoon f: A — [0,00] mitallinen, A € M,,. Tdlloin

/Afdm = 7m({x € A: f(z) > t}) dt.

Huomautus. Viitteessa olevaa integrandia
g(t) =m({x € A: f(x) >t}), t>0,

sanotaan f:n distribuutiofunktioksi. Se on vaheneva, joten g on Riemann-integroi-
tuva suljetuilla [0, co[:n osavileilld. Siten Lauseen 7.6 oikeanpuoleinen integraali
voidaan tulkita joko epaoleellisena Riemann-integraalina tai Lebesgue-integraalina
R:ssa.

Todistus. Todistuksen perusrakenne on tavanomainen: havaitaan, etta vaite on
selvd mitallisen joukon karakteristiselle funktiolle, helppo yksinkertaisille funktioille
ja yleinen tilanne seuraa konvergenssilauseesta.

1. Olkoon u € YT,

k
u(z) = ZCjXAj (z),

missd A; € M ovat pareittain pistevieraita ja 0 = ¢y < ¢ < cp < --- < ¢. Nyt
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naemme induktiolla

/m({m € A u(z) > t)) dt = /m({:c € A u(z) > 1)) dt

Cj

1=y
7

:Z AmAZ i — Cii1)
=1

2. Valitaan u; € YV siten, ettd u; / f (Lause 4.9). Jos merkitadn

9i(t) = m({z € A: u;(z) > t}),

niin g;:t muodostavat nousevan jonon, ei-negatiivisia, mitallisia funktioita ja

9i(t) = g(t) = m({x € A: f(x) > t})

Lauseen 2.12 nojalla. Siispa monotonisen konvergenssin lauseesta 5.5 saamme koh-
taa 1. kayttamalla

[e.9]

/m{xGA flx) >t})dt lirgo m({x € A: uj(z) > t})dt
li)m u]dm

/fdm

Muuttujanvaihdolla saamme:

7.7. Seuraus. Olkoon 0 < p < oo ja f: A — [0,00] mitallinen. TdllGin

oo

/Afpdmzp/tp_m({xeA:f()>t} /m{xeA f(z) > t})dt?.

0
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Parametrista riippuvat integraalit.

7.8. Lemma. (Jatkuvuuslemma) Olkoon X € M,, jaY € M,, seki f: X xY —
R sellainen funktio, jolle

a) Kaikilla y € Y funktio x — f(x,y) on integroituva X :ssd.
b) Kaikilla x € X funktio y — f(x,y) on jatkuva pisteessd yo € Y.
¢) On olemassa integroituva funktio h: X — [0, 0], jolle

|f(z,y)| < h(z) kaikilla (z,y) € X x Y.

Tdlloin funktio

mwzﬁﬂawm

on jatkuva pisteessa yg.

Todistus. Olkoon y; — yo ja tarkastellaan funktioita

fi(@) = f(z,y;).
Talloin f; € LY(X), fi(z) — f(z,yo) kaikilla z € X ja |f;(z)| < h(z). Niin ollen

Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseesta 6.5 seuraa

wmzéﬁwmﬁéﬂmmm:M@

joten ¢ on jatkuva pisteessa yq. O

7.9. Lemma. (Differentiointilemma) Olkoon @ C R™ avoin ja Y € M,, sekd
f:QxY — R sellainen funktio, jolle

a) Kaikilla x € Q funktio y — f(x,y) on integroituva Y :ssd.
b) Kaikilla y € Y funktiolla x — f(x,y) on i. osittaisderivaatta

0
B, f(z,y)  jokaisella x € .

c) On olemassa integroituva funktio h:' Y — [0, 0], jolle

| 0
a(Ei

flz,y)| < hly)  kaikilla (z,y) € Q x Y.
Tdalloin funktiolla ¢ : 0 — R,
p(r) = /Yf(w, y)dy

on . osittaisderivaatta 2:ssa. Lisdksi funktio y — % (x,y) on integroituva ja

0 )
oz, p(r) = /Y o7, f(z,y)dy
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Todistus. Olkoon x € Q) jat; € R, t; — 0. Olkoon e; . kantavektori. Funktiot

flx+ties,y) — flz,y)
tj

9i(y) =

ovat mitallisia ja

0
95 (y) — axif(ﬂc,y)-

Siten osittaisderivaatta on mitallinen ja c)-kohdan ja Lebesguen dominoidun kon-
vergenssin lauseen 6.5 nojalla

o(x +tje;) — () :/ng(y)dyﬁ/yﬁf(x,y)dy-

tj

7.10. Esimerkki.

Lasketaan

1
log
1+

0

Geometrisesta sarjasta saadaan

1
1+

= i(—l)kaxk, kun z €]0, 1].

Jos

niin f;:t integroituvia ja
o0
@) < =) aFlogx  (x€0,1])
k=0

ja monotonisen konvergenssin lauseen avulla

1 oo
O/}; z¥|log x| dx = — Z/x logxd:n—z(ki )2 < 00.

Nain ollen voimme soveltaa Lebesguen dominoidun konvergenssin lausetta 6.5 ja

14 Osittaisintegroimalla

1 1
1 1 1 1 1 1
k _ k+1 k41 _ k1
log zdr = —— logx — —— Cdr = ——— .
/w ogxdx k’—l—lé T ogx k+1/w - T (k—l—l)QA x
0 0
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Saamine

|
|
[]e
=~
+1L
=
[\

missé sarjan summa saadaan (esimerkisi) Fourier-sarjan avulla.
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8. Fubinin lause Lebesgue-integraaleille

Téssa luvussa todistetaan iteroitujen integraalien kaava eli Fubinin lause Lebes-
gue-integraaleille.

8.1. Lause. (Fubini) Olkoon n = p+ q, missi p,q € N, ja f: RP x R? — [0, o]
matallinen R"™:ssa. Talloin

i) mg-m.k. y € R? funktio x — f(x,y) on mitallinen RP :ssd.
i) mp-m.k. x € RP funktio y — f(x,y) on mitallinen R9:ssd.
iii) Funktio

Y — f(z,y)dmy(z)  on mitallinen R :ssd.
RP

iv) Funktio

T f(x,y)dmy(y)  on mitallinen RP :ssd.
R4

| tewdm, = [ [ ) dm, @) dmg (o)
=[]y dmy ) dm(a).
R» JRa

Todistus®. Symmetriasyisti riittdéd osoittaa, ettd kohdat i), iii) ja v)mn ensimmaéi-
nen yhtasuuruus ovat voimassa.
Olkoon
Q ={f: R? x R? — [0, 00] mitallinen : i), 7ii) ja v), ovat voimassa f:lle}.
Osoitetaan, ettd @ sisdltdd kaikki mitalliset f: R? x R? — [0, o0].
A. Olkoot I C RP ja J C RY valeja. Talloin on selvaa, etta f = x5 xs € Q.

B. Olkoon f; € @ nouseva jono ja f; — f. Talloin f € Q:
Selvésti f on mitallinen. Olkoon E; C RY sellainen, ettd m(E;) = 0 ja funktio

x — f;(x,y) on mitallinen R”:ssé kaikilla y € R?\ E; .
Nyt jos E = |J Ej, niin m(E) = 0 ja funktiot
j=1
x — f;(x,y) ovat mitallisia RP:ssé kaikilla j ja kaikilla y € R\ E,

josta antamalla j — oo saamme, etta

x +— f(x,y) on mitallinen RP:ssé m.k. y € R?,

15Todistus on pitkillinen, mutta suoraviivainen: tarkistetaan, ettd mitallisten joukkojen karak-
teristiset funktiot toteuttavat viitteen ja ettd rajankdynnit sujuvat toivotulla tavalla.
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eli i) funktiolle f. Ominaisuus iii) seuraa, silld monotonisen konvergenssin lauseen
5.5 nojalla

wi(y) = - fi(x,y) dmy(z) — Rpf(x,y)dmp(w)zsa(y),

joten ¢ on mitallinen RY:ssa. Edelleen, monotonisen konvergenssin lause 5.5 antaa

f(x,y) dmn — /Rn fj(:lj?y) dmn

R~

_ / £, ) dmy(x) dmg (y)
Ra JRP

= / @i (y) dmg(y)
R¢

= @(y) dmg(y)

= [t dmy@ydmy (o).

eli kohta v). Siis f € Q. OB

Seuraavaksi havaitaan:

C. Jos f,g € Q, niin af + Bg € Q, kun «, 3 € [0, 00[. Edelleen, jos 0 < g < f ja
g € LY(R"), niin f — g € Q. (harjoitustehtivi)

D. Olkoot Ej € My, By D E3 D ... Jos xg; € Q jam(E;) < oo, niin xg € Q,
missé E = ﬂ E;:

7j=1
Ominaisuus i) saadaan kuten kohdassa B edelld. Koska m(E;) < oo, seuraa

v):sté, ettéd
mgmk. y e RY: my,({z e RP: (z,y) € E;} < o0,

joten Lauseesta 5.9 saadaan, ettd m,-m.k. y € R?

wi(y) = /R Xg; (z,y) dx — - xe(7,y)dr = ¢(y)

ja siten ¢ on mitallinen R%:ssa. Edelleen

| xewdn, [ e, @y)dm,
/Rq/Rpr 2,9) diy () dimy ()
- /R o3(y) dmy(y)

p(y) dmq(y)

LqAPXExydmp<>qu<>,

eli kohta v). Siis xg € Q. Op
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E. Jos G C R" on avoin, niin yg € Q:
Alla olevan Lemman 8.2 nojalla

G= U I,
k=

1

missa [ ovat pareittain pistevieraita R":n valeja. Talloin

J
XG = hm E XTIy »
J—00
k=1

joten kohtien A ja C nojalla yg on @:n funktioiden muodostaman nousevan jonon
rajafunktio ja siten @Q:ssa kohdan B nojalla. Or

F. Olkoon B C R" rajoitettu Gs-joukko, ts.

B= NG
k_

=1

missa G; D G2 D ... ovat rajoitettuja, avoimia R™:n osajoukkoja. Talloin xp € Q.
Tama seuraa E:sta ja D:sta. OrF

G. Jos m}(N) =0, niin yy € Q:
Lebesgue-mitan maaritelmén nojalla on olemassa Gs-joukko B C R”, jolle N C
B ja m(B) = 0. Tallon kohdan F nojalla xyp € @ ja siten

0= [ xotgydm, = [ ([ xoley)do)dy.

/ xs(z,y)dz =0 mk. yeR
RP

joten

ja edelleen
mk. yeR?Y: xp(z,y)dr =0 mk zecRP.

Koska 0 < yn < xB, seuraa tasta
mk. yeRY: xn(z,y)dr=0 mk. z€RP,

mista on selvaa, ettd yn € Q. O

H. Jos E C R on mitallinen ja rajoitettu, niin yg € Q:
Lauseen 2.13 (todistuksen) nojalla on rajoitettu Gs-joukko B D E, jolle m(B \
E) = 0. Siten kohtien F ja G valossa x B, xp\r € @, joten kohdan C nojalla

XE =XB —XB\E € @,

koska 0 < XB\E < XB- Oy
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I. Yleinen tapaus: jos f: R™ — [0, c0] on mitallinen, niin f € Q:
Olkoon f; € YT nouseva jono, jolle f; — f (Lause 4.9). Talloin

T

g; = ijB(O,j) = Zak,jXAk,jﬂB(O,j) €Q
k=1
kohtien C ja H nojalla. Koska g; /" f, saamme kohdasta B, ettd f € Q. O

8.2. Lemma. Jos G C R" on avoin, nitn G on numeroituva yhdiste pareittain
pistevieraista muotoa
I =ay,b1[x - X [an,by|

olevista valeistd.
Todistus. Olkoon k € N. Jaetaan R"™ koordinaattihypertasojen suuntaisilla (n—1)-

tasoilla ”puoliavoimiin” kuutioihin, joiden sivusirmien pituudet ovat 27%; saadut
kuutiot ovat muotoa

i+l g2 ja+1
missé. j1, j2, - .. jn € Z. Olkoon N}, niin saatujen kuutioiden joukko!®.
Maaritellaan
P ={leN:1CG},
Po={IeNs: I CGjalnJ=0kaikilla J € P, },

ja edelleen rekursiivisesti

Jn Jnt+1
X"'X[Q_k72—k[7

j—1
Pj={leN;: ICGjalnJ=0kaikilla J € |J P},
=1

K3
Talloin
oo
P=JP
j=1
on numeroituva kokoelma pareittain pistevieraita ”puoliavoimia” kuutioita.
Osoitetaan, etta

G=UI.
Iep
Selvasti
GD> UI.
IEP

Jos x € G, niin on pallo B(x,r) C G. Kun k on niin iso, etti

\/EQ_k <,

on I € Ny, jolle x € I C B(z,r) C G. Talloin joko I € Py, tai I € P; jollain j < k.
Molemmissa tapauksissa

zrelc U J,
JepP
joten
G= U J.
JepP

16 Joukkoa N} kutsutaan R™:m k. sukupolven dyadisiksi kuutioiksi.
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Esimerkkeji. 1. Jos A C R? on mitallinen, niin

7"’02(14)=/R2 XA dm2=/R(/RXA(%?J)dl‘)dyZ/le(Ay)dy,

missé (kun y € R)
A, ={zeR: (z,y) € A}. (A y-sektio)

Erityisesti, jos ma(A) = 0 on m;(4,) = 0 m.k. y € R. Ja jos ma(A) < oo, niin
mi(Ay) <oomk. yeR.

2. Olkoot A C RP ja B C R? mitallisia. Talloin A x B € M,,, n = p+gq
(harjoitustehtéva. Varoitus: R™:ssé mitallisia joukkoja on kasapdin muitakin kuin
tulomuotoa olevat.) ja Fubinin lauseen nojalla

(A B) = [ amdm, = [ xa)xa() dm,

n

B /Rq( /R xa(x)xs(y) dr) dy

- </Rp m(w)da:)(/m v (y) dy)
— mp(A)mq(B).

Soveltamalla Lausetta 8.1 funktion positiivi- ja negatiiviosiin saamme (HT):

8.3. Lause. (Fubini) Olkoon n = p + q, missi p,q € N, ja f: R> x R? —» R
mitallinen R"™:ssd siten, ettd ainakin yksi integraaleista

/Rn'f'dm"’ /R /R |[f(z.y)ldedy  tai /R/R f(x,y)| dy da

on aarellinen. Talloin
i) mg-m.k. y € R? funktio x — f(x,y) on integroituva RP :ssd.
ii) mpy-m.k. x € RP funktio y — f(z,y) on integroituva R9:ssd.
iii) Funktio
Y — f(z,y)dmy(z)  on integroituva R :ssd.
RP
iv) Funktio
x f(z,y)dmy(y)  on integroituva RP :ssd.
R4
V) fe LR jo

F(w,y) dmy, = / £, ) dmp() dimg(y)
R” R? JRP

— / f(,y) dmg(y) dmy(z)
Rpr R4
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Huomautus. Vaihtuvamerkkiselle funktiolle Fubinin lauseen soveltamisessa pitaa
olla tarkkana, etta integroituvuusehto tayttyy. Esimerkiksi funktiolle

sinx, kun z € [0,27],y € R

f(z,y) :{

0, muutoin,

(] faanyay= [ oam=o.
A(Af(m,y)dy)dw

integraali

mutta integraali

ei ole jarkeva, koska

00, kun z €]0, 7]
/ f(z,y)dy =< —oo, kun z €]r,2n|
R .
0, muutoin.

Integraalilaskennan kurssilla on kasitelty Fubinin lauseen sovelluksia. Seuraa-
vassa pari esimerkkia.

Esimerkki. Olkoon
A={(z,y,2) eR*: 0< 2 <2 2% —¢°}.
Jos z € R, niin

A, = {(I‘,y)l ($,y,Z) EA}
_{{(m,y):x2+y2§2—z)€A}, jos 0< 2z<2
0, jos z < 0 taiz > 2.

Fubinin lauseen avulla

00 2
ms(A) = /mg(Az)dz:ﬂ/Q—zdz:%r.
—o0 0

Esimerkki. Olkoon

dry — x? — 9

flx,y) = (z +y)*
0, jos x < 0 tai y < 0.

, Jjosx>0jay>0,

Jos y > 0, niin kaikilla a > 0:

a

O/f(fr,y)dwz

a’® — ay

(a+y)?
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Koska A ) )
Lﬁ) jOSOSxSl
dy+1+y )
—— josx > 1,
x

jaxz=2 € L1([1,00[), on

/|f<x,y>|dx<oo,
0

/f(:z:,y)d:c: lim /f(x,y)dg;:
R a—>ooo

Koska f(z,y) = f(y,x), saadaan

/R/Rf(x’y)dxdy:():/R/Rf(w,wdyda:.

Kuitenkaan f ¢ £'(R?), silld jos olisi, niin Fubinin lauseesta 8.3 seuraisi, ett#

szde/R/Rf(x,y)dxdy:o.

Toisaalta talloin olisi myds |g; f| < |f] € L1(R?), missi

joten

95 = X[0,5]x[0,4] »

joten dominoidun konvergenssin lauseen ja Fubinin lauseen nojalla

0= fdm2 = hm g;f dmo
R2
hm//fxyda:dy
j—00
J —Jy

= lim
oo | G+y)? Y
0

g 7y
= lim - 5
i—oolo (j+y)
i P
= um -—

j—oo 452

1
=—#0.
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9. Absoluuttisesti jatkuvat funktiot

Analyysin peruslauseen mukaan jatkuvasti derivoituva reaaliakselin funktio saa-
daan derivaatastaan integroimalla takaisin. Valiarvolausetta kayttamalla on melko
helppo nahdé, ettd myos derivoituvalla funktiolla, jonka derivaatta on rajoitettu on
sama ominaisuus. Klassinen kysymys on, milla funktioluokalla on tdméa ominaisuus:
funktio palautuu derivaatasta integroimalla. Osoittautuu, etta oikea funktioluokka
on absoluuttisesti jatkuvat funktiot.

Maaritelma. Funktio f: [a,b] — R on absoluuttisesti jatkuva, jos jokaisella ¢ > 0

on olemassa 6 > 0
k
Z flaj)] <e

aina, kun |a;,b;[, 7 =1,2,..., k:, ovat valin [a, b] pareittain pistevieraita osavileja,
joille

N

(Ul by Zw —ayl <4,
Jj=

Selvasti absoluuttisesti jatkuva funktio on jatkuva. On myo6s helppo nahda, etta
jos f ja g ovat absoluuttisesti jatkuvia, niin myos funktiot Af, A € R, f + g ja fg
ovat sita. Huomaa, ettd maaritelman ehto on voimassa myos numeroituvan monelle
pistevieraalle valille.

9.1. Lause. Olkoon f: [a,b] — R. Tdlloin f on absoluuttisesti jatkuva, jos ja
vain, jos f on derivoituva m.k. x €|a,b|, f € L([a,b]) ja

f(x) = f(a) + f'(y)dy  kaikilla x € [a,b].

[a,z]

Todistus. ”<" T&méi on helpompi puoli: olkoon & > 0. Koska f’ € L1([a,b]),
seuraa integraalin absoluuttisesta jatkuvuudesta (Lause 6.8), ettd on § > 0, jolle

/ 'l de < ¢
E

aina kun E C [a,b] on sellainen, ettd m;(E) < ¢. Erityisesti, jos |aj,b;[, j =
1,2,...,k, ovat vilin [a, b] pareittain pistevieraita osavéleja, joille

N

mlpu a;,b; Z|b —aj| <9,
J=

Saamine

k

MIDENTIES SN I

j=1 vlaj.bj]

Pl [ Ifldy<e
U Jas 651
j=1
joten f on absoluuttisesti jatkuva.
”=" Toinen suunta on huomattavasti syvéallisempi emmeka todista sitd tassa
(katso esim Bruckner, Bruckner & Thomson tai Rudin: Real and complex analysis).
O
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Ei ole kovin vaikeaa n&hd4, ettd absoluuttisesti jatkuva funktio f: [a,b] — R on
esitettavissa kahden kasvavan funktion erotuksena:

9.2. Lause. Olkoon f: [a,b] — R absoluuttisesti jatkuva. TdllGin on kasvavat
funktiot ¢ ja 1, joille

f(x)=p(x) =) kakilla z € [a,b].

Todistus. Olkoon (z € [a, b))
k
Vi(a,x) = sup{z \f(z;) = flzj—1)|: keN, a=zy<21 < - <z =2}
j=1

Tallsin p(z) = Vi(a,z) on vililld [a, b] kasvava ja rajoitettu'” funktio: Kasvavuus
on selva, mikali ¢ on reaaliarvoinen. Rajoittuneisuus: Valitaan absoluuttisesti
jatkuvan funktion méaéritelméassa lukua e = 1 vastaava luku d ja olkoon n € N niin
suuri, etta
b—a
n

<9.

Olkoon a = xg < 1 < -+ < x = b vilin [a,b] jako; lisadmalla tarvittaessa
jakopisteita voidaan olettaa, etta pisteet

b—a
xkj:a—f—jT, 7=0,1,2,....n

ovat mukana jaossa. Talloin

k n
Z!f(l“j)—f(ﬂ?j—1)| SZ | |f(z5) = f(zj-1)] < n,

joten Vi(a,x) <n < oo. Ov; rajoitettu
Nyt
f(&)) = Vf(aax) - (Vf(a’,aj) - f(.T)) )

missé my6s Y (x) = Vi(a,z) — f(x) on kasvava: jos x1 < 2, niin

Y(w2) —P(x1) = Vi(a,22) — fw2) — (Vi(a,21) — f(21))
= Vi(z1,22) — (f(22) — f(21))
> |f(x2) = f(z1)] = (f(z2) = f(z1)) 2 0.

17Sanotaan, ettd f on rajoitetusti heilahteleva.
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Alla (9.3) konstruoimme jatkuvan, kasvavan funktion (jopa aidosti kasvavan),
joka ei ole absoluuttisesti jatkuva. Absoluuttisesti jatkuvan funktion derivoitu-
vuus m.k. nahdain esimerkiksi nayttamalla ensin, ettd monotoninen funktio on
derivoituva m.k. ja kayttamalla sitten lausetta 9.2.

Huomautus. Lauseen 9.2 todistuksessa naytettiin, etta absoluuttisesti jatkuva
funktio on rajoitetusti heilahteleva:

Olkoon f: [a,b] — R. Sanotaan, ettd f on rajoitetusti heilahteleva, jos
k
Vi(a,b) = sup{2|f(a:j) —flzjm)|keN,a=zp <z < - <zxp =2} <00.
j=1

Lauseen 9.2 todistuksen avulla todetaan helposti seuraavat ominaisuudet (HT):
i) Jos f: [a,b] = R jaa < c <b,niin Vi(a,b) = Vi(a,c)+ Vi(c,b).
ii) Rajoitetusti heilahteleva funktio f: [a,b] — R on rajoitettu.
iii) Kasvava funktio f: [a,b] — R on rajoitetusti heilahteleva.
iv) Funktio f: [a,b] — R on rajoitetusti heilahteleva, jos ja vain, jos on ole-
massa kasvavat ¢, 9: [a,b] — R, joille

f(x) =¢(x) —¥(x) kaikilla z € [a,b].

Huomautus. Jos f: [a,b] — R on absoluuttisesti jatkuva, niin
m(f(F)) =0 aina, kun F C [a,b] ja m(FE)=0.

Nimittéin, jos € > 0, niin joukko E voidaan peittdd numeroituvan monella pareit-
tain pistevieraalla avoimella valilla ]a;, b;[, joille

m(

I3

laj,b;[) <4,

71=1

missa § on absoluuttisen jatkuvuuden maéritelman antama. Nyt
oo

(+) D )~ flap)l<e
j=1

olivatpa pisteet x;,y; € [aj,b;] valittu kuinka hyvénsa. Erityisesti ndin on, mikéli

f(zj) = min f ja  f(y;) = max f.

la;,b;] la;,b;]
Naille - -
£8) < £(Oas) © U 17Ge) 5]

ja oikealla olevan joukon mitta on ¢ epayhtélon (*) nojalla.
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9.3. Cantorin %-joukko ja Cantorin funktio.
Olkoon I = [0,1]. Poistetaan vilin I keskeltd avoin véli I; ;, jonka pituus on
1

3 (siis Iy :]%, %[) Télloin jaljelle ja& kaksi suljettua vélia Ji; ja Ji 2, joiden
molempien pituus on % (huomaa: Ji1 = [0, 1] ja Ji2 = [2,1]). Merkitdén

2
01 = J171 U JLQ jolloin m(Cl) = g

Jatketaan samaan tapaan: Poistetaan valien Ji 1 ja Ji 2 keskeltd avoimet valit
Iy C Ji1ja Ia2 C Ji2, joiden kummankin pituus on kolmannes emovalin pituu-
desta,

(L) = %m(JM) _32 i—12.
Jéljelle jaa nelja suljettua valia Jo ;, 7 = 1,2, 3,4, joiden kunkin pituus on
m(Ja;) =372, j=1,2,34,
ja merkitaan

4 2
Cy= 2, jolloin m(Cy) =432 = (§)2.
j=1

Jatketaan rekursiivisesti: j. vaiheessa joukko C; koostuu 27 pistevieraasta sulje-
tusta valista J;;, 1 =1,2...,27, joille

m(Jj,i) = 37j .

Konstruoidaan joukko Cj41: otetaan jokaisen vélin J;;,7 =1,2... 27| keskelt pois
avoin vali I, ;, jonka pituus on

1 L
m(ljy1,:) = §m(Jj,z‘) =371,

Kullekin valille jaa kaksi Suljettua valia Jj_|_1721'_1, Jj_|_172i C Jj,i, joﬂle
Jii\ Lix1,i = Jj1,2i-1 U Jj11,2i

Olkoon

9J+1 . i 2 .
Cit1= U Jjrri Jjolloin m(Cjpq) = 27+137771 = (g)JH '
i=1

Havaitaan, ettd C7 D Cy D ..., jolloin
(0. @]
C=NC¢C;
j=1
on suljettu joukko ja

m(C) = lim m(C;) = lim (2)3 =0.

Jj—00 J—00
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Huomaa, ettd C' # (), koska esimerkiksi vélien J;; péétepisteet kuuluvat selvésti
sinne. Kohta ndemme, ettd C' on ylinumeroituva. Joukkoa C' sanotaan Cantorin %—
joukoksi. Se on kompakti, ylinumeroituva joukko, jolla ei ole sisépisteité (koska se
on nollamittainen). Voidaan myos osoittaa, etté jokainen C:n piste on sen kasautu-

mispiste.

Huomautus. Tamankaltaiset joukkokonstruktiot ovat tavallisia nykyanalyysissa.
Pienentamalla poisotettavia joukkoja sopivasti saataisiin jaljelle jaavasta joukosta
positiivimittainen (harjoitustehtava).

Samantapainen konstruktio voidaan tehdd myos R"™:ssa.

Maééritelladn seuraavaksi Cantorin funktio ¢: [0,1] — [0, 1],

0 josx =0
Y(z) = 2 kun z € I;;

sup{¢(t):te I\C,t <z} joszeC\{0},

ts. 1 on jokaisella konstruktiossa poisotetulla avoimella valilla vakio ja loppuosassa
1 taydennetaan jatkuvaksi. Ei ole kovin vaikeaa nahda suoraan konstruktiosta,
etta

i) 1 on kasvava.
ii) v on jatkuva.l
iii) ([0, 1]) = [0, 1].
Néistd viimeinen seuraa Bolzanon lauseesta ja v¢:n jatkuvuudesta, silla ¢(0) = 0
ja(l) =1.
Koska 1 saa vain numeroituvan monta arvoa C:n ulkopuolella, mutta sen kuva-
joukko on ylinumeroituva, on C':n oltava ylinumeroituva.
Huomaa, ettd ¢ on derivoituva m.k. = € [0,1] ja jokaisella = €]0,1[\C

8

¥(2) = 0.
Funktio v ei ole absoluuttisesti jatkuva, koska!®

2i —1
20 7

m((C)) >m{y €10,1]: z # jEN,i=1,2,...,277 1) =1>0,

tai koska (vrt 9.1)
P(1) # 0 =4(0) + W' dm.

[0,1]

Huomautus. Olkoon v: [0,1] — [0, 1] Cantorin funktio. Maarittelemalld

f(z) =z +9(x)

184):m jatkuvuuden saa helposti todistetuksi myds konstruoimalla jonon 1, joka koostuu paloit-
tain lineaarisista funktioista, joille ¢;(0) = 0, ¥;(1) = 1 ja ¥j(x) = %, josk <jjaxecl,.
Talloin 1; — 1 tasaisesti.

190n helppo nihda, etti itse asiassa ¥(C) = [0, 1].
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saadaan aidosti kasvava, jatkuva bijektio f: [0,1] — [0, 2], joka ei kuitenkaan ole
absoluuttisesti jatkuva.

Huomautus. Cantorin joukko C' voidaan hahmottaa myo6s ”osoitekoodin” avulla:
Pisteen = € C osoite saadaan kertomalla Cantorin konstruktion joka vaiheessa,
kumpaanko jaljellejadvaan osavaliin piste kuuluu. Ts. 1. vaiheessa xz € Ji; tai
x € J12. Jos x kuuluu vasemman puoleiseen osaviliin (x € Jy 1) laitetaan koodin
1. merkiksi 0; jos taas oikean puoleiseen osavéliin (z € J;2) laitetaan koodin 1.
merkiksi 1. Jatketaan nain: koodijonon j. merkki on 0 jos x kuuluu osavilin
J;i—1, jaljellejadvista osavileistd vasemman puoleiseen (x € J; 2x—1); koodijonon j.
merkki on 1 jos x kuuluu osavalin J;_1 ; jaljellejadvista osavaleista oikean puoleiseen
(x € Jj2r). Néin saadaan merkkijono

x ~ 01110000111100000111 ...

jonka avulla x voidaan identifioida.
Cantorin joukon piste voidaan myos laskea seuraavalla tavalla: Havaitaan, etta
1. vaiheessa jaljelle jaavien vilien paatepisteet ovat

apg=0=03""1

1 — —k — —k

5:223 =ao+ Y 23
k=2 k=2

2 1

by==-=2-= 2371

1= 3 3 ao +

1=23"3"F=p +Y 237",
k=1 k=2

ts. 1. vaiheessa jaljelle jaavien osavalien vasemmanpuoleiset paatepisteet ovat
a1 =ap=0=03"14+03"2 ja
by =ao+23"" =a+237",

oikeat paatepisteet ovat

oo o0
ar+Y 237F ja bi+y 237F,
k=2 k=2

Koska konstruktion seuraava vaihe on aina edellisen kaltainen, mutta pienemmassa
skaalassa, ndemme, ettd ne Cantorin joukon pisteet, jotka ovat poisotettujen valien
paatepisteita ovat

{Z ar3 % ap € {0,2} ja on olemassa ig jolle a;, 4+ = v, kaikilla k}.
k=1
Edelleen -
C= {Zak?fk: ar € {0,2}}
k=1
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10. LP-avaruuksista

Funktioiden keskimaaraista kokoa voidaan mitata paitsi itseisarvon integraalilla,
myos itseisarvon eri potenssien integraaleilla.

Maiairitelmi. Olkoon1 < p < ooja f: A — R mitallinen. Sanotaan, ettd funktion
f p-normi A:ssa (tai LP(A)-normi) on luku

1/p
11l = 111l eneay = (/A |f|pdm) |

LP(A)={f: A— R: f mitallinen ja || f]|zr(4) < 00}

Merkitaan

Huomautus. Huomaa, etta
I|fllp =0, josjavain, jos f=0mk. A:ssa,

joten p-normi ei ole ihan normi. Tama ongelma poistetaan myohemmin.
Katsotaan integraalin esityskaavaa 7.6 ja sen seurausta 7.7: niiden avulla

oo

£ = /A P dm=p / P im({z € A: |f(0)] > 1)) dt
0
—p [ (e e A 1) > ) T
0

Koska tP < t9, jost > 1 ja g > p > 1, saamme tasta:
(10.1) LI(A) C LP(A), mikdli m(A) < oo ja g > p.

Inkluusio on aito, jos m(A) €]0,00[ ja ¢ > p (harjoitustehtéva). Jos m(A) = oo, ei
yllaoleva inkluusio ole voimassa.

Tarkasteltaessa p-normia em. tavalla integraaliesityslausetta kayttaen havait-
semme, ettd normin &darellisyys edellyttédd, ettd funktion |f| distribuutiofunktio

t—m({z e A: [f(x)] > t})

vahenee nollaan sitd nopeammin mita suurempi eksponentti p on. Onkin luonnol-
lista tarkastella rajatapausta p — oo ja vaatia, ettd em. distribuutiofunktio haviaa
jo aarellisella ¢:n arvolla. Tama johtaa maaritelmaan:

Maisritelma. Olkoon f: A — R mitallinen. Sanotaan, ettd funktion f oo-normi
A:ssa (tai L>°(A)-normi) on luku??

| flloo = [1fllzo<(ay = sup{t > 0: m({z € A: |f(z)| = t}) > 0}.

20T4ss8 kaytetdan sopimusta
sup{t > 0:t €0} =0.
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Merkitaan
L2(A) ={f: A— R: f mitallinen ja || f||ze(4) < 00}

ja sanotaan sita oleellisesti rajoitettujen funktioiden joukoksi.

Huomautuksia. 1. Huomaa, etta

| flloo = inf{t > 0: m({x € A: |f(2)| > t}) = 0}
=inf{t > 0: |f(x)] <t} mk. x € A}

2. Kaikilla p > 1 patee
/A |fIPdm < ||f][%, m(A) kaikilla mitallisilla f: A — R..
Siispa
(10.2) L>(A) C LP(A), mikdli m(A) < oo

ja inkluusio on aito, kunhan m(A) > 0.

Esimerkki. Olkoon

Fz) = % 2 €0, 1].
TAllsin
[ f]loo = o0,
koska,

m({z € A: |f(x)] > t}) =m(j0,t7*) =t >0
kaikilla ¢ > 0. Edellleen

1
1= [ 1P de
=]

1
:p/xp/2dx
0

{oo, josp>2

z%p, jos 1 <p<2.

Téahédn mennessd méadritellyt avaruudet £P(A) ja L°°(A) eivat muodosta vektori-
avaruuksia (koska kahden funktion summaus voi johtaa maarittelemattomyyksiin,
kuten laskuihin oo — 00). Tosin vaikeus keskittyy vain nollamittaisiin joukkoihin.
Toisaalta p-normi tai oco-normi eivat erottele funktioita, jotka ovat m.k. samoja.
Korjataan nama molemmat puutteet samastamalla funktiot, jotka yhtyvét melkein
kaikkialla. Seuraavaksi tamé tehdaan tarkasti.
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LP-avaruudet. Olkoon 1 < p < o0 ja A € M,,. Maéritellidn joukkoon LP(A)
ekvivalenssirelaatio ~ asettamalla

frog "Efz)=gz) mk zeA.

Télloin ~ on ekvivalenssirelaatio £P(A):ssd. Merkitdén funktion f € LP(A) méaa-
raamaa ekvivalenssiluokkaa

f1={9€LP(A): g~ [}
ja tekijaavaruutta
LP(A) = LP(A)) ~={[[]: [ € L7(A)}
kutsutaan LP-avaruudeksi. Sielld kaytetdan normia

1Ll = [1£11p 3

tama on hyva maaritelma, koska p-normi on riippumaton valitusta edustajasta.
Koska jokainen f € LP(A) on aédrellinen m.k. ja koska |[|f||, = 0 jos ja vain jos
f =0 m.k. ndin maaritelty pari

(L2 (A), T - 1lp)
on normiavaruus, ts. LP(A) on vektoriavaruus ja kuvaus || - ||,: LP(A) — R on
norms eli

D) I[f)llp = 0 kaikilla f € LP(A).
ii) [|[f1llp = 0, jos ja vain, jos [f] = [0].
iiig AL = [A[]]]p kaikilla A € R.

iv) [T+ [9lllp < HAllp + [llglllp kaikilla f,g € LP(A).

Muut normin ominaisuudet ovat helppoja paitsi kolmioepayhtalo, kun p < oo; se
todistetaan lauseessa 10.6 alla, mistd my0s vektoriavaruusominaisuus seuraa.

Varoitus: Jatkossa ei (yleensd) tehdé eroa ekvivalenssiluokan [f] ja edustajan
f valilla, vaan LP-avaruuksien alkioita kasitelladn aivan kuin ne olisivat tavallisia
funktioita; niita saatetaan tosin muuttaa nollamittaisessa joukossa ilman eri mai-
nintaa. Samoin luovumme my&s merkinnéista £P(A) ja £°(A) ja kdytdmme niiden
tilalla avaruuksia LP(A) ja L>°(A).

Tutkiessamme LP-avaruuksien vélisia suhteita eri p:n arvoilla tarvitsemme (muu-
tenkin erittdin hyodyllistd) Holderin epéyhtéloa:

10.3. Lause. (Holderin epayhtdld) Olkoot f,g: — [0,00] mitallisia, p > 1 ja

g = L. Tillgin

/Afgdmﬁ(/Afpdm)l/p(/qudm)l/q.

Huomautus. 1. Lukuja p,q € [1, 00] sanotaan toistensa konjugoiduiksi eksponen-
teiksi, jos

1
Sy =1.
P q
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Taman kanssa yhtapitavia ehtoja ovat

q )
p=——7F Ja p+tq=pq.
qg—1

Huomaa parit p =1, ¢ = 00 ja p = 2 = q. Edelleen

€|1,2[< q €]2, 0.

2. Holderin epdyhtélossa kédytetddn Youngin epdyhtiléd: Jos a,b € [0,00] ja

p,q > 1 ovat konjugoituja eksponentteja, niin

a? bl
ab < — + —,
p q

mika seuraa helposti esimerkiksi minimoimalla funktion

X
fl@) ="+ = —ab.
b q

Holderin epayhtdalon todistus. Olkoon

o= ([ pramr g g ([ gramie,

Jos a = 0, niin f = 0 m.k. ja viite seuraa (samoin jos § = 0).
olettaa, ettd 0 < o, f < co. Soveltamalla Youngin epéayhtaloa lukuihin

saadaan
f@)g@)
2 [ foam= [ £
1 f@) 1Mq)
< [, G+ 35 am
1fA x)P dm 1ng(ac)qu
p P 5 pa
1 1
=-4+>=1,
P q
joten

/Afgdm <af = (/A fP dm)l/p(/qu dm)l/q'

10.4. Seuraus. (Holderin epayhtilo) Olkoot p,q € [1,00],

f € LP(A) jage Li(A), niin fg € L*(A) ja

gl < 11 f1lpllgllq -

Voidaan siten

O

+%:1. Jos
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10.5. Seuraus. Olkoot m(A) < o0 ja 1 <p < q < oco. Tdalloin
Li(A) C LP(A)
Jja
11y < (m(A) 7 [1flly  kaikila | € L(4).

Todistus. Sovella Seurausta 10.4 funktioihin |f|P ja x 4 ja eksponenttiin %. (harjoi-
tustehtavé). O

10.6. Lause. (Minkowskin epéayhtélo) Olkoon p > 1 ja f,g € LP(A). Talloin
f+g€LP(A) ja
F +gllp < [1£1lp + llgllp -

Todistus. Tapaukset p = 1 ja p = oo eivit ole vaikeita (harjoitustehtéva). Olkoon
sitten 1 < p < oco. Osoitetaan ensin, ettd f + g € LP(A): kdyttamalla alkeellista
epayhtiloa?! saamme

1 +allp = /A (@) +g(x)[? do < 2p/A [f(@)[P+]g(2)[? dz = 27|[ f[[5+27]]g]l}; < oo

Normiepayhtalon todistamiseksi havaitsemme ensin kolmioepayhtélon avulla,
etta

f+glP=1f+gllf +9lP " <|fIIf +gP " +1gllf + 9P,

joten Holderin epayhtalosta seuraa

||f+g||£§/A|f||f+g|p1dm+/A|g||f+g|p1dm

p—1

<A [ 1f g dm) =+ lgllo( [ 1f g7 dm) 7

= I£1lpl1f + gllp=" + lallpllf +gllp ™
josta viitteen epayhtalo seuraa jakamalla molemmat puolet luvulla
If +gllp™" < o0.
O

Normiavaruus (X, ||-||) tulkitaan metriseksi avaruudeksi kdyttamalla metriikkana
normin antamaa etaisyytta,

d(z,y) = ||z = yl[-

Normiavaruutta sanotaan Banach-avaruudeksi, jos se on metrisené avaruutena tay-
dellinen, ts. jos jokainen X:n Cauchy-jono suppenee X:ssa. Muista, etta x; € X
on Cauchy-jono, jos jokaisella € > 0 on olemassa N € N, jolle

|z; —zi|| <e kun j, k> N.
Edelleen, jono z;, suppenee X:ssi, jos on olemassa zg € X, jolle??

lim ka — .%‘0” =0.
k—o0

21Kaikilla a,b > 0: (a+b)P < 2P(aP+bP), kun p > 1, silld (a+b)P < (2max(a,b))P < (2(a+b))P.
22Huomaa, etti || fr — f|lco — O tarkoittaa, etti fi, — f tasaisesti jonkin nollamittaisen joukon
ulkopuolella.
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10.7. Lause. Olkoon p € [1,00|. Tdlloin LP(A) on Banach-avaruus.
Todistus. Olkoon f; € LP(A) Cauchy-jono. Riittéé 16ytad f € LP(A), jolle

T [1f; = 1}, = .

1. Olkoon 1 < p < oo. Koska f; on Cauchy-jono, voidaan valita sen osajono
[, siten, etta

U fines — Finllp <27%  kaikilla bk =0,1,2,....
Talloin funktio

[e.9]
9= Z |fjk+1 - f]k|
k=1

on mitallinen ja kayttamalla Fatoun lemmaa 5.8 ja Minkowskin epayhtaloa 10.6
saamme

[o.@]
Hng = HZ ’fjk—‘rl - f]k‘ HP
k=1
m
< n}gnooz Hfjk+1 - fijP

< —k <

Siten 0 < g(x) < co m.k. = € A, joten m.k. = € A sarja

Z(fjk+1 (il?) - fjk (1‘))
k=1

suppenee itseisesti. Néin ollen funktio

f(z) f]l )+ Z f]k+1 f]k( ) = mlgnoo fjm+1 (z)

on m.k. A:ssa maaritelty mitallinen funktio. Koska

[f(@)] < |, (@) + g(z) € LP(A),
on f € LP(A). Osoitetaan, vield, etta

Tim 1£; = fll, = 0.
Olkoon € > 0 ja valitaan N, jolle
I|f; — fillp <e kaikilla j,7 > N..
Nyt Fatoun lemmasta seuraa, etta kaikilla j > N,

15— 11 <t [ 1, = f 7 dm < &7
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2. Olkoon p = . Jos
Aj ={z e A: [f;(x)] > |l[f5lloc}

ja
Bk ={z € A: |f;(z) = fu(z)| > ||f; — fullc},
niin - .
m(E)=0, kun E:'UAJ-U U Bjk-

j=1 jk=1
Nyt jono f; totetuttaa tasaisen suppenemisen Cauchy-kriteerion A\ E:ssé, joten
on olemassa rajoitettu funktio f: A\ E — R, jolle

fi— f  tasaisesti A \ E:ssé.

Nyt f :n nollajatko ~
f(z), kunze A\ FE
fz) =
0, kun x € E
kuuluu L*°(A):han ja

1fr = flloo = 0.
O
Fo. todistus antaa sivutuotteena:
10.8. Lause. Olkoonp > 1 ja f, f; € LP(A) siten, ettd
Jim [If; = fllp=0. (eli f; = f LP(A):s50)
Tdlloin jonolla f; on osajono f;,, jolle
fin(@) = f(x) mk xzeA.

O

Erityistapaus p = 2. Luvun 2 konjugoitu eksponentti on luku 2 itse. Tasta ja
muista syistd avaruus L?(A) on helpommin késitettivi, kun muut LP-avaruudet. Se
on geometrialtaan erdanlainen R™:n oo-ulotteinen vastine. Perussyyna geometriaan
on se, ettd L?-normi tulee sisdtulosta: muodolla

<f,g>=/Afgdm, kun f,g € L*(A)

on ominaisuudet: kun f,g,h € L?(A) ja A,y € R,

i) (Af+7h,g9) = Xf,9) +(h, 9),
ii) (f.9) =g, f),
i) (f,f) >0, ja
iv) (f, f) =0 jos ja vain, jos f = 0.
Talloin
(f, 1) = 1111l2
ja sanotaan, ettd L?(A) on Hilbert-avaruus. Jos p # 2, niin ei ole sisdtuloa, joka
antaisi p-normin, joten muut LP-avaruudet eivit ole Hilbert-avaruuksia.
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C. Yleista mittateoriaa

11. Ulkomitta

Tassé luvussa yleistetdan Lebesguen ulkomitan kasite. Otamme ldhtékohdaksi
Lebesguen ulkomitan ominaisuudet, jotka on todistettu lauseessa 2.1.
Olkoon X joukko. Talloin X:n osajoukkojen joukko on sen potenssijoukko

P(X)={A: AcC X}.
Maaritelma. Olkoon X epétyhja joukko. Joukkofunktio p*: P(X) — [0, 00] on
ulkomitta X:ssa, jos
i) p(0) =0
ii) Jos A C B C X, niin p*(A) < p*(B). (monotonisuus)
iii) Jos Ay, Ag, -+ C X, niin

p (U4 < Z 1 (Aj;).  (subadditiivisuus)
7=1 i—=1

Esimerkkeji. 1. Lebesguen ulkomitta m™* on ulkomitta R™:ssé (Lause 2.1).
2. Olkoon f: A — [0, 00] Lebesgue-mitallinen. T&llin

w*(F) = inf{ fdm: BeM,, EC B}
ANB
maarittelee ulkomitan R™:44n.

3. Olkoon xg € X. Méarittelemalla,
1, josxge A

0z (A) =

xO( ) {O,jOS.'L'OgA,

saadaan ulkomitta joukkoon X. Sanotaan, ettd d,, (pisteeseen xg keskittynyt)
Dirac-mitta. Huomaa, ettd yksion ulkomitta ei ole valttamaéatta nolla!

4. Olkoon
#A, jos A aarellinen

i ={
Talloin p* on ulkomitta, ns. lukumadaramitta.
5. Jos pi ja pb ovat ulkomittoja X:ssa ja 0 < A < oo, niin A\uj ja pu* = pj + pb
ovat myos ulkomittoja X :ssa.

00, jos A ei ole darellinen .

Mitallisen joukon kéasite méaaritellaan kuten luvussa 2.
Maaritelma. Joukko A C X on p*-mitallinen, jos
p(E)=p (ANE)+p*(E\A) kaikilla B C X.
Huomaa, ettd E on mielivaltainen!

Merkitaan
'y :={AC X :A on p*-mitallinen}.

Mitallisen joukon avulla minka tahansa joukon mitta voidaan laskea kahdessa
osassa, A:n kohtaavien ja vaistdvien pisteiden mittojen summana.
Huomautus. Subadditiivisuuden nojalla
p (BE) <p*(ENA)+up*(E\A) kaikilla F C X,
joten A on p*-mitallinen, jos ja vain, jos
pr(E)>p (ENA)+up (E\A) kaikilla £ C X.
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11.1. Lemma. Joukko A on p*-mitallinen, jos ja vain jos

pwr(SUU)=u*(S)+u"(U) kaikilla S C AjaU C X\ A.

Todistus. (vrt. 2.3.) "< pétee, koska

E=(ANE)U (E\ A).
77S77 ”U”

"=": Kun S C AjaU C X \ A, niin

= =SNA=S ACnU=U

—~ ——~ ——
pr(SUU) =p* (AN (SUD)) + p*(A° N (SU))

= 1 (S) + p(U).
O

Huom. Mitallisten joukkojen luokka ei ole tyhja: triviaalisti @ ja X ovat p*-
mitallisia. Voi tosin kayda, ettei muita p*-mitallisia joukkoja olekaan. Esimerkiksi,
jos

,U*(A):{ 1, jos A#(

0, jos A=,

niin vain () ja X ovat p*-mitallisia. Lukumaaramitalle ja Dirac-mitalle taas kaikki
joukot ovat mitallisia. Nollamittaiset joukot ovat aina p*-mitallisia.

11.2. Lemma. Jos p*(A) =0, niin A on p*-mitallinen.

Todistus. (vrt. 2.4.) Kun F C X, on mitan p* monotonisuuden nojalla
W(ENA) + it (B\ A) < 1" (A) + u*(B\ A) = " (E\ 4) < u*(B),
kun huomataan, ettd p*(A) = 0. O

Varoitus. Yleensi siita, ettd pu*(A) = 0 ei seuraa, ettd A = 0.

11.3. Lause.

i) Jos A ja B ovat p*-mitallisia, niin myds A\ B on p*-mitallinen. Erityisesti
A on p*-mitallinen.
oo
ii) Jos Ay, Aa,--- C X ovat mitallisia, on yhdiste A = |J A; mitallinen.
i=1
iii) Jos Ay, Ay --- C X ovat p*-mitallisia ja pareittain pistevieraita, niin

e @A) - gu*m».
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Todistus. (vrt. 2.5.) Kéytetdan Lemmaa 11.1.
i): Olkoon S C A\ B, U C (A\ B)® = A UB. Nyt

pr(S) +p7(U) = p*(S) + p(UNB)U U\ B)) (U= (UNB)UU\B))

*(S)+p (UNB)+p*(U\ B) (koska B on mitallinen)

UNnB)+p(SU(UN\B))
koska A on mitallinen, S C A ja U\ B C A° (Lemma 11.1)
= (UNB)U(SUU\B)) = p"(SUV),

SoU
koska B on mitallinen, U N B C B sekd SU (U \ B) C B°.

L
W

Siispad A \ B on mitallinen.

Huomaa, ettd X ja A ovat mitallisia, joten A = X \ A on mitallinen. Oi)
ii): Olkoon Ay, Ag,--- € T',». Olkoon

By = A

By = As \ Ay

k—1
Br=A\| U4, k=2.3,....

j=1

Joukot By ovat pareittain pistevieraita ja
i=1 k=1
oli yhdiste aarellinen tai dareton.
k
Apuviite. Jos S, = |J Bj, niin S, € I'y- ja

J=1

k
Z (ENBj)+u*(ENSS)  kaikilla E C X.

Apuvaitteen todistus. Induktio: ok, kun k = 1.

Induktioaskel k& — k + 1: Havaitaan, ettd Byy1 = Agy1 \ S € 'y« induktio-
oletuksen ja kohdan i) nojalla. Siten kayttamélla taté ja Si:n mitallisuutta saadaan
induktio-oletuksen avulla

p*(E) = p*(EN Byi1) + p*(E\ Br)

C
ENBY,,

= p*(EN Byt1) + 0 (ENBE N Sk) +p (ENBL., NS

ENS: ENSE,,
k+1
> w(ENB;) +p (BN S,
j=1

> (BN Skt1) + p(E N\ Skt1)

missa viimeinen epayhtalo seuraa subadditiivisuudesta. Niinpa Si41 on p*-mital-
linen ja apuvéitten epayhtilo on tosi (kun k& — k + 1). OApuviite
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Nyt saamme apuvaitteen epayhtalosta

k
pH(E) =) W (ENB))+u (ENSE)

<.
I

>N u(ENBj)+u (EnAY),

M-

1

J

joten antamalla k — oo seuraa subadditiivisuudesta

oo

p(E) =) p*(ENBj)+pu*(ENAY)

<.
I

1
> (ENA)+ p*(ENA%).
Siispd A on p*-mitallinen. Lig)

Valitsemalla edellisessa kaavassa E = A saamme

oo
* * * C
W(A) = 3 (AN B;) +u' (AN A)
oo
= 1 (B)).
j=1
Néin ollen viite iii) seuraa téstd ja subadditiivisuudesta, silli A; = B;, mikali
joukot A; ovat pareittain pistevieraita. O

11.4. Seuraus. p*-mitalliset joukot muodostavat o-algebran X :ssa. Erityisesti,
o0
jos Ay, Ag, -+ C X ovat mitallisia, on myds leikkaus () A; mitallinen.
i=1
O
Siis aivan kuten Lebesgue-mitan tapauksessa, p*-mitallisten joukkojen kokoelma
muodostaa o-algebran ja ulkomitan p* rajoittuma mitallisiin joukkoihin on taysad-
ditiivinen joukkofunktio. T&ta rajoittumaa on tapana kutsua mitaksi ja merkitaan
p(A) = p*(A) jos Ael,-,
ts.
= /L*|FH* : Ty — [0, 00].

11.5. Lause. Joukkofunktio p on taysadditiivinen mitta p*-mitallisten joukkojen
muodostamalla o-algebralla T' -, ts.

1) p(@) =0, ja
ii) Jos A1, Az, --- € 'y« ovat pareittain pistevieraita, niin

p(UA) =3 u(y).
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Voi kidyda niin, ettd ulkomitalla p* ei ole muita mitallisia joukkoja kuin ) ja
X. Kuitenkin on hyodyllista tietaa, etta mitalliset joukot muodostavat o-algebran.
Myohemmin tarkastelemme keinoja osoittaa monien joukkojen mitallisuus. Esitam-
me ensin kuitenkin ensin mitan jatkuvuusominaisuudet. Huomaa, etta seuraavassa
lauseessa esiintyvat joukot ovat kaikki p*-mitallisia.

11.6. Lause. Olkoot Ay, As,--- €T -.
i) Jos Ay C As ja pu* (A1) < oo, niin

1 (A2 \ Ar) = p*(Az) — " (Ar).

ii) Jos Ay C Ay C ..., niin
p (U Ag) = lim p*(Ay).
k=1 k—o0
iii) Jos A1 D Ay D ... ja u*(Ag,) < oo jollain ko, niin

M*(ID Ap) = lim p*(Ay).

1

Todistus. (vrt. 2.12.) Huomaa, ettd kaikki Lauseessa esiintyvét joukot ovat mi-
tallisia.
i): Koska A2 = A1 U (A2 \ A1) ja molemmat osat ovat mitallisia, niin

P (Az) = p (A2 \ A1) + p” (Ar).

0

ii): Voidaan hyvin olettaa, ettd u*(Ax) < oo kaikilla k. Esitetddn viitteen
yhdiste pareittain pistevieraana yhdisteena mitalllisista joukoista:
U Ak = A1 U (U (Apgr \ Ag));
k=1 k=1
huomaa, ettd joukkojono Ay on nouseva. Téll6in additiivisuuden ja kohdan i)
avulla

u*(,ﬁ Ag) = 1" (A) + 3 " (Arg \ Ar)
=1 k=1
= p* (A1) + glggo Z(M*(Akﬂ) — 1 (Ax))
k=1
= " (A0) + Jim (" (A1) = g (A1)
= lim p*(441).

Uid)
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i11): Tutkimalla tarvittaessa joukkoja Ay = Ap N Ap, voidaan olettaa, etta
pw*(Ag) < oo kaikilla k. Koska joukkojono Ay on véhenevé, on

A1 \ Ak C A1 \Ak+1,

joten kohdasta ii) seuraa

p (0 (A1 40)) = Jim e (41 Ay)

= p(Ar) — lim p7 (A,
joten

lim p*(Ag) = p*(Ay) — ,u*(k[._j (A1 \ Ag))

k—o00 1

—_——

[ee]
=A:\ [ Ax
k=1

= i (A) = (A) + () A
— (N A,

k=1

O

Huomautus. Nyt voidaan integrointiteoria mitan p suhteeen kehittaa aivan sa-
moin kuin Lebesgue-mitalle tehtiin aiemmin, Lebesgue mitalliset joukot korvataan
vain p*-mitallisilla ja Lebesgue-mitta mitalla p. (harjoitustehtévé, joka kannattaa
tehd4).

11.7. Metrinen ulkomitta.

Maaritelma. Olkoon X metrinen avaruus, metriikkana d. Ulkomitta pu* on metri-
nen ulkomitta X:ssi, jos

p (AU B) = p*(A) + p*(B)
kaikille A, B C X, joilla

dist(A, B) := inf{d(a,b) :a € A, b€ B} > 0.

Kohta osoitamme, ettd avoimet ja suljetut (siis myo6s kaikki Borel-joukot) ovat
mitallisia metriselle ulkomitalle.

Esimerkki. Lebesguen ulkomitta m* on metrinen ulkomitta R™:ssé. (harjoi-
tustehtévi, todistettiin demoissa).
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11.8. Lause. Jos u* on metrinen ulkomitta metrisessa avaruudessa X, niin X :mn
suljetut joukot ovat p*-mitallisia.

Todistus. Olkoon C' C X suljettu. Riittda osoittaa, etta

p(E)>p (ENC)+p"(E\C) kaikilla F C X.
Epéyhtalon todistamiseksi voimme olettaa, ettd p*(E) < oo. Olkoon
1

C; ={zr e X: dist(z,C) < -

Y j:1727"‘7
il

(joukon C' %—pullistuma). Télloin

koska C' on suljettu; edelleen
1
dlSt(E\Cj,EﬂC) Z 3 >0.
Siksi

p(E) = p (ENC)U(EN\G))) = p (ENC) +p" (BN C)),

joten viite seuraa, mikéli osoitamme, ett#?3

(11.8.1) lim " (E\ C;) = p*(E\ C).

Jj—00

Huomaa, ettd epayhtélé < kaavassa (11.8.1) seuraa ulkomitan monotonisuudesta.
Toisen epayhtalon toteamiseksi olkoon

T;=EN(Cj\Cjy)

Koska C' on suljettu joukko, on
EN(C;\C)= UTk
k=j

ja siten

E\C = (E\C,)U |JT:.

k=j

Nain ollen

WH(ENC) < pH(ENCy) + 31 (Th),

k=j
joten (11.8.1) patee, mikéli todennamme, etta
oo
(11.8.2) > (Th) < 0.
k=1

23Koska joukkojen mitallisuudesta ei ole tietoa, ei Lausetta 11.6 voida kiytti.
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Sarja (11.8.2) suppenee, koska, kun |k — j| > 2, on
dist(T;, Ty) > 0 mikéili T;, Ty # 0,

ja siten koska p* on metrinen ulkomitta, on

> w () = (U Tow) < o' (E) < o
k=1 =1

ja
> w (o) = (U Tar) < 4 (B) < 0
k=1 =1

O

Kuten R™:n tapauksessa, metrisen avaruuden X suppeinta X:n avoimet joukot
sisaltavaa o-algebraa B sanotaan X:n Borel-joukkojen kokoelmaksi. Erityisesti X:n
avoimet ja suljetut joukot ovat Borel-joukkoja. Metriselle ulkomitalle ne ovat mi-
tallisia.

11.9. Seuraus. Metrinen ulkomitta p* on Borel-mitta, ts. X:n Borel-joukot
ovatl pw*-mitallisia. O
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12. Ulkomitan konstruointi

Téssa luvussa esitellaan kaksi mentelmaa ulkomittojen konstruoimiseksi, yleinen
metodi ja toinen ns. Carathéodoryn konstruktio, jolla saadaan metrinen ulkomitta.

Olkoon K kokoelma joukon X osajoukkoja K C P(X). Sanotaan, ettd K on
peiteluokka X :ssé, jos ) € K jajos X voidaan peittédd numeroituvan monella E; € K,
ts. on olemassa E; € K siten, etta

X=UE;.
j=1

Olkoon 7: K — [0, 00] funktio, jolle 7() = 0 (funktiota T sanotaan joskus esimi-
taksi) ja maaritelladn p* : P(X) — [0, o0],

1nf{z ):E; €K jaAcC UE}

(Huomaa, etta aarelliset yhdistet ovat sallituja, koska 7(0)) = 0.)
Nainhan Lebesgue-mitta konstruoitiin. Kopioimalla Lauseen 2.1 todistus saa-
daan:

12.1. Lause. Ylla maaritelty p* on ulkomitta X :lla. O
Todistus. 1): Koska 7(0) = 0, on p*(0) = 0.
ii): Monotonisuus seuraa infimumin ominaisuuksista.

iii): Olkoot Ay, Ag,--- C X. Voidaan selvisti olettaa, ettd p*(A4;) < oo kaikilla
j. Olkoon € > 0. Valitaan joukot E} ; € K siten, etta

Aj C U Bk,
k=1

ja
> T(Bry) < pi(A;) + 277,
k=1

Talloin

UA - U UEk,J— U Bk,
k=

j=1lk=1 7,k=1

mika on numeroituva yhdiste, joten

(UA) < Y 7(Exy)
k,j=1
=D m(Bry) <Y (W (4)) +27%¢)
j=1k=1 J=1
= ZM*(AJ) +e
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Esimerkki. Selvésti p*(E) < 7(F) jokaisella E € I, mutta epéyhtéld voi olla
aito: Olkoon X =R ja

K={0,R,] — 0,0[,]0,00[,] — 1,1[}
ja asetetaan
0, jos A=10,]—00,0[ tai ]0, o0,
T(A)=< 1, jos A=]—-1,1],
21, jos A=R.

Talloin on helppo nahda, ettd yo. konstruktion antama p* = g, mutta

W(R)=6(R)=1<21 =7(R).

Paattely, jolla nahtiin, ettd Lebesguen ulkomitta on metrinen, nojasi siihen,
ettd Lebesguen mittaa laskettaessa voidaan kayttaéd pienid joukkoja. Seuraavaksi
yleistamme taman idean:

Carathéodoryn konstruktio (metrisen ulkomitan konstruktio).
Olkoon X metrinen avaruus ja KC peiteluokka X:ssa. Olkoon

K, ={F e€K: diam(F) < —}.

SHNS

Jos K,, on X:n peiteluokka jokaisella n € N, niin sanotaan, ettd X on X:n hieno
peiteluokka.

Olkoon sitten K avaruuden X hieno peiteluokka ja K, kuten edella. Olkoon
7: K — [0,00] funktio, jolle 7(0) = 0. Lauseen 12.1 nojalla saamme ulkomitan
asettamalla

pn(A) =inf{) 7(E;): E; €K, jaAcC JE;}, neN.
j=1 =t

Lisaksi
pn (A) < piy 1 (A)  kaikilla A ja n,

joten voimme maaéritella

p(A) = lim py;(A) (= sup py(A)).

n—oo ’I’LEN

Sanotaan, ettd pu* on esimitasta T Carathéodoryn konstruktiolla saatu ulkomitta.

12.2. Lause. Ylid olevin oletuksin Carathéodoryn konstruktiolla saatu ulkomitta
w* on metrinen ulkomitta X :lla.

Todistus. harjoitustehtava. O

Huomautuksia. 1. Oletus peiteluokan I hienoudesta on hieman epéoleellinen ja
siita voitaisiin luopua sopimalla, ettd inf ) = co.

2. Aina pitee p*(A) > uk (A), mutta epayhtélo voi olla aito (HT). Propositiossa
12.3 alla on ehto, jolla pu* = p),
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12.3. Propositio. Olkoon sitten K avaruuden X hieno peiteluokka ja K,, kuten
edella. Olkoon 1: K — [0,00] funktio, jolle 7(0) = 0. Olkoon p* esimitasta T
Carathéodoryn konstruktiolla saatu ulkomitta ja olkoon g yleisen konstruktion an-
tama ulkomitta.

Jos jokaisella E € K, € > 0 jan € N on olemassa jono Ey, ,, € K,, siten, ettd

FE C UEk,n
k=1
Jja
ZTEkn ) <7(E)+e,
k=1

nn
w(A) = ps(A)  kaikilla A C X.
Todistus. Olkoon A C X. Riittdé osoittaa, ettd p*(A) < pi(A). Olkoon € > 0.
Valitaan joukot A; € K, joille
AcC UA,

j=1

ja
S r(4)) < wi(4) +

Kiiinnitetdan j ja valitaan oletuksen mukaiset joukot F;; € K, siten, etta

| ™

A;C UEjk
k=1

ja
> €
k=1
Talloin -
AC U Ej,k; ,
J,k=1
joten
. [e ) o0 e
fn (A) < Z T(Ejk) < Z(T(Aj) + W)
G k=1 j=1
€ €
< XA - —
< pp(A) + 5 + 43
— p5(A) + e,

josta antamalla ¢ — 0

Siten
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12.4. Seuraus. Lebesquen ulkomitta m* saadaan Carathéodoryn konstruktiolla
geometrisesta mitasta v. O

Esimerkki: Hausdorff-mitat. Carathéodoryn konstruktio on erittdin tarkea,
koska silla saadaan heti ns. Borel-mitta eli ulkomitta, jolle Borel-joukot ovat mi-
tallisia. Eras merkittava esimerkki konstruktiolla saaduista mitoista on ns. Haus-
dorff-mitat:

Olkoon X metrinen avaruus (esimerkiksi R™). Olkoon s > 0 ja koostukoon K
kaikista X:n suljetuista osajoukoista. Olkoon

7(C) = diam(C)* .

Talloin Carathéodoryn konstruktiolla saatua ulkomittaa sanotaan Hausdorffin s-
ulotteiseksi mitaksi®* ja merkitaan

H*(A) = lim Hi(4),
missa

H;(A mf{z diam(FE;)®: E; C X suljettu, diam(E;) <6 ja A C .U1Ej}.
]:

Ulkomittaa Hj sanotaan usein Hausdorff-sisdlloksi (Hausdorff content), koska sille
mitallisia joukkoja on yleensa varsin vahan.
On helppo nahda, etta R™:ssé

n

27" m,(A) < H"(A) <nzm,(A)
voidaan osoittaa, ettd on olemassa vakio ¢ = ¢, > 0, jolle
H"(A) = cym,(A) kaikilla A C R".
Hausdorff-mitoilla H*(A) on se ominaisuus, etté se on positiivinen ja dérellinen

korkeintaan yhdelld eksponentin s arvolla:

12.5. Lemma. Olkoon A C X.

i) Jos H*(A) < oo, niin HP(A) = 0 kaikilla 3 > s.

ii) Jos H*(A) > 0, niin H*(A) = oo kaikilla 0 < o < s.
Todistus. Jos

AC | Er, missd diam(E;) <4,
k=1

58P idiam NP < Z diam(E;)®* < 6°7¢ Zdlam i)
k=1

k=1

niin

kun a < s < 3, joten
6 IHS (A) < HF(A) < 6°""HG (A),

mista vaite seuraa antamalla 6 — 0. O

24Kirjallisuudessa kaytetdaan Hausdorff-mittojen méiritelméisss kiytetdan usein myods muita
peiteluokkia ja muita normalisointeja. Usein niilld ei ole suurempaa merkitysta, koska suurin
kiinnostus yleensd kohdistuu vain dimensioon. Hurjapaisimmé&t maarittelevit my6s Hausdorffin
0O-ulotteisen mitan, mutta on helppo nahdi, ettd H® = lukuméiramitta.
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Maaritelma. Joukon A C X Hausdorff-dimensio on

dimpy (A) =sup{a>0: HY(A) = o}
—inf{# >0: H?(A) =0}.

Esimerkki. Jos A C R", niin dimy(A) € [0, n].

R"™:n k-ulotteisen lineaarialiavaruuden Hausdorff-dimensio on k.

Cantorin %—joukon Hausdorff-dimensio on s = log2/log3: Laskemalla suoraan
osavalien pituudet ndemme, etta

H;—j (C]) S 1a

josta
j—o0
joten
log 2
di <s= .
imy(C) <'s o 3

Epéyhtélo toiseen suuntaan on hieman hankalampi (kompaktisuusargumentti) ja
jatetaan harjoitustehtavaksi.
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13. Abstraktit mitta-avaruudet
Tassa luvussa otetaan abstrakti lahtokohta mittateoriaan.

Maaritelma. Olkoon X epatyhja joukko ja I' g-algebra X:ssa. Joukkofunktio
p: I' = [0, 00] on (tdysadditiivinen) mitta I":ssa, jos

i) p(®) =0, ja
i) Jos Aq, Ag,--- € T ovat pareittain pistevieraita, niin

p(UA) = 3" u(y).

Kolmikkoa (X, T, 1) sanotaan mitta-avaruudeksi ja T':n alkioita (T'-)mitallisiksi jou-
koiksi.

Mittaa (mitta-avaruutta) sanotaan ddrelliseksi, jos u(X) < oo ja o-ddrelliseksi,
jos on olemassa E; € I siten, ettd

X=UE; ja wp(E;)<oo kaikilla j.
j=1

Huomautus. Olkoon p* ulkomitta X:ssd Lauseen 11.3 nojalla p*-mitallisten jouk-
kojen kokoelma I',,« on o-algebra X:ssa ja rajoittuma [I/*h"“* on mitta p:lla.

Olkoon I' C I',« mik& hyvénsé o-algebra X:ssé. Télloin kolmikko (X, T, u*|r) on
mitta-avaruus ja [':n joukkoja kutsutaan mitallisiksi, vaikka ne eivat sisaltaisikaan
kaikkia p*-mitallisia joukkoja.

Esimerkki. 1. Olkoon (X,T', u) mitta-avaruus, jolle u(X) = 1. Talléin mittaa p
sanotaan todenndkdoisyysmitaksi, mitta-avaruutta (X, I, u) todenndkdoisyyskentdksi
ja I''n jasenia tapahtumiksi.

2. Olkoon A € M,, ja f: A — [0, 00] Lebesgue-mitallinen, jolle

(Afmn:L

I'={B C A: B on Borel-joukko} .

Olkoon

Jos
u(B) = [ fam.
B
niin kolmikko (A, T", u) on todenndkoisyyskentta.
Mitta on monotoninen ja subadditiivnen:

13.1. Lemma. Olkoon (X,T, 1) mitta-avaruus.
i) Jos A,B €T ja AC B, niin n(A) < u(B).
i) Jos Ay, Ag,--- €T, niin

p(U45) <304y,
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Todistus. 1): Koska B\ A € T, seuraa additiivisuudesta

n(B) = p(A) + p(B\ A) = pu(A),

koska p(E) > 0 kaikilla E € T.
ii): Koska

00 ') 7j—1
UA;j=410 U4\ U Ax)
j=1 =2 k=1

ja yhdisteen joukot ovat pareittain pistevieraita I':n alkioita, niin

(UA +ZM UAk)SZM(Aj),

koska
j—1

Aj\ UAkCAj-
k=1

Ulkomitan rajoittuma mitallisia joukkoja sisaltavaan o-algebraan antaa aina
mitta-avaruuden. Kéainteinenkin péatee:

13.2. Lause. Olkoon (X,T', u) mitta-avaruus. On olemassa ulkomitta p* X :ssd,
jolle jokainen A € T' on p*-mitallinen ja

w(A) = p*(A)  kaikilla A€ T.
Todistus. Maaritellaan

1nf{Z,u cA;el, AC 'U1Aj}.
]:

Koska I' on X:n peiteluokka, on p* ulkomitta (Lause 12.1). Mitan monotonisuu-
desta (Lemma 13.1) seuraa, ettd p*|p = p. Riittad siis ndyttaa, ettéd jokainen A € T
on p*-mitallinen: Olkoon € > 0 ja E C X. Valitaan joukot A; € I' siten, etta

EcU4; ja > wA)) < pr(E) +e.
j:

Talloin

josta antamalla ¢ — 0 seuraa, ettd A on p*-mitallinen. O
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Koska jokainen mitta I':lla on jonkin ulkomitan p* rajoittuma ja I':n joukot ovat
edelldolevan lauseen nojalla p*-mitallisia, saadaan ulkomittojen jatkuvuusominai-
suudet (Lause 11.6) abstrakteille mitoillekin:

13.3. Lause. Olkoon (X,T', u) mitta-avaruus ja Ay, Ag,--- € T
i) Jos A1 C Az ja (A1) < oo, niin
n(Az \ A1) = p(Az2) — p(Aq).
il) Jos Ay C A C ..., niin

p( U Ag) = lim pu(Ay).
k=1 k—oo
iii) Jos A1 D Az D ... ja u(Ag,) < oo jollain ko, niin
p( ) Ag) = lim p(A).
k=1 k—o0
O

Ulkomitalle p* nollamittaiset joukot ovat aina p*-mitallisia. Mitta-avaruudessa
(X, 1) voi kdyda niin, ettei I' siséllikddn kaikkia p-nollamittaisten joukkojen
osajoukkoja. Jos téllaista epédkohtaa ei ole, sanotaan mitta-avaruutta (mittaa)
taydelliseksi, ts. mitta-avaruus (X, T', u) on téydellinen, jos ehdoista A€ T', E C A
ja pu(A) = 0 seuraa, ettd myos F € T'.

Esimerkki. Olkoon B R™: Borel-joukot. Télloin mitta-avaruus (R™, B, m) ei ole
taydellinen.

Jos pu* on ulkomitta ja I',« p*-mitallisten joukkojen o-algebra, on mitta-avaruus
(X, I« u*) taydellinen.

Mitta-avaruuksien epataydellisyys ei ole kovin vaarallinen ominaisuus. Kyseiseen
o-algebraan voidaaan liittaa nollamittaisten joukkojen osajoukot ja mitta-avaruus
laajenee melko huomaamatta taydelliseksi:

13.4. Lause. Olkoon (X,T', u) mitta-avaruus. Mddrittelemdlld
F={AUN:AcT jaonBcT, jolle NC B jau(B)=0}
ja .
R(AUN) = p(A)  kaikilla AUN €T

kolmikko (X, T, i) on tdiydellinen mitta-avaruus (mitta-avaruuden (X, T, p) tiydel-
listymd).

Todistus. Ainoa lievisti epailyttava seikka I':n o-algebra -ominaisuuden tielld on
komplementin otto. Sekin hoituu: jos A, B € T" ja u(B) = 0, niin jokaiselle N C B

(AUN)* = (AUB)°U(B\N) €T,

koska (AU B) € I' ja B\ N C B. On helppo ndhdé, ettd p on téydellinen mitta,
kunhan havaitaan, ettd se on hyvin maéaritelty. Nain on, silla jos

A1UN1 :AQUNQ Gf,
niin on B; € I, joille u(B;) =0 ja N; C By, j = 1,2. Silloin A; C Ay U Bs ja
(A1 U N1) = p(Ar) < p(A2 U Ba) < p(As) + p(Bz2) = p(Az) = a(A2 UN2)

epayhtalo toiseen suuntaan nahdaan samoin. O
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D. Yleista integraaliteoriaa

14. Integraaliteoriaa

Téassa luvussa yleistetaan Lebesguen integraali mv. mitta-avaruudelle.

Olkoon (X,T', ) mitta-avaruus. Strategiana on kopioida Lebesgue-integraalin
kasite muuttamalla Lebesgue-mitallisten joukkojen luokka M o-algebraksi T' ja
Lebesgue-mitta m annetuksi mitaksi ;. Muunnos onnistuu melko kivuttomasti.

Mitalliset funktiot. Aloitetaan mitallisen funktion késitteestd. Ainoa huomat-
tava asia on, ettd alkukuvat pitdd kuulua mitta-avaruuden (annettuun) o-algebraan
I' eika tutkita mitan suhteen mitallisia joukkoja, ts. mitallisuus on o-algebraan T’
eikd itse mittaan p listtyva ominaisuus.

Miiritelméa. Olkoon A € T'. Funktion f: A — R sanotaan olevan (I'-)mitallinen,
jos jokaisella a € R alkukuva

f(a,oq]) = {z € A: f(z) > a}

on I'-mitallinen, ts.

f_l(]a, o)) eI

Jos I' = B on metrisen avaruuden X Borel-joukkojen o-algebra, niin sanotaan,
etta f on Borel-mitallinen tai Borel-funktio.

Seuraavat mitallisten funktioiden ominaisuudet todistetaan tasmalleen samoin
kuin vastaavat lauseet luvussa 4 (harjoitustehtava):

14.1. Lause. Olkoon A € T mitallinen ja f: A — R. Tdlléin seuraavat ovat
yhtapitavia:
i) f on I'-mitallinen.
ii) {zre A: f(x) > a} €T kaikilla a € R.
iii) {z € A: f(z) < a} €T kaikilla a € R.
iv) {x € A: f(x) <a} €T kaikilla a € R.

14.2. Lause. Olkoon AcT ja f: A — R.
i) Jos f71(—o0) € T ja f~(la,b]) € T kaikilla a,b € R, a < b, niin f on

matallinen.
ii) Jos f on mitallinen, niin f~'(—oco0) € T, f~1(c0) € T ja f~4(B) € T
jokaisella Borel-joukolla B C R.

O

Huomautus. Funktion nollagjatko miéritellddn kuten aiemmin: jos f: A — R
(misséd A € I'), niin nollajatko on kuvaus f: X — R,

s [ fl@), josweA
f(as)—{()? jos x & A.

Talloin f on mitallinen jos ja vain, jos f on mitallinen.
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14.3. Lemma. Olkoon A € T' mitallinen ja f: A — R. Tdllgin f on mitallinen,
jos ja vain, jos sekda fT etta f~ ovat mitallisia. O

14.4. Lause. Olkoot f: A — R ja g: A — R mitallisia. Tdllgin summa f + g
(mikéli mdadritelty) ja tulo fg ovat mitallisia. O

14.5. Lause. Jos funktiot fr: A — R, k = 1,2,..., ovat mitallisia niin myés
funktiot
sup fr, inf fr, liminf fy ja limsup fx
k k k—o0

k—o0
ovat mitallisia. O
Yksinkertaiset funktiot ja niiden normaaliesitykset maaritellaan kuten luvussa 3

Maaritelma. Funktio f: X — R on yksinkertainen, merk. f € Yr, jos f saa vain
aarellisen monta arvoa ja joukot

{r e R": f(x) =c} €' kaikilla c € R.

Yksinkertaisen funktion f normaaliesitykseksi sanotaan muotoa
¢
fz) = Z bixm,(x) kaikillaz € X,
j=1

missa joukot By, Bs, ..., By € I' ovat epatyhjia, pareittain pistevieraita siten, etta

¢

UBj=X

=1

ja vakiot by, ba,...,by € R ovat sellaisia, ettd b; # b;, kun @ # j.
Normaaliesityksen olemassaolo seuraa kuten Lemmassa 3.1. Edelleen patee:

14.6. Lause. Olkoon A €T ja f: A — R. Tdlloin f on mitallinen, jos ja vain,
jos on olemassa jono fi € Yr siten, etta

klim fe(x) = f(x)  kaikilla x € A.

Jos f on ei-negatiivinen, voidaan funktiot f valita ei-negatiivisiksi ja jono fr nou-
sevaksi. O

Integraali. Integraalin yleistaminen menee myos lahes sanasta sanaan kopioimal-
la Lebesgue-mitan tapauksessa tehty. Muista pysyva oletus: (X,I', ) on mitta-
avaruus.

Maaritelma. Olkoon f € Yr ei-negatiivinen ja

k
f(z) = Z%‘XAJ- (z)
j=1
sen normaaliesitys. Jos E € I', niin

k
I(f,E;p) == a;u(A; N E)

j=1
on f:m integraali yli joukon E mitan pu suhteen.

Edelleen madritellaan ei-negatiivisen funktion ja yleisen funktion integraalit.
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Maaritelma. Olkoon f: A — [0, 00] mitallinen. T&ll6in f:n integraali yli joukon
A mitan u suhteen on

/fd,u:sup{l(u,A;u):ueyp, 0<u<f Assa}.
A

Misritelmi. Olkoon A € T ja f: A — R mitallinen. Jos joko

/f+du<oo tai /fd,u<oo,
A A

niin funktion f integraali yli joukon A mitan pu suhteen on

/Afduz/Afwu—/Af—du.

Edelleen sanotaan, etti f on p-integroituva A:ssa, merkitain f € L1(A;p), jos seki
/f*d,u<oo etta /fd,u<oo.
A A

Seuraava havainto on helppo, mutta tarked. Sen avulla saadaan helposti lukuisia
esimerkkeja mitoista.

14.7. Lause. Olkoon (X,T,pu) mitta-avaruus ja f: X — [0,00] mitallinen.
Tdlloin integraali

() = [

A

mdaarda o-algebraan I' mitan v, joka on absoluuttisesti jatkuva mitan p suhteen, ts.
v(A)=0 aina, kun u(A) =0.

Erityisests
i) Jos A,BeTl, BCA, niin

/deué/Afdu-

i) Jos Ay, Ag,--- €T, niin

/q&fdmi/&fdu.

7

iii) Jos Ay, As,--- € ' ovat pareittain pistevieraita, niin

/GAifdu=§;Aifdu-
=1

%
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Esimerkkejé. 1. Olkoon (N, P(N), ) mitta-avaruus, missé y on lukuméaramit-
ta. Talloin kaikki funktiot f: N — R ovat mitallisia. Ne voidaaan samastaa R:n
lukujonojen kanssa:

Talloin f € L1(N; p), jos ja vain, jos sarja
2 an
n=1

suppenee itseisesti, jolloin

/ fdup=> a; kaikilla ACN.
A

jEA

2. Olkoon (X,P(X),0ds,), mitta-avaruus, missé z9 € X ja dz, on Dirac-mitta
xo:ssa. Talloin kaikilla f: A — R (A C X)

/A f dbay = f(a0).

Maaritelma. Olkoon (X,T', ) mitta-avaruus. Sanotaan, ettd ominaisuus P =
P(x) patee mitan p suhteen melkein kaikilla (lyh. p-m.k.) z € A (tai p-melkein
kaikkialla A:ssa), jos on olemassa joukko N € I siten, ettd u(N) = 0 ja P(z) pétee
kaikilla z € A\ N.

Huomautus. Huomaa, ettd mikali mitta-avaruus ei ole taydellinen, ts. o-algebra
I' ei sisalla kaikkia nollamittaisten joukkojen osajoukkoja, niin termin m.k. kaytossa
pitéé olla hieman varovainen. Esimerkiksi (jos f;:t eivét ole I'-mitallisia, niin)

(14.8) lim |fj(z)|=0 p-mk. x
j—00

el tarkoita samaa kuin

p({z: limsup|f;(z)| > 0}) =0,

J—00

koska mahdollisesti joukko

{z: limsup |f;(z)] >0} €T,
Jj—oo
jolloin sen p-mittaa ei ole mééritelty. Sen sijaan (14.8) on yhtépitévéa lauselle: ”On
olemassa N € I, jolle

u(N)=0 ja{z: limsup|fj(z)|>0}C N.”
J— 0

Tama ilmio aiheuttaa integraalien ominaisuuksien todistuksiin pienia teknisluon-
teisia korjaustarpeita, jotka kaikki voitaisiin hoidella korvaamalla mitta-avaruus
sen taydellistymélld (Lause 13.4) ja huomaamalla, ettéd integraalitasolla mikaén ei
muuttuisi.

Lebesgue-integraalien perusominaisuudet periytyvat yleisen mitta-avaruuden ta-
paukseen. Jatetaan niiden tutkiminen harjoitustehtavaksi. Seuraaviin lauseisiin on
koottu tarkeimmat tulokset:
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14.9. Lause. (Integraalin lineaarisuus) Olkoot f, g € LY(A; ). Tiélloin jokaisella
A, v € R funktio A\f + vg on integroituvia A:ssa ja

Josagau=x [ sausr [ gdu.

14.10. Lause. Olkoot f,g € LY(A; ).

i) Tdllgin |f(x)| < oo p-m.k. z € A.
i) Jos f < g pu-m.k. A:ssa, niin

IRZEIR ‘/Afdu‘g/Aumu.

iii) (Tsebyshevin epdyhtdlo) Kaikilla 0 < A < oo
1
u(fo € 4: @) > A} < 5 [ 1f1dn.
iv)

/ |fldu =0, jos ja vain, jos f(x)=0 p-m.k. z€ A.
A

14.11. Lause. Olkoon (X,T',u) mitta-avaruus ja fr, : A — [0,00] jono ei-
negatiivisia, mitallisia funktioita.

i) (Fatoun lemma) Tdlldin

/n_mfkdus lim [ fidp.
A

k—o0 k—oo J A

ii) (Lebesguen monotonisen konvergenssin lause) Jos fi on nouseva jono, niin
/ lim frdp = lim fredu.
A k—oo k—oo A
O
14.12. Lause. (Lebesguen dominoidun konvergenssin lause) Olkoon (X,T, u)

mitta-avaruus ja f, fr : A — R jono mitallisia funktioita siten, ettd fi(x) — f(z)
p-m.k. x € A. Jos on olemassa g € LY (A; ), jolle

kaikilla k| fr(z)] < g(x) p-m.k. x € A,

nin f ja fr ovat integroituvia sekd

/fd,u: lim frdu.
A k—oo Ja
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14.13. Lause. Olkoon (X,T', u) mitta-avaruus ja f: A — [0,00]. Jos0 < p < o0,

nn
/fpdu:p/tp Lufz € A: @) > t))d /u{azeA:f(:c)>t})dtp.
A 5 J

O

Fubinin lauseen yleistdminen on hieman konstikkaampaa. Sitd varten tarvit-
taisiin tulomitan késite ja sivuutamme sen téssd yhteydessd. Sen sijaan LP-ava-
ruudet yleisessd mitta-avaruudessa (X, I, u) voidaan tehda ihan kuten Lebesguen
mitan tapauksessa tehtiin luvussa 10. Naita avaruuksia merkitaan yleensa symbo-
lein

LP(Asp) ja L>®(A;p).

Huomautus. Todennakoisyyslaskenta on osa mittateoriaa. Siina vain kaytetdan
hieman eri nimityksid: Todenndkéisyyskenttd on mitta-avaruus (£2,T', ), missé
() = 1; talldin mittaa pu sanotaan todenndkdisyydeksi (sitd merkitad usein P:114)ja
I':n jasenia tapahtumiksi; {2 on perusavaruus. Mitallisia funktioita kutsutaan satun-
naismuuttujikst ja niiden integraaleja odotusarvoiksi. Naita merkitdan yleensa myos
eri symboleilla: satunnaismuuttujaa merkitdan usein isoilla kirjaimilla XY, Z ja
odotusarvoja E:lla, ts.

EXz/X(u))d,u7 missad yu = P.
Q



