Tietokoneavusteinen matematiikka Harjoitus 3
Syksy 2020 Differentiaali- ja integraalilaskentaa

Muista strukturoida dokumenttisi véliotsikoin ja kommentein, seké tallen-
taa se riittdvin usein. Tallentakaa tilld kertaa ja jatkossa viimeinen versio
pdf-muodossa, ja palauta pdf. Palautus to 19.11 klo 12.15 mennessi.
Apua saa harjoituksissa (my6s harjoitusten Zoom-kanavalla https://jyufi.
zoom.us/j/65494396044 harjoitusten aikaan). Pyynto: palauttakaa raportti
Koppaan vasta samalla viikolla kuin DL on, jotta eri viikkojen palautukset
pysyvéat Kopassa erilladn. Muista myos tarvittaessa vapauttaa méaérittelemasi
objektit eri tehtdvien vélissd (kill-komento).

Opetellaan nyt derivointia ja integrointia Maximalla. Derivointi onnistuu ko-
mennolla diff, joka vaatii derivoitavan lausekkeen sekd muuttujan jonka suh-
teen derivoida. Tutustu syntaksiin tai valitse wxMaximasta valikosta Calculus
-> Differentiate ja derivoi

(a) Funktio fi(x) = 2° — 5z + 4 muuttujan x suhteen.

(b) Funktio fa(z) = 22%log(z) — 2% muuttujan z suhteen.

(¢) Kahden muuttujan funktio f3(a,b) = sin(ab)+sin(a) sin(b) ensin muut-
tujan a suhteen, sitten muuttujan b suhteen.

(d) Funktion f;(y) = sin(my) viidestoista derivaatta muuttujan y suhteen.

Tutustu nyt integrointiin komennolla integrate. Testaa, ettd edellisen teh-
tavén a)- ja b)-kohdan tuloksia integroimalla saadaan oikea tulos. Laske myos

méadratty integraali
/ /2 sin® ()
— dx.
o sin’(z) + cos?(x)

Laske médrdéamiton integraali [ e **sinxzdx (integrate) ja médritty inte-
graali fooo e sinxdr (oo = inf). Jotta médritty integraali suppenisi (=olisi
olemassa aérellisend), pitdd luvun a olla positiivinen.

Maximalle voit antaa myos ennakko-oletuksia. Anna Maximalle oletus ko-
mennolla assume (a>0) ; ja laske ylld oleva integraali uudestaan. Oletukset voit
poistaa komennolla forget (facts()) ;.

Piirrél funktion z — 22 (log(e” + 1) — V22 + 2e7%) kuvaaja vililld 15 <
x < 20. Mitd kuvan perusteella voisi paétella seuraavasta raja-arvosta

1
lim 22 (log (ex - —) — Va2 + 261‘) ?
T—00 xT

P&dttele ensin kuvan perusteella, mikd raja-arvon pitéisi olla. Méa&raé sitten
kyseinen raja-arvo (1imit). Pohdi, miksi kuva ja raja-arvon laskeminen anta-
vat erilaisen vastauksen.

Ymmarrysta saattaa auttaa piirtdd uusi kuva vaikkapa vélilla 1 < xz < 13.
1
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d.

10.

Tutustutaan tésséd tehtdvéssd omien funktioiden luomiseen. Luo Maximassa
seuraavat funktiot. Molemmissa kohdissa oletetaan, ettd syotettavé lauseke on
ainoastaan r-muuttujasta riippuva.

(1) Funktio nimeltd deriv_sijoitus, joka ottaa argumentikseen lausek-
keen ja palauttaa tdmén lausekkeen derivaatan arvon pisteessd x = 5.

(2) Funktio nimeltd nelio_integraali, joka ottaa argumentikseen lausek-
keen ja palauttaa tdméan lausekkeen nelion integraalin muuttujan x
suhteen vélilld [0, 1].

Testaa myos, miten funktiosi toimivat kun niihin syGttdaa lausekkeen 1/(x+ 1)
tai jonkin mieleisesi lausekkeen.

Etsi yhtélon 2® = x + 2cos(z) ratkaisu sekd komennoilla find_root etté
mnewton. Muista, ettd jalkimméinen pitdéd ensin ladata kayttoon komennol-
la load (mnewton). Téssé ja seuraavassa tehtédvéssd kannattaa ehdottomasti
piirtda ainakin yksi kuva tilanteesta.

Etsi funktion f(x) = bi# — e~ (@=3” nollakohdat, lokaalit diriarvot, globaali
minimi ja maksimi seké raja-arvo kun r — +oc.

Olemme jo huomanneet, ettd Maximan komento integrate tepsii maaratty-
jen integraalien laskemiseen. Komento toimii kuitenkin vain silloin, kun Maxi-
ma osaa laskea integroitavalle funktiolle jarkevén integraalifunktion. Koita las-
kea komennolla madratty integraali

3
/L.dx.
L 2+ sin(z)

Ei pitédisi toimia. Maximassa on kuitenkin méaérattyjen integraalien laskemi-
seen myos numeerinen tapa komennolla romberg, jonka syntaksi on sama kuin
komennon integrate. Laske my0s télld edellinen integraali.

Laske funktiolle f(z,y) =1+ (x —y)/(z + y)* molemmat integraalit

/ /fxy dy Ja /01(/01f($,y)dy)dx.

Mitd huomaat[?

Komennolla part voi poimia osia mistd hyvénsa listasta, lausekkeesta tai
muusta. Nimeé yhtalo:

yhtalo:x"2-y"2=sin(t-cos(x))+log(2+%e~3);

Miten saat komennolla part(yhtalo,...) poimittua yhtdsuuruusmerkin =,
muuttujan t?

IT4hén liittyy nk. Fubinin lause
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12.

13.

14.

Useammasta kuin yhdestd muuttujasta riippuvan funktion derivaattoja kut-
sutaan osittaisderivaatoikst ja niitd merkitdédn "koukero-d™:114, %, g—i jne. Vas-
taavasti toisen kertaluvun osittaisderivaattoja merkitéén 2275 (derivoidaan kak-

. 2 2 .. .
si kertaa x:n suhteen), g—y’;, aayaf;v (derivoidaan kerran x:n ja kerran y:n suhteen),

jne. Maximan diff laskee juuri néité osittaisderivaattoja.
Laske funktion f(z,y) = log(z* + y?) toisen kertaluvun osittaisderivaatat

@; ja ﬁ’;. Laske myos 82—’; + 82—5 ja osoita, ettd kyseinen lauseke on nolla.
a2z 12 3y yos - 952 J y

Tee seuraavat mééritykset (kumpikin omana syotteendén; V = ”vektori”)ﬂ:
laplacian(f,V) :=sum( diff(f, V[jl, 2), j,1,length(V));

Tehtévan 327]; + 227]; voidaan laskea nyt helpommin: laplacian(f, [x,y]).
Kokeile.

Differentiaaliyhtdl6. Maxima osaa ratkaista myos joitain differentiaaliyh-
taloitd. Tavallinen differentiaaliyhtélo tunnetaan englanniksi lyhenteella ODE
(ordinary differential equation). Etsi sopiva Maxima-funktio (vinkki: Sopiva
valikko wxMaximassa) ja ratkaise differentiaaliyhtdlo %y =yeliy =y.

Koonti. Tarkista, ettd dokumenttisi on wxMaximassa kommentoitu ja otsi-
koitu riittavéasti (vrt. viime viikko), ja on muutenkin siisti ja viimeistelty, esim
mahdolliset yliméa#riiset testailut siivottu pois. Tallenna viimeisin versio pdf
muodossa (Print valikkoa kiyttdmalld saa tallennettua pdfin) ja palauta tdmé
pdf Kopassa.

2Nimi laplacian tulee siité, ettd kyseistd differentiaalioperaattoria on tapana kutsua
n  9f

Laplace-operaattoriksi ja merkitd A. Siis Af = ijl 57
J
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